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Erster  Band. 


ZItrIch. 

Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Schulthess. 

1870. 


Vorwort. 


Als  ich  vor  zwei  Jahren  im  Vorworte  zur  vierten  Auflage 
meines  Taschenbuches  den  Entschluss  ankündigte,  ^^demnächst  in 
gleicher  Anlage  ein  auf  zwei  Octavbände  berechnetes  Handbuch 
zu  publiciren,  das  ausser  dem  Inhalte  des  Taschenbuches  und 
den  sein  Verständniss  erleichternden  Entwicklungen  und  Beispielen, 
auch  sonst  vielfache  Zusätze  und  historisch  -  literarische  Notizen 
enthalten  soUe^,  verhehlte  ich  mir  keineswegs  die  fast  unüber- 
windliche Schwierigkeit,  dem  mir  vorschwebenden  Ideale  auch  nur 
annähernd  gerecht  zu  werden.  Wenn  ich  es  dennoch  unternahm, 
so  geschah  es  in  der  Hoffnung,  dass  ich  immerhin  vielen  Freunden 
der  mathematischen  Wissenschaften  mit  meinem  Versuche  einen 
Dienst  erweisen,  und  die  Ejitik  nicht  übersehen  werde,  dass  es 
kaum  möglich  sein  dürfte,  auf  den  ersten  Wurf  eine  solche  Auf- 
gabe nach  allen  Theilen  befriedigend  zu  lösen.  —  Gelingt  es 
meinem  Buche,  sich  Eingang  zu  verschaffen,  so  kann  ich  jetzt 
schon  versprechen,  dass  eine  allfallig  nöthig  werdende  spätere 
Auflage  allseitig  vollkommener  werden  soll,  —  dass  ich  mich 
namentlich  bestreben  werde,  das  Ganze  homogener  zu  machen, 
manche  den  neuesten'  Fortschritten  der  Wissenschaft  noch  nicht 
ganz  entsprechende  Darstellung  umzuarbeiten,  die  historischen  und 
literarischen  Nachweise  zu  vervollständigen  und  besser  einzuordnen, 
—  und  vor  Allem  aus  Lücken  oder  Unrichtigkeiten,  deren  ich 
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selbst  jetzt  schon  gar  manche  kenne,  und  anf  welche  ich  anch 
durch  sachliche  Kritiken  aufmerksam  gemacht  zu  werden  hoffe, 
auszufüllen  und  zu  heben.  —  Ich  schreibe  dieses  selbst  auf  die 
Gefahr  hin,  dass  irgend  ein  Recensent,  wie  es  mir  schon  einmal 
passirt  ist,  anstatt  mein  Buch  zu  lesen,  das  Gute  zu  würdigen 
und  zur  Verbesserung  des  Mangelhaften  einige  freundliche  Winke 
zu  geben,  —  es  bequemer  finde,  diese  Selbstkritik  einfach  in  ein 
von  ihm  herkommendes  Urtheil  umzuschreiben,  wodurch  natürlich 
der  Sinn  ganz  ein  Anderer  wird. 

Zum  Schlüsse  kann  ich  nicht  umhin,  meinem  Assistenten,  Herrn 
Weilenmann,  für  seine  unermüdliche  Hülfe  bei  den  Correcturen,  — 
und  dem  Herrn  Verleger  für  sein  bereitwilliges  Eingehen  auf  alle 
meine  Wünsche  den  besten  Dank  auszusprechen. 


Zürich,  im  December  1870. 


Rudolf  TFolfp 
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1 


Die  Arithmetik. 


L'art  d'enteigner,  c'ett  tari  d'indiguer  aux  autret 
ce  9tt't7«  äoiveni  faire  pour  t'tntiruäre. 

(Jacotoi.) 


I.  Hmleitimg. 

!•  Aufgabe  der  lathematik  und  Physik.  Was  eines  mebr  und 

minder  fähig  ist,  heisst  GrVsse,  —  die  Lehre  von  den  Grössen 
Matheiiiatlk«  Die  Grössen  können  entweder  ganz  abstrakt  oder 
in  Banm  und  Zeit  betrachtet  werden,  und  entsprechend  theilt  sich 
die  Mathematik  in  Arithmetik  9  Geometrie  und  Mechanik  9  je 

nachdem  sie  sich  die  Aufgabe  stellt,  die  Eigenschaften  der  sog. 
Zahlen  (5),  die  Regeln  für  das  Operiren  mit  denselben  und  die 
Gesetze  ihrer  Beziehungen  zu  entwickeln,  —  oder  die  Raamgebllde 
(73)  nach  ihrer  Entstehung,  organischen  Beschaffenheit  und  Ver- 
wandtschaft zu  betrachten,  —  oder  endlich  die  durch  sog.  KrSfte 
(227)  sei  es  bloss  versuchten,  sei  es  in  bestimmter  Zeit  bewirkten 
Bewegungen  zu  studiren.  Sowie  diese  Kräfte  specialisirt,  und,  sowohl 
ihnen,  als  den  Gebilden,  auf  welche  sie  wirken,  bestimmte  in  der 
Natur  vorkommende,  durch  Beobachtungen  oder  Versuche  ermittelte 
Gesetze  und  Eigenschaften  (245)  zugetheilt  werden,  tritt  man  aus 
dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik  in  das  der  Physik  über. 

Der  Name  Mathematik  hat  strenge  genommen  keine  immittelbare  Be- 
ziehung auf  die  Orössenlehre ,  da  ^^a^,  /rui^/tia  überhaupt  Kenntniss, 
Wissenschaft  bezeichnen;  jedoch  verstanden  schon  die  Alten  unter  fia&7i/Mt%a 
vorzugsweise  die  jetzt  so  genannten  mathematischen  'Wissenschaften.  Unter 
Physik  t  &tmQla  ^pvauni,  verstand  man  frfiher  die  ganze  Naturwissenzchaft; 
spftter  lösten  sich  die  naturhistorischen  F&cher,  ja  in  der  neuesten  Zeit  sogar 
Chemie  und  Astronomie  von  ihr  ab. 

%•  Die  Uteste  Zeit  Die  Verrichtung  des  Zählens,  die  Einführung 
von  Buchstaben  oder  Kerben  als  Zahlzeichen,  und  die  einfachsten 
bürgerlichen  Rechnungsarten  datiren  muthmasslich  aus  vorhistorischer 
Zeit,  —  dagegen  die  Anfänge  einer  wissenschaftlichen  Arithmetik 
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(sei  es  von  den  spätem  Indiem,  sei  es  von  den  Alexandrinern  Euklid 
bis  Diophant)  erst  ans  der  Blüthezeit  alter  Wissenscliaft,  —  die 
Ausführung  grösserer  numerischer  Rechnungen  aber  von  der  glück- 
lichen Idee  der  Indier,  Zahlzeichen  mit  Stellenwerth  anzuwenden. 
—  Die  Geometrie  entwickelte  sich  zunächst  aus  dem  Feldmessen, 
und  erst  Euklid  ordnete  ihre  Elemente  zu  einem  wissenschaftlichen 
Gebäude,  während  Plato  und  ApoUonius  die  Lehre  vom  geometri- 
schen Orte  und  speciell  die  sog.  Kegelschnitte  cultivirten,  ja  Archi- 
medes  bei  Rectification  des  Kreises  und  Quadratur  der  Parabel  bereits 
die  Grundzüge  der  höhern  Geometrie  entwarf,  sowie  durch  Auf- 
stellung der  Lehre  vom  Hebel  und  der  hydrostatischen  Ghnindgesetze 
die  vor  ihm  trotz  Aristoteles  kaum  existirende  Mechanik  und  Physik 
schuf.  —  Die  Araber  bildeten  die  Trigonometrie  aus,  und  über- 
lieferten dieselbe  mit  den  indischen  Ziffern  und  den  mathematischen 
Kenntnissen  der  Griechen  dem  Abendlande,  wo  Fibonacci,  Christoph 
Rudolph,  etc.  dieselben  einbürgerten,  während  durch  Einführung 
des  Compasses,  der  Brillenfabrication,  der  Construction  von  Gewicht- 
uhren etc.,  auch  Mechanik  und  Physik  daselbst  nach  und  nach  etwas 
Boden  gewannen  (XX). 

Im  AUgemeinen  für  historischen  DetaU  auf  die  einzelnen  Abschnitte  ver- 
weisend, mag  hier  noch  Folgendes  beigefügt  werden:  Euklid f  der  um  800 
V.  Chr.  einer  mathematischen  Bchule  zu  Alezandrien  vorstand,  schrieb  sog. 
„Elemente^  der  Mathematik,  welche  seit  Entdeckung  der  Buchdruckerkunst 
unzählig  oft  und  fast  in  allen  Sprachen  aufgelegt  wurden,  namentlich  in  der 
Ursprache  von  Simon  GryDäns  (Yehringen  1493  —  Basel  1541;  Professor 
der  Theologie  in  Basel)  y^EvKUUov  aro^x^Cnp  ßtßX.  ce.  BasU.  1633  in  fol.^,  und 
wieder  von  Fran^ois  Peyrard  (Vial  1760  —  Paris  1822;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Bibliothekar  in  Paris)  „Les  osuvres  d'Euclide,  en  grec,  en  latin  et 
en  fran^ais.  Paris  1814—1818,  3  Vol.  in  4.^  —  Dlophant  lebte  um  160  n.  Chr. 
in  Alexandrien.  Seine  uns  erhaltenen  sechs  Bücher  y^'AQtO-fifjrutav^  erhielten 
durch  "Wilhelm  Holtzmann  oder  Xylander  (Augsburg  1632  —  Heidelberg 
1676 ;  Professor  der  griechischen  Sprache  zu  Heidelberg)  eine  erste  lateinische 
Ausgabe  „Diophanti  rerum  arithmeticarum  libri  VI.  Basil.  1676  in  fol.'',  und 
durch  den  Jesuiten  Claude-Oaspard  Bachet  (Bonrg-en-Bresse  1687^ —  Paris 
1638;  Professor  der  Rhetorik  zu  Mailand)  eine  erste  Originalausgabe  „Dio- 
phanti  Arithmeticorum  libri  sex  et  de  numeris  multangulis  liber  unus;  gr.  et 
lat.  LutetisB  1621  in  fol.^  —  Plato  (Athen  429  —  Athen  848  y.  Chr.)  war  erst 
Schüler  von  Sokrates,  dann  Gründer  einer  nach  ihm  benannten  Philosophen- 
schule. Seine  zahlreichen  "Werke  enthalten  Einzelnes  die  Mathematik,  Physik 
und  Astronomie  Betreffendes;  doch  scheint  er  nach  diesen  Richtungen  mehr 
durch,  Anregung,  als  durch  eigene  Schriften  geleistet  zu  haben.  —  Apollonlttt 
V0n  Perga,  um  200  v.  Chr.  in  Alexandrien  lebend,  hlnterliess  zahlreiche  geo- 
mt  fierhe  Werke,  von  welchen  jedoch  die  Meisten  nur  in  den  Bruchstücken 
exibti^tdi,  welche  der  fleissige,  um  390  n.  Chr.  In  Alezandrien  florlrende  Pappoa 
i^  i^^e  ^Ma&Tjfiatuca^  SwaytayaC^  aufhahm.  Von  diesen  Sammlungen  ver- 
A>cdtaltete  Federigo  Commandlno  (Urbino  1609  —  Urbino  1676;  Mathematiker 
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und  Arst  in  Urbino  und  Rom)  eine  lateiniBChe  Ausgabe  »Pappi  Alezandrini 
coUectionum  mathematicanim  libri  VI  supentites.  Pisauri  1688  in  fol.  (Auch 
Bononi»  1660)^,  und  mit  ihrer  HfUfe  gelang   es   sodann  Edmund  Balley 
(Haggerston  bei  London  1666  —  Green  wich  1742;  Professor  der  Geometrie 
EU  Oxford  und  sp&ter  Director  der  Sternwarte  zu  Greenwich;   vergl.  Mairan, 
Eloge   d'Edmond  Halley   in  Mem.   de  Par.  1742)    seine   berühmte   Ausgabe 
^poUonii  PergflBi  conicorum  libri  VIU.    Ozonii  1710  in  fol.   (Deutsch  von 
Balsam,  Berlin  1861  In  8.)<',  —  Robert  Slmson  (Kirton-Hall  1687  —  Glasgow 
1768;  Professor  der  Mathematik  su  Glasgow)  seine  Schrift  ^The  loci  plani 
of  ApoUonius  restored.  Edinburgh  1749  in  4.  (Deutsch  von  Camerer,  Leipzig 
1796),  —  etc.  SU  Stande  zu  bringen.  —  Arehlmedes  (Syracus  287  —  Syracus 
312  V.  Chr. ;  vergl.  Melot,  Recherches  sur  la  vie  d'Archimdde  in  Vol.  14  der 
M6m.  de  l'Acad.  des  inscript.)  schrieb  tiefsinnige  Werke  über  fast  alle  damals 
existirenden  Theile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik,  von  denen  Thomas 
Gechanf  oder  Venatorlnt  (ein  Schüler  von  Schoner)  eine  erste  Original- 
aasgabe ,^chimedis  opera,  quse  quidem  eztant  omnia;  gr.  et  lai,  cum  Eutocii 
commentarüs.  Basile»  1644  in  fol.^,  —  Giuseppe  Toreiil  (Verona  1721  — 
Verona  1781;  Privatgelehrter)  aber  die  als  Beste  betrachtete  Originalausgabe 
fiA^x^fH^^^^f^  v<*  ff«|o/(cyafffTot  v^  EvrOKtov  vno/Anifunvp.   Cum  nova  versione 
latina.   Ozonii  1792  in  fol.",  —  der  schon  genannte  Peyrard  endlich  (Paris 
1807  in  4.;  3  6d.  1808,  2  Vol.  in  8.)  eine  französische  Ausgabe  besorgte.  >- 
ArimtmteieM  (Stagira  in  Macedonien  884  —  Chalcis  auf  Euboea  833  v.  Chr.; 
Arzt  und  Philosoph  zu  Athen,  SchtÜer  Plato's  und  Lehrer  Alezanders  des 
Grossen),  stiftete  die  sog.  peripatetische  Schule  und  war  zugleich  ein  sehr 
fruchtbarer  Schriftsteller.  Neben  zahlreichen  Gesanuntausgaben  seiner  Schriften, 
von  denen  die  1831  von  der  Berliner-Academie  veranstaltete  zu  den  besten 
zihlen  soll,  wurden  auch  wiederholt  einzelne  seiner  V^erke  unter  die  Presse 
gebracht;   so  erschienen  z.  B.  „Aristotelis  meteorologicorum  libri  IV;  gr.  et 
lat  euravit  J.  L.  Ideler.  LipsisB  1884—1836,  3  Vol.  in  8.,  —  Aristoteles  acht 
Bücher  Physik.   Griechisch  und  Deutsch  mit  saoherklftrenden  Anmerkungen 
von  C.  Prantl.   Leipzig  1864  in  8.,  —  etc."   --  Nachdem  um  640  der  Kaufe 
Omar  die  Academie  in  Alezandrien  zerstört  und  die  mit  ihr   verbundene 
Bibliothek  zum  Heizen  der  B&der  missbraucht  hatte,  begannen  die  mathemati- 
schen V^issenschaften  unter  dem  Patronate  eines  Sohnes  von  Harun  al  Raschid, 
des  Kalifen  Abdallah  Almamnn  (Bagdad  786  —  Tarsus  883),   und  seiner 
nftchsten  Nachfolger  neu  zu  blühen;   Dank  dem  um  830  in  Bagdad  lebenden 
M^hamned  ben  Musa  Alkharezmi,  dessen  Algebra  erst  neuerlich  (London 
1831  in  8.)  von  Fr.  Rosen  publicirt  wurde,  —  dem  etwa  840  gebornen  und 
901  verstorbenen  Theblt  ben  Corah,   einem  der   fruchtbarsten   arabischen 
Schriftsteller,  in  dessen  V^erken  manche  Bruchstücke  der  alten  Geometer  er- 
halten wurden,  —  dem  bald  in  Mesopotamien  bald  in  Syrien  lebenden,  etwa 
928  verstorbenen  Mohammed  ben  Geber   Albatani  oder  Albate|^tt0f  der 
seine  Zeitgenossen  in  Archlmedes  einzuführen  suchte,  —  etc.,  machten  sie 
sogar,  namentlich  in  den  für  Anwendungen  wichtigem  Partien,  nicht  unerheb- 
liche Fortschritte,  und  erleichterten  sich  dadurch  ihren  allmftligen,  durch- 
schnittlich auf  das  13.  Jahrhundert  zu  setzenden  Einzug  in's  Abendland.   Der 
erste  christliche  Schriftsteller  auf  diesem  Gebiete  scheint  der  Kaufmann  Leo- 
nardo niNinaecl  aus  Pisa  oder  Leonardo  Pisano  gewesen  zu  sein,  der  um 
1203  ein  „Liber  Abaci^  und  um  1330  eine  „Practica  Geometrifls'*  verfasste; 
vergl.  seine  „Opuscoli  pubblicati  da  Bald.  BoncompagnL  Firenze  1866  in  8.^ 
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Dann  folgte  z.  B.  der  etwa  1348  als  Bischof  von  Geraci  in  Neapel  verstorbene 
Barlaan  mit  seiner  „Logistica^^,  —  der  um  1500  als  Lehrer  der  Mathematik 
in  Rom  lebende  Minorite  Luca  Pacloll  de  Burgo  mit  seiner  „Summa  de 
Arithmetica  e  Geometrla^S  —  <^®^  C^*  ^^^}  S'^'^'  besonders  auch  um  die  Astro- 
nomie hochverdiente  Johannes  Müller,  genannt  Re^omontan  oder  Eung- 
sperger  (Königsberg  in  Franken  1436  —  Rom  1476)  mit  seiner  Schrift  „De 
triangulis  planis  et  sphnricis  libri  quinque  (Venetiis  1633  in  fol.)**,  —  etc.,* 
ganz  besonders  aber  auch  Christoph  RndollT.  Dieser  merkwürdige  Mann,  der 
etwa  1499  zu  Jauer  in  Schlesien  geboren  wurde,  gab  1624  eine  „Coss^  in 
Druck,  —  1526,  wo  er  zu  Wien  lebte,  eine  „Künstliche  rechnung  mit  der 
Ziffer  und  mit  den  zalpfenningen,  sampt  der  'Wellischen  Practica,  und  allerley 
forteyl  auf  die  Regel  de  Tri**,  —  zwei  Schriften,  auf  welche  wir  noch  wieder- 
holt (z.  B.  13 ,  24 ,  25 ,  etc.)  zurückkommen  werden ;  von  Letzterer  erschien 
nachmals  1540  bei  Johann  Petreo  zu  Nürnberg  eine  zweite  Auflage,  —  w&brend 
von  Ersterer  der  damals  schon  durch  seine  „Arithmetica  integra.  Norimb.  1644 
in  4>,  und  seine  „Deutsche  Arithmetica.  Inhaltend  die  Haussrechnung,  deutsche 
Coss,  Kirchrechnung.  Nürnberg  1544  in  4.^  selbst  rühmlich  bekannte  Michael 
Stlfel  (Esslingen  1487  —  Jena  1567 ;  erst  Mönch,  dann  protestantischer  Pfarrer, 
zuletzt  Professor  der  Mathematik  zu  Jena;  vergl.  Cantor  in  Schlömilch  H) 
eine  neue  Ausgabe  (Königsberg  1654  in  4.)  besorgte.  —  Für  diese  älteste  Zeit 
sind  ausser  einigen  schon  genannten  und  den  unter  3  und  4  aufgeführten  all- 
gemeinen Werken,  z.  B.  folgende  Schriften  zu  berathen:  „Georg  Christoph 
Hamberger  (Feuchtwangen  1726  —  Qöttingen  1773;  Professor  der  Literatur- 
geschichte zu  Oöttingen),  Zuverlässige  Nachrichten  von  den  vornehmsten 
Schriftstellern  vom  Anfange  der  Welt  bis  1500.  Lemgo  1766—1764,  4  Bde.  in 
8.,  —  Pietro  Cossall  (Verona  1748  —  Padua  1816;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  zu  Parma  und  Padua),  Origine,  trasporto  in  Italia,  primi 
progressi  in  essa  dell'  Algebra.  Parma  1796—1799,  2  Vol.  in  4.,  —  Ludwig 
Lfiders  (Hannover  1776  —  Altenburg  ?  1822 ;  Kammersecret&r  in  Altenburg), 
Pytbagoras  und  Hypatia.  Altenburg  1809  in  8.  (2.  A.  1811,  auch  unter  dem 
Titel :  Geschichte  der  Mathematik  bei  den  alten  Völkern),  —  Guglielmo  Llbrl 
(Florenz  1803;  Professor  der  Mathematik  zu  Pisa  und  Paris,  Mitglied  der 
Academie;  seit  1848  flüchtig,  und  für  Diebstahl  von  Büchern  und  Handschriften 
im  Werthe  von  Vt  Million  verurtheilt) ,  Histoire  des  sciences  math^matiques 
en  Italic.  Paris  1837—1841,  4  Vol.  in  8.,  —  Georg  Heinrich  Ferdinand  ]¥estel- 
mann  (Fürstenau  1811 ;  Professor  der  orientalischen  Sprachen  in  Königsberg), 
Die  Algebra  der  Griechen.  Berlin  1842  in  8.,  —  Moritz  Cantort  Mathematische 
Beiträge  zum  Culturleben  der  Völker.  Halle  1863  in  8.,  —  etc.^ 

S«  Die  mittlere  Zeit.  Die  Entstehung  zahlreicher  hoher  Schulen, 
die  Erfindung  der  Buchdruckerkunst,  die  Entdeckung  von  Amerika 
und  des  Seeweges  nach  Indien,  und  der  mit  dem  15.  Jahrhundert 
nach  allen  Richtungen  beginnende  Aufschwung  beförderten  auch  die 
Entwicklung  der  Mathematik  und  Physik :  Vieta  und  Harriot  führten 
die  Buchstabenrechnung,  Stevin  und  Brouncker  die  Decimal-  und 
Kettenbrüche  ein,  —  Tartaglia  und  Cardano  bearbeiteten  die  Lehre 
von  den  Gleichungen,  —  Fermat  schuf  die  Zahlentheorie,  —  Napier, 
Bürgi  und  Briggs  erfanden  und  berechneten  die  Logarithmen,  — 
Nie.  Mercator  und  Wallis  erweiterten  die  Lehre  von  den  Reihen,  — 
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Hugens,  Jak.  Bemoalli  und  Moivre  studirten  die  Probabilitäten,  — 
etc.  Anderseits  gab  Descartes  der  Geometrie  durch  Einführung  der 
Coordinaten  einen  neuen  Impuls,  und  veranlasste  dadurch  mittelbar 
die  Arbeiten  der  Pascal,  Hugens  und  Barrow  auf  dem  Gebiete  der 
Curvenlehre,  welche  hinwieder  der  Theorie  der  Functionen  die  Bahn 
brachen,  die  in  den  Händen  der  Newton,  Leibnitz  und  der  altem 
Bemoulli  sich  rasch  entwickelte,  und  zur  Lösung  der  schwierigsten 
Probleme  auf  dem  Gebiete  der  reinen  und  angewandten  Mathematik 
führte.  —  Stevin  und  Varignon  erweiterten  durch  Einführung  der 
Principien  der  schiefen  Ebene  und  des  Kräftenparallelogrammes  die 
Statik,  während  Galilei  und  Hugens  durch  Feststellung  der  Gesetze 
des  freien  Falles,  der  Pendelschwingungen  und  der  Centralbewegung 
die  Dynamik  schufen;  Torricelli  erfand  den  Barometer,  während 
Ferdinand  H.  von  Toskana  dem  Luftthermometer  Galilei's  ein  Wein- 
geistthermometer  in  jetzt  gebräuchlicher  Form  substituirte,  —  Rob. 
Bojle  stellte  das  den  Namen  Mariotte's  tragende  Gesetz  auf,  — 
Otto  von  Ghierike  construirte  die  Luftpumpe  und  eine  erste  Elektrisir- 
maschine,  —  die  Brillenmacher  Jansen  und  Lippershej  stellten  ein 
Mikroskop  und  das  holländische,  Keppler  das  astronomische  Fem- 
rohr, Zucchius  das  Spiegelteleskop  her,  —  Georg  Hartmann  fügte 
der  schon  vor  Columbus  bekannten  Declination  der  Magnetnadel 
die  Inclination  bei,  —  Snellius  bestimmte  das  Grundgesetz  der 
Dioptrik,  Barrow  die  Linsengesetze,  Römer  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes,  —  Grimaldi  fand  die  Beugung,  Bartholinus  die  doppelte 
Brechung,  Newton  die  Farbenzerstreuung,  und  des  Letztem  mathe- 
matische Principien  der  Naturphilosophie  bildeten  den  würdigen 
Abschluss  dieser  langen  Reihe  ausgezeichneter  Forschungen  und 
Entdeckungen  [XX]. 

Auch  hier  im  Allgemeinen  fftr  historischen  Detail  auf  die  einzelnen  Ab- 
sehnitte  verweisend,  mag  Obigem  noch  Folgendes  beigefügt  werden:  Für 
Francis  Viöte  oder  VIeta  (Fontenay  1540  —  Paris  1603;  maltre  des  reqndtes 
am  Hofe  von  Henri  IV.)  sind  seine  durch  Vater  und  Sohn  Frans  van  Schooten 
(Vater  1581—1646,  Sohn  16..— 1661;  beide  folgeweise  Professoren  der  Mathe- 
matik in  Leyden)  gesammelten  und  herausgegebenen  ^  Opera  mathematica. 
liugd.  Batav.  1646  in  fol.^,  so  wie  ,,All^et,  Eloge  de  Viöte.  Poitiers  1867 
in  8.^  £u  vergleichen.  —  Thomas  Barriot  (Oxford  1560  —  London  1621) 
vermass  in  Diensten  von  Sir  Walter  Raleigh  die  Colonie  in  Virginien,  und 
lebte  sp&ter  als  Pensionär  des  Grafen  von  Northumberland  in  London.  Ausser 
auf  sein  Hauptwerk  ,,Arti8  analyticn  präzis  ad  »quationes  algebraicaa  resol- 
vendas.  Londini  1681  in  fol.''  ist  für  ihn  namentlich  auf  das  1888  erschienene 
Supplement  su  den  ,,Mi8ceUaneou8  Works  and  Correspondence  of  the  Rev. 
James  Bradley.  Oxford  1883  in  4.^  su  verweisen.  —  Simon  Sterin  (Brügge 
1648  —  Haag  1620)  war  erst  Steuerverwalter  in  Brügge,  dann  Oberaufseher 
der  Land«-  und  Wasserbauwerke  in  HoUand.  Vergl.  für  ihn  ^Stevin»  Oeuvres 
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mathömatiques  revues  par  A.  GHrard;  Leyde  1634  in  fol.,  —  8teiehen,  Vie  et 
iravanx  de  Simon  Stevin.  Braxelles  1846  in  8.^  —  William  Br^oneker  (Castle 
Lyons  1620  —  London  1684)  war  Kaniler  Karl  II.  nnd  erster  Prftsident  der 
Royal  Society.  —  Niecola  T«Ha|^lla  (Brescia  1506  ~  Venedig  1659)  war 
ein  Autodidakt,  der  an  verschiedenen  Orten  Italiens  nnd  zuletat  in  Venedig 
Mathematik  lehrte.  Von  seinen  Werken  wird  gams  besonders  der,  leider  dnrch 
seinen  frühen  Tod  nnvollendet  gebliebene  „Trattato  de  numerl  e  misnre.  Veneaia 
1556—1560  in  fol.^  hochgeschätst.  —  Geronimo  C^rdano  (Pavia  1501  —  Rom 
1576)  war  Professor  der  Mathematik  in  Mailand,  sodann  der  Medixin  in  Pavia 
und  Bologna,  zuletzt  p&pstlicher  Pension&r  in  Rom.  Seine  zahlreichen,  jedoch 
grossentheils  medizinischen  Traktate  sind  in  den  „Opera  Cardani.  Lngd.  1668, 
10  Vol.  in  fol.^  gesanmielt  Vergl.  für  ihn  „Cardano,  De  Tita  propria.  Paris 
1643  in  8.  (Ital.  durch  V.  Mantovano,  Milano  1820  in  8.),  —  Morley,  The  life 
of  G.  Cardano.  London  1854,  2  Vol.^  —  Pierre  Fermat  (Beaumont  de  Lo- 
magne  bei  Toulouse  1608  —  Toulouse  1665)  war  Rath  am  Parlamente  zu 
Toulouse.  Vergl.  für  ihn  die  von  seinem  Sohne  Samuel  (1630 — 1690)  publicirten 
„Varia  opera  mathematica  D.  P.  de  Fermat;  Tolos»  1679  (Friedlftnder  1861) 
in  fol.^,  und  „E.  Brassine,  Pr^cis  des  osnvres  mathömatiques  de  P.  Fermat  et 
de  Parithm^tique  deDiophante;  Paris  1853  in  8."  —  John  Napler  oder  Neper 
wurde  1550  geboren,  —  lebte,  abgesehen  von  einer  grOssem  Reise  nach  Deutsch- 
land, Frankreich  und  Italien,  fast  ununterbrochen,  und  starb  auch  1617,  auf  seinem 
Stammschlosse  Merchlston-Castle  bei  Edinburgh.  Vergl.  die  von  Mark  Napier 
herausgegebenen  „Memoire  of  John  Napier  of  Merchiston,  his  lineage,  life  and 
times,  with  a  history  of  the  invention  of  logarlthms.  London  1834  in  4.''  — 
Joost  Biir^l  (Lichtensteig  1552  —  Kassel  1632),  Erfinder  des  von  Galilei's 
(die  Form  eines  Zollstabes  besitzenden)  Proportionalzirkel  wohl  zu  unter- 
scheidenden, in  einem  Doppelzirkel  mit  beweglichem  Kopfe  bestehenden 
Reductionszirkels ,  war  Hofuhrenmacher  und  Observator  Wilhelm  IV.  von 
Hessen  und  Kaiser  Rudolf  IL  VergL  fOr  ihn  Bd.  1  meiner  „Biographien  zur 
Gulturgeschichte  der  Schweiz;  Zürich  1858—1862,  4  Bde.  in  8."  —  Henry 
Briggs  (Warley  Wood  1556  —  Oxford  1630)  war  Professor  der  Mathematik 
in  London  und  Oxford.  Seine  „Arithmetica  logarithmica.  London  1624  in  foL'', 
welche  die  gemeinen  oder  eben  nach  ihm  sog.  Brigg'schen  Logarithmen  (s.  14) 
für  alle  Zahlen  von  1  bis  20000  und  von  90000  bis  100000  auf  14  Dezimalen 
gibt,  war  die  erste  etwas  vollständige  Logarithmentafel.  —  Nikolaus  Kaufmann 
oder  Mercator  (Holstein  16..  —  Paris  1687)  hielt  sich  erst  lange  in  Kopen- 
hagen auf,  lebte  dann  als  Mitglied  der  Royal  Society  in  London,  und  half 
schliesslich  in  französischen  Diensten  bei  Anlage  der  Wasserwerke  in  Ver- 
sailles. Von  seinen  Schriften  ist  die  „Logarithmotechnia.  London  1668  in  4.^* 
am  Bekanntesten.  —  John  Wallis  (Ashford  in  Kent  1616  —  Oxford  1708) 
war  erst  Prediger  in  London,  dann  Professor  der  Geometrie  zu  Oxford,  sp&ter 
Gaplan  Karl  H.  und  Mitglied  der  Royal  Society.  Vergl.  seine  „Opera  mathe- 
matica et  grammatica.  Oxoni»  1695—1699,  3  Vol.  in  fol.<<  —  Christian  Huyghens 
oder  Bugent  (Haag  1629  —  Haag  1695)  machte  nach  Abschluss  juridischer 
Studien  grosse  Reisen,  lebte  von  1666  bis  zur  Aufhebung  des  Edicts  von 
Nantes  im  Jahre  1681,  als  Mitglied  der  neu  gegründeten  Academie  der  Wissen- 
schaften, In  Paris,  und  privatisirte  sodann  in  seiner  Vaterstadt.  VeigL  seine 
„Opera  varia,  Lugd.  1682  in  4.,  —  Opusoula  posthuma,  Lugd.  1708  in  4.,  — 
Opera  reliqua,  Amstel.  1728  in  4.,  —  Exerdtationes  mathematiCfls  et  philo- 
Sophie»;  ed.  P.  J.  Uylenbroek;  Hag»  1833  in  4.,  —  P.  Harting,  Ohr.  Huygens 
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in  ign  leven  en  werken;  Gron.  1868  in  8.^'  —  Jakob  Bern^nlU  (Basel  1664 
—  Basel  1700),  Ururenkel  eines  von  Antwerpen  wegen  Alba's  Religlonsver- 
folgaogen  nach  Frankfurt  geflüchteten,  und  Enkel  eines  von  da  nach  Basel 
Übergesiedelten  Kanfoiannes  gleichen  Namens,  war  Professor  der  Mathematik 
in  Basel.   Er  erwarb  sich  durch  seine  Studien  Ober  die  Isoperimetrie,   die 
logarithmische  Spirale,  —  durch  seine  „Ars  conjectandl,  Basil.  1713  in  4.^, 
welche  sein  Schiller  und  Neffe  Nikolaus  (Basel  1687  —  Basel  1769;  Professor 
der  Mathematik  in  Padua  und  dann  der  Rechte  in  Basel)  snm  Drucke  be- 
sorgte, —  und  überhaupt  durch  eine  Menge  tiefsinniger  Abhandlungen,  von 
denen  die  meisten  durch  Oabr.  Gramer  (s.  4)  in  den  „Jac.  Bemoulli  Opera. 
Genev»  1744,  2  Vol.  in  4.^  gesammelt  wurden,  grossen  Ruhm;   auch  war  er 
der  Lehrer  seines  Bruders  Johannes  (Basel  1667  —  Basel  1748;  Professor  der 
Mathematik  in  Groningen  und  Basel),  und  stand  wie  dieser  mit  Leibnlta  in 
vielfachem  Verkehr.  Johannes  war  der  erste  Bearbeiter  der  Exponentialgrössen, 
der  Lehrer  von  Hospital,  Euler,  Gramer,  etc.,  und  vor  Allem  von  seinen  drei 
eigenen  Söhnen:  Nikolaus  11.  (Basel  1696  —  Petersburg  1726;  Professor  der 
Rechte  in  Bern  und  dann  Academiker  in  Petersburg),  —  Daniel  (Gr6ningen 
1700  —  Basel  1782 ;  erst  Academiker  in  Petersburg,  dann  Professor  der  Ana- 
tomie und  Botanik,  suletst  der  Physik  in  Basel),  Freund  und  Rivale  von  Euler, 
Verfasser  der  Hydrodynamica ,  und  einer  der  Gründer  der  mathematischen 
Physik,  —  und  Johannes  n.  (Basel  1710  —  Basel  1790 ;  Professor  der  Eloquens 
und  Mathematik  in  Basel),  der  wie  Vater,  Oheim  und  Bruder  Daniel  aus- 
wärtiges Mitglied  der  Pariser- Academie  war;  seine  sahlreichen  Abhandlungen 
wurden  durch  Gabr.  Gramer  (s.  4)  in  den  „Joh.  Bemoullii  opera  omnia ;  Lau- 
sann» 1749,  4  Vol.  in  4.<<  gesammelt  Noch  bei  den  Söhnen  von  Johannes  n.: 
Johannes  m.  (Basel  1744  —  EOpnick  bei  Berlin  1807 ;  Director  der  Sternwarte 
und  spftter  der  mathematischen  Glasse  der  Berliner- Academie) ,  —  Daniel  n. 
(Basel  1761  ^  Basel  1884 ;  Professor  der  Eloquenz  und  sp&ter  Domschaibier 
in  Basel),  —  und  Jakob  11.  (Basel  1769  —  Petersburg  1789;  Academiker  in 
Petersburg),  —  seigte  sich  wissenschaftliches  Talent ;  ja  sogar  der  vierte  Grad 
wurde  durch  einen  Sohn  Daniel  II.:   Ghristoph  (Basel  1782  —  Basel  1868; 
Professor  der  Naturgeschichte  su  Basel),  der  zur  Zeit  als  technologischer 
Schriftsteller  und  Mineraloge  grosse  Verdienste  hatte,  würdig  reprftsentirt,  und 
es  steht  diese  Familie,  für  deren  genauere  Eenntniss  ich  auf  sftmmtliche  4  B&nde 
meiner  schon  oben  erw&hnten  Biographien ,  —   auf  die  cum  4.  Jubll&um  der 
Basier  Hochschule  erschienene  Festschrift  „Pet.  Merian,  Die  Mathematiker 
Bemoulli;  Basel  1860  in  4.'S  ~  ^^^  ^^^  ^^^  academischen  Lobreden  der 
Fontenelle,  Formey,  Fouchy,  Goldbach  und  Gondorcet  (M6m.  de  Par.  1706, 
1748,  1782;  M6m.  de  Berl.  1747;  Gomm.  Acad.  Petr.  2;  Nova  Acta  Petr.  7)  su 
verweisen  habe,  wohl  als  ein  Unicum  in  der  Gelehrtenwelt  da.  —  Abraham 
de  IMolFre   (Vitry  in  der  Ghampagne  1667  —  London  1764)  verliess  nach 
Aufhebung  des  Edlcts  von  Nantes  als  Protestant  sein  Vaterland,  und  lebte 
ale  Privatlehrer  der  Mathematik  in  London,  wo  er  in  die  Royal  Society  auf- 
genommen wurde.  VergL  seine  „Miscellanea  analyüca  de  seriebus  et  quadra- 
tnris.  Londini  1730  in  4.<<,  sowie  sein  Eloge  durch  Grandjean  de  Fouchy  in 
Mto.  de  Par.  1764.  —  Renö  Deaeartea  oder  Gartesius  (La  Haye  en  Touraine 
1596  —  Stockholm  1660)  brachte  seine  Jugend  auf  Reisen  und  in  Kriegs- 
diensten EU,  privatisirte  von  1629  bis  1649  in  Holland,  und  folgte  auletat  einem 
Rufe  der  Königin  Ghristine  an  ihren  Hof.    Seine  Verdienste  um  die  Natur- 
philosophie im  Allgemeinen  sind  zweifelhaft,  dagegen  diejenigen  um  Geometrie 
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und  Optik  sehr  bedeutend,  und  von  seinen  sahlreiclien  Werken  (Opera ;  Amstel. 
1692—1701,  10  VoL  in  4.,  —  Oeuvres,  par  Cousin ;  Paris  1831,  11  Vol.  in  8.) 
ist  unbedingt  sein  „Diseours  de  la  m^thode  pour  bien  conduire  sa  raison  et 
cbercber  la  vörit^  dans  les  sciences;  plus  la  Dioptrique,  les  M6t6ores  et  la 
Oöom^trie.  Leyde  1637  in  4  (Lat  durch  Fr.  a  Bchooten,  Lugd.  Bat.  1649)^'  am 
wichtigsten.  Vergl.  auch  seine  „Lettres.  Paris  1657—1659,  2  Vol.  in  4.<%  und 
„Jacobi,  Ueber  Descartes  Leben.  Berlin  1846  in  8.^  —  Blaise  Pascal  (Cler- 
mont-Ferrand  1623  —  Paris  1662)  lebte  ohne  öffentliches  Amt  abwechselnd 
in  Clermont,  Ronen  und  Paris.  VergL  seine  von  Charles  Bossnt  (Tartaras  im 
D^p.  du  Rh5ne  1730  —  Paris  1814;  Professor  der  Mathemaük  und  Mitglied 
der  Academle  in  Paris)  herausgegebenen  mathematischen  und  philosophischen 
„Oeuvres.  Paris  1779,  5  Vol.  in  8.  (2  6d.  1819  in  6  Vol.)'S  —  femer  „Bossut, 
Disoours  snr  la  vie  et  les  ouvrages  de  Pascal.  Paris  1781  in  8.,  —  Beymond, 
Eloge  de  Blaise  Pascal,  accompagnö  de  notes  lüstoriques  et  critiques.  Toulouse 
1816  in  8.  (Auch  Lyon  1817),  —  Fangöre,  O^nie  et  torits  de  Pascal.  Paris 
1847  in  8.,  —  Vinet,  Etudes  sur  Blaise  Pascal.  Paris  1848  in  8.,  —  etc.<<  — 
Jsaac  Barrow  (London  1630  —  London  1677)  war  Dr.  Theolog.,  Professor 
der  Mathematik  su  London  und  spftter  zu  Cambridge,  —  schliesslich,  nachdem 
er  1669  letstere  Stelle  au  Gunsten  von  Newton  niedergelegt  hatte,  Caplan 
Karl  n.  Am  Bekanntesten  sind  seine  schon  1669  und  1670  einseln  publicirten 
„Lectiones  optic»  et  geometricsB:  In  quibus  phienomenon  opticorum  genuinie 
rationes  investigantnr  ac  exponuntnr,  et  generalia  curvarum  linearum  sympto* 
mata  declarantur.  Londini  1674  in  4.^'  —  Jsaac  Itfewton  (Whoolstorpe  in 
Lincolnshire  1642  XII  25  a.  St.  —  London  1726  m  20  a.  St.  oder  1727  HI  31 
n.  St.)  bezog  1660  das  Trinity-College  in  Cambridge,  rilckte  1669  zum  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  demselben  und  1699  zum  königl.  Mfinzmeister  in 
London  vor,  und  bekleidete  fiberdiess  von  1703  hinweg  das  Präsidium  der 
Royal  Society.  Vergl.  fOr  ihn  theils  seine  „Opuscula  mathematica,  philosophica 
et  philologica,  coli.  J.  Castilioneus.  Lausannie  1744,  3  Vol.  in  4.^%  und  seine 
„Opera  qu»  extant  omnia.  Comm.  Sam.  Horsley.  London  1779 — 1785,  5  Vol. 
in  4.<S  —  ^^^1b  „Fontenelle,  Eloge  de  M.  Newton.  Paris  1728  in  4.  (Auch  M^m. 
de  Par.  1727,  und  engl,  durch  Pemberton,  London  1728)  ,  —  Maclaurin,  An 
account  of  Sir  Js.  Newton's  philosophical  discoveries.  London  1748  in  4.,  — 
Frisi,  Elogio  storico  del.  Caval.  Js.  Newton.  Milano  1778  in  8.,  ^  Etliche 
merkwürdige  Umst&nde  aus  Js.  Newton's  Leben.  Frankfurt  1791  in  8.,  — 
Brewster,  Life  of  Js.  Newton.  London  1831  in  4.  (Deutsch  durch  0oldberg, 
Leipzig  1833  in  8.),  —  Snell,  Newton  und  die  mechanische  Naturwissenschaft 
Dresden  1843  in  8.,  —  Brewster,  Memolrs  of  the  life,  writings  and  discoveries 
of  Sir  Js.  Newton.  Edinburgh  1855,  2  Vol.  in  8.  (2  ed.  1860),  —  etc<<  ~ 
Gottfried  Wilhelm  Lefbaltc  (Leipzig  1646  —  Hannover  1716),  Rath,  Biblio- 
thekar und  Historiograph  des  Herzogs  von  Hannover,  wurde  1673  Mitglied 
der  Royal  Society,  1699  (gleichzeitig  mit  Newton,  Jakob  und  Johann  Bemoulli, 
Guglielminl,  Hartsoecker,  Tschimhausen  und  Römer)  auswärtiges  Mitglied  der 
damals  erst  mit  dieser  Classe  versehenen  Parisei -Academie,  und  1700  Prilsident 
der  auf  seine  Veranlassung  in  Berlin  gegründeten  Academle  der  Wissenschaften. 
Vergl.  fBr  ihn  theils  seine  „Mathematischen  Schriften  (und  Correspondenzen), 
herausgegeben  von  Carl  Immanuel  Gerhardt  (Herzberg  1816;  Oberlehrer  zu 
Salzwedel,  Berlin  und  Eisleben),  Berlin  1849  —  Halle  1863,  7  Bde.  in  8.<S  — 
theils  „Fontenelle,  Eloge  de  Leibnitz  (M6m.  de  Par.  1716),  •—  Bailly,  Eloge 
de  Leibnitz.  Paris  1769  in  4.,  —  Guhrauer,  Gottfried  Wilhelm  von  Leibnitz. 
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BresUu  1845,  2  Vol.  in  8.,  —  ete/<  —  Pierre  Varlirnoii^  (^'^^  ^^^^  --  ^'^ 
1722)  war  erst  Theologe,  dann  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der 
Academie  in  Paris.  Vergl.  sein  Eloge  durch  Fontenelle  in  M4m.  de  Par.  1722. 

—  Oalüeo  Galilei  (Pisa  1564  —  VUla  Oiojello  bei  Arcetri  1642)  war  von 
1589  bis  1592  Professor  der  Mathematik  zu  Pisa,  von  1593  bis  1609  eu  Padna, 
und  von  1610  an  grossherzoglich  toscanischer  Mathematicus.  Vergl.  für  ihn 
ttieüs  seine  „Opere.  Firenze  1842—1856,  16  Vol.  in  8.",  theils  „Frisl,  Elogio  del 
Galileo.  Livomo  1775  in  8.,  —  Jagemann,  Geschichte  des  Lebens  und  der 
Schriften  des  GalUeo  Galüei.  Weimar  1783  in  8.  (2.  A.  1787),  —  NeUi,  Vita 
e  commercio  letterario  di  Galileo  GalileL  Losanna  1793,  2  Vol.  in  4.,  —  Venturi, 
Memorie  e  lettere  di  Galileo  Galilei,  inedite  finora  o  disperse.  Modena  1818 
bis  1821,  2  Vol.  in  4.,  —  Philardte  Ghasles,  Galileo  Galilei,  sa  vie,  son  procis 
et  ses  contemporains.  Paris  1862  in  8.,  —  etc.''  —  Evangelista  Tonieelll 
(Plancaldoli  1608  —  Floreuz  1647)  war  ein  Bchfiler  von  CastelU  in  Rom,  welcher 
durch  diesen,  1641  dem  erblindeten  Galilei  als  Gehülfe  empfohlen  wurde,  und 
dann  sp&ter  die  Nachfolge  des  Letztem  erhielt.  —  Ferdinand  II.  von  Tos- 
kana (1610—1670)  wurde  durch  GalUei,  welchen  ihm  sein  Vater  Coslne  II. 
(1590—1621)  zum  Lehrer  gegeben  hatte,  für  die  Physik  gewonnen,  arbeitete 
selbst  mit  Erfolg  auf  diesem  Gebiete,  und  gründete  1657  unter  dem  Pr&sidium 
seines  Bruders  Leopold  (1617—1675)  die  Academia  del  Cimento,  welche, 
vergl.  „8aggio  di  naturali  esperienie  fatte  nelP  Academia  del  Glmento  3  Firenze 
1691  in  foL'S  in  kurzer  Zeit  so  Grosses  leistete,  dass  die  Einwilligung  zu  ihrer 
Auflösung  (1667)  ihrem  Präsidenten  einen  Cardinalshut  eingetragen  haben  soll. 

—  Robert  Boyle  (Lismore  in  Irland  1627  —  London  1691)  war  ein  reicher 
Privatmann  und  später  Präsident  der  Royal  Society.  Beine  zahlreichen,  meist 
physikalischen  Schriften  wurden  durch  Thomas  Blreh  (1705—1766;  Secretär 
der  Roy.  Soc),  der  auch  „Life  and  writings  of  Rob.  Boyle;  London  1741  in  8.<< 
herausgab,  in  5  Foliobänden  (London  1744)  gesammelt;  von  Sammlungen  aus- 
gewählter Schriften  mögen  z.  B.  die  „Opera  varia;  Genevie  1680|  2  Vol.  in  4.^' 
citirt  werden.  —  Edme  Marlotte  (Bourgogne  16..  —  Paris  1684)  war  erst 
Prior  von  St  MarÜn-sous-Beaune  bei  Dijon,  dann  Mitglied  der  Pariser- Aca- 
demie. Vergl.  seine  „Oeuvres.  Leyde  1717,  2  Vol.  in  4.  (Nouv.  ^d.,  A  la  Haye 
1740)'^  —  Otto  von  Gneiike  (Magdeburg  1602  —  Hamburg  1686)  war 
Mathematiker  und  Jurist,  stand  längere  Zeit  als  Ingenieur  in  schwedischen 
Diensten,  und  bekleidete  dann  von  1646  bis  1681  das  Amt  eines  Bürgermeisters 
von  Magdeburg.  Vergl.  „Fr.  Dies,  Otto  von  Ghierike  und  sein  Verdienst  Magde- 
burg 1862  in  8.^'  —  Zacharias  «lansen  oder  Johnssohn  lebte  um  1590  als 
Glasschleifer  und  Brillenmacher  in  Middelburg.  —  Johannes  Llppersbey  oder 
Laprey  (Wesel  15..  —  Middelburg  1619)  lebte  ebenfalls  als  Glasschleifer  und 
Brilleiimacher  In  Middelburg.  —  Durch  Michael  MMtlln  oder  MSstlin  (Göp- 
pingen 1550  —  Tübingen  1631;  Professor  der  Mathematik  in  Tübingen),  nach 
vorausgegangenen  philosophischen  und  theologischen  Studien  in  Maulbronn  und 
Tübingen,  in  die  Mathematik  und  Astronomie  eingeführt,  stand  Johannes 
Keppler  (Magstatt  bei  Weil  1571  —  Regensburg  1630)  von  1598  bis  1598 
als  Professor  der  Mathematik  und  Moral  am  Gymnasium  zu  Gratz,  —  ging 
dann  als  Gehülfe  Tycho's  nach  Prag,  wurde  nach  dessen  Tode  1601  kaiserl. 
Mathematikus ,  und  versah  nebenbei  von  1614  bis  1627  eine  Professur  am 
Gymnasium  zu  Linz,  —  lebte  nachher  einige  Zeit  zu  Sagan  bei  Wallenstein, 
auf  den  er  für  rückständige  Besoldung  angewiesen  war,  und  starb  zu  Regens- 
fourg,  wo  er  beim  Reichstage  seine  Ansprüche  geltend  machen  wollte,  —  nicht 
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in  Folge  Hungers,  sondern  in  Folge  der  fOr  ihn  zu  anstrengenden  Reise.  Yergl. 
für  ihn  theils  seine  von  Christian  Frisch  (Stuttgart  1807;  Lehrer  in  Stuttgart) 
herausgegebenen  „Opera  omnla.  Francof.  1868—1869,  8  V^l.  in  8/'  und  die 
von  Michael  Oottlieb  Bantch  (MUggenhahl  bei  Danzig  1688  —  Wien  1762?; 
als  Literat  in  Leipzig,  Dresden,  Wien,  etc.  lebend)  zum  Drucke  besorgten 
„Jo.  Keppleri  aliorumque  epistol»  mutu».  Lipsin  1718  in  fol.^',  —  theils 
„Rfimelin,  Disseri  de  vita  Jo.  Kepler!.  Tubing.  1770  in  4.,  —  Breitschwert, 
Joh.  Keppler's  Leben  und  Wirken.  Stuttgart  1881  in  8.,  —  Johann  Eeppler, 
kaiserlicher  Mathematiker.  Denkschrift  des  historischen  Vereins  der  Oberpfals 
und  von  Regensburg.  Regensburg  1842  in  4.,  —  £.  ReitUnger,  Johannes  Kepler. 
Theil  1.  Stuttgart  1868  in  8.,  —  etc.<<  —  Nicolo  Zucehl  oder  Zucchius  (Parma 
1686  —  Rom  1670),  ein  Jesuit,  war  Hofprediger  von  Papst  Alexander  VIT., 
und  einige  Zeit  Lehrer  der  Mathematik  am  Collegio  Romano  in  Rom.  —  Qeorg 
Hartmann  (Eckoltsheim  bei  Bamberg  1489  —  Nürnberg  1564)  lebte  als 
Mechaniker,  später  als  Vicar  an  der  Sebaldus-Kirche ,  in  Ntimberg.  Yergl. 
seinen  Briefwechsel  mit  dem  Herzog  Albrecht  von  Preussen  (Dove's  Repert 
IL  129).  —  Willebrord  SnelUnt  (Leyden  1691  ~  Leyden  1626)  war  Professor 
der  Mathematik  an  der  Üniversit&t  zu  Leyden.  Yergl.  „Jachesus,  Oratio  in 
Will.  SnellU  obltum.  Lugd.  Bat  1626  in  4."  —  Ole  Römer  (Aarhuus  1644 

—  Kopenhagen  1710)  lebte  von  1671  bis  1681  als  Lehrer  des  Dauphins  und 
Mitglied  der  Academie  in  Paris,  wurde  dann  Professor  der  Mathematik  in 
Kopenhagen,  und  zuletzt  Bürgermeister  daselbst.  Yergl.  die  von  seinem  Schüler 
und  Nachfolger  Peter  Horrebow  (Lögstör  auf  Jütland  1679  —  Kopenhagen 
1764;  Professorder  Mathematik  in  Kopenhagen)  herausgegebene  „Basis  Astro- 
nom!». HafnifB  1736  in  4'^  —  Francesco  Maria  Giimaldl  (Bologna  1618  — 
Bologna  1663)  war  Lehrer  der  Mathematik  am  Jesuitencollegium  zu  Bologna, 
und  hatte  vielen  Antheil  an  den  Arbeiten  ^ccioli's.  —  Erasmus  Barthelintta 
(Roeskilde  1626  —  Kopenhagen  1698)  war  Professor  der  Mathematik  und 
Medizin  zu  Kopenhagen.  —  Für  diese  mittiere  Zeit  sind  ausser  einigen  schon 
genannten  und  den  unter  4  aufgeführten  allgemeinen  Werken,  z.  B.  folgende 
Schriften  zu  berathen:  „Conrad  Gessner  (Zürich  1616  ~  Zürich  1666;  erst 
Professor  der  griechischen  Sprache  in  Lausanne,  später  Stadtarzt  und  Lector 
der  Physik  in  Zürich;  vergl.  Bd.  1  meiner  Biographieen) ,  Bibliotheoa  uni- 
versalis. Tiguri  1646—1649,  2  Yol.  in  fol,  —  Conrad  Datypodina  (Frauen- 
feld  1631?  —  Strassburg  1600;  Professor  der  Mathematik  zu  Strassburg;  vergl. 
Bd.  3  meiner  Biographieen),  Dictionarium  mathematicum.  Argent.  1673  In  8., 

—  Joh.  Gerhard  Vota  (Heidelberg  1677  —  Amsterdam  1649;  Professor  der 
Eloquenz  und  Geschichte  zu  Leyden  und  Amsterdam),  De  universa  matheseos 
natura  et  constitutione  Über,  qui  subjungltur  chronologia  mathematicomm. 
Amstelodaml  1660  In  4.,  —  Geronimo  Vitale  oder  Yitalis  (Capua  16..  —  Rom 
1698;  Theatiner-Mönch) ,  Lexicon  mathematicum  astronomicum  geometrlcum. 
Parisiis  1668  in  8.,  —  Claude-Fran^ois  MiUiet  Deschalea  (Chamb^ry  1621  — 
Turin  1678;  Jesuit,  Professor  der  Hydrographie  und  Mathematik  in  Marseille 
und  Lyon),  Cursns  seu  mundus  mathematicus.  Lugd.  1674,  3  Yol.  in  fol.  (2  ed. 
1690,  4  Yol.),  —  Jacques  Ocanam  (Bouligneux  1640  —  Paris  1717;  Lehrer 
der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris;  Eloge  d.  Fontenelle  in 
Möm.  de  Par.  1717),  Dictionnaire  math^matique.  Paris  1690  in  4.,  —  Bemardino 
Baidl  (Urbino  1663  —  Urbino  1617;  Abt  von  Guastalla),  Cronica  de  mate- 
matici  overo  epltome  dell'  istoria  delle  vite  loro.  Urbino  1707  in  4.,  —  Christian 
Wolf  (Breslau  1679  —  Halle  1764;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  zu 
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Halle;  Eloge  dnroh  Fondiy  in  M6m.  de  Par.  1764),  Mathematisches  Lexikon. 
Leipiig  1716  in  8.  (2.  A.  1782),  —  Chr.  W»lf*  Anfiuigsgründe  aller  mathe- 
matischen Wissenschaften.  Halle  1710,  4  Bde.  in  8.  (Noch  1766 ;  Ausing  daraus 
1717  und  in  10  A.  1772),  —  Chr.  W»If*  Elementa  matheseos  unlversn.  Hai» 
17i3'-1741,  6  VoL  in  4.  (Auch  GenevflB  1748),  —  etc.« 

4«  Die  neuere  Zeit  Sie  wurde  allseitig  durch  Euler  eingeleitet, 
indem  er  niclit  nur  die  mathematischen  Kenntnisse  seiner  Vorgänger 
zu  einem  organischen  Ganzen  tunschmolz  und  weiterführte,  sondern 
auch  die  ersten  Lehrbücher  der  analytischen  Mechanik  und  Dioptrik 
schrieb,  die  von  Hugens  angedeutete  Undulationstheorie  und  die 
Möglichkeit  des  Achromatismus  verfocht,  und  mit  seinem  Freunde 
Dan.  Bemoulli  die  mathematische  Physik  überhaupt  zu  einer  frucht- 
baren Disciplin  erhob.  Auf  der  so  gelegten  Basis  gelang  es  sodann 
den  d'Alembert,  Clairault,  Cramer,  Lagrange,  Laplace,  Legendre, 
Gauss,  Fourier,  Poisson,  Abel,  Cauchy,  Sturm,  Jacobi,  Dirichlet, 
Riemann,  etc.  die  Analysis  zu  ihrer  jetzigen  hohen  Blüthe  zu  bringen, 
während  Monge,  Camot,  Poncelet,  Steiner,  etc.,  die  darstellende  und 
die  sog.  neuere  Geometrie  schufen.  Nicht  weniger  entwickelte  sich 
auch  die  Physik:  Young's  Entdeckung  der  Interferenz  und  die  ver- 
wandten Arbeiten  von  Fresnel  verhalfen  der  Undulationstheorie  zur 
unbedingten  Herrschaft,  —  Lavoisier  schuf  die  neuere  Chemie, 
Lambert  mit  Bouguer  die  Photometrie,  mit  Lesage  aber  die  seither 
durch  Fourier,  Poisson  imd  die:  Mayer,  Joule,  Clausius,  etc.  gelungene 
Einführung  der  sog.  mechanischen  Theorie^  der  Rechnung  zugäng- 
lich gewordene  Wärmelehre,  —  Chladni  entdeckte  die  Elangfiguren, 
Montgolfier  die  Aerostaten,  Malus  die  Polarisation  des  Lichtes,  — 
Wollaston,  Fraunhofer,  Daguerre,  Eirchhoff,  etc.,  bereicherten  und 
verbesserten  die  optischen  Instrumente,  erfanden  die  Lichtbilder  und 
die  Spectralanalyse,  etc.,  —  Watt,  Fulton,  Söguin,  Stephenson,  etc. 
construirten  auf  Grundlage  der  Ideen  Papin's  brauchbare  Dampf- 
maschinen und  Locomotiven,  —  Gauss  bildete  die  Theorie  des  Erd- 
magnetismus aus,  —  Galvani  und  Volta  aber  gaben  durch  ihre 
Entdeckungen  der  schon  von  Gray,  Dufay  und  Franklin  gepflegten 
Electricitätslehre  eine  früher  nicht  geahnte  Bedeutung,  welche,  seit 
Oersted,  Faradey  und  Steinheil  die  Ablenkimg  der  Magnetnadel 
durch  den  galvanischen  Strom,  die  Inductionsströme  und  die  Leitungs- 
fiihigkeit  der  Erde  auffanden,  und  für  Telegraphie,  Chronographie, 
etc.  nutzbar  machten,  noch  mehr  gesteigert  wurde  [XX]. 

Fttr  weitem  historlBchen  Detail  nochmals  auf  die  einzelnen  Abschnitte  ver-  | 

weisend,  mag  Obigem  vorlftnflg  Folgendes  beigefQgt  werden :  Leonhard  Ettler 
(Basel  1707  —  Petersbnrg  1788)  war  vielleicht  der  grösste,  jedenfalls  aber 
der  fruchtbarste  Mathematiker  des  vorigen  Jahrhunderts;  obschon  er  1780  an 
einem,  1760  auch  am  sweiten  Auge  erblindete,  wttrde  eine  Oesammtausgabe 
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seiner  Werke  und  Abhandlungen  etwa  16000  Quartseiten  fUlen,  und  die 
Sammelwerke  „Opuscnla  varii  argumenti,  Berol.  1746—1761,  8  Vol.  in  4.,  — 
OpuBCula  analytica,  Petrop.  1783—1785,  2  Vol.  in  4^  —  Commentationes  arlth- 
metic»,  Petrop.  1849,  2  Vol.  in  4.,  —  Opera  postuma  matliematica  et  physloa 
A.  1844  detecta.  Ed.  P.  H.  et  N.  Fubb.  Petrop.  1862,  2  Vol.  in  4.<<  enthalten 
nur  einen  sehr  kleinen  Theil  der  Letztem.  Euler  stand  von  1727  bis  1741  als 
Academiker  und  Professor  der  Mathematik  in  Petersburg,  folgte  dann  einem 
Rufe  in  entsprechende  Stellung  nach  Berlin,  kelirte  1766  nach  Petersburg 
zurück,  und  starb  dort  mit  Hinterlassung  dreier,  ebenfalls  um  die  mathemati- 
schen Wissenschaften  gani  verdienter  Söhne:  Job.  Albrecht  (Petersburg  1784 

—  Petersburg  1800;  Secret&r  der  Petersburger- Academie),  —  Carl  (Petersburg 
1740  -<  Petersburg  1790 ;  kaiserl.  Leibarzt),  —  Christoph  (Berlin  1743  —  ?1812; 
General  der  Artillerie),  —  so  wie  des  von  ihm  als  Gehülfen  von  Basel  be- 
zogenen, und  dann  durch  Verheirathung  mit  Job.  Albrechts  Tochter  Albertine 
zu  seinem  Enkel  gewordenen  Nikolaus  FuM  (Basel  1766  —  Petersburg  1626; 
Professor  der  Mathematik  und  sp&ter  Becret&r  der  Academie  in  Petersburg). 
Vergl.  ftlr  ihn  und  die  Söhne  „Fuss,  Eloges  de  M.  L6on.  et  Jean  Alb.  Euler 
(Nov.  Act  Petr.  1  u.  16),  —  Condorcet,  Eloge  de  L^on.  Euler  (Mim.  de  Par. 
1788),  —  Fuss,  Lobrede  auf  Euler.  Basel  1786  in  8.'%  sowie  Bd.  4  meiner 
Biographieen;  ferner  die  von  Paul  Heinrich  Fuss  (Petersburg  1797  —  Peters- 
burg 1866;  Sohn  von  Nikolaus,  und  Nachfolger  desselben  als  Secret&r  der 
Academie)  herausgegebene  „Correspondance  math^matique  et  physique  de 
quelques  c^löbres  göom^tres  du  18«  siöde.  Pötersbourg  1843,  2  Vol.  in  8.'*  — 
Jean-le-Rond  d'Aiembert  (Paris  1717  —  Paris  1783),  ein  von  den  Stufen 
der  Kirche  Jean-le-Rond  in  Paris  aufgehobenes,  und  von  der  Frau  eines 
Glasers  Alembert  erzogenes  Findelkind,  schwang  sich  zum  Mitgliede  der  Aca- 
demieen  in  Paris  und  Berlin,  sowie  zum  Secret&r  der  Erstem  und  zum  Pen- 
sionär Friedrichs  des  Grossen  auf.  Seine  Werke,  von  welchen  hier  vorl&ufig 
nur  die  „Opuscules  math^maUques.  Paris  1761—1780,  8  Vol.  in  A.^  zu  nennen 
sind,  haben  die  mathematischen  Wissenschaften  allseitig  ungemein  befördert, 
und  durch  die  mit  Denis  Didärot  (Langres  1718  —  Paris  1784;  Literat  und 
Pension&r  Katharina  H.  von  Russland)  herausgegebene  „Encydop^die  ou  Dic- 
tionnaire  raisonn^  des  sciences,  des  arts  et  des  m^tiers.  Paris  1761 — 1780, 
33  Vol.  in  toV^  ist  er  auch  in  den  weitesten  Kreisen  bekannt  geworden.  Vergl. 
„Condorcet,  Eloge  de  Mr.  d' Alembert  (Mto.  de  Par.  1788),  Paris  1784  in  8.<< 

—  Alexis-Claude  Clalraolt  (Paris  1713  —  Paris  1766)  publicirte  schon  in 
seinem  18.  Jahre  seine  berfihmten  „Recherches  sur  les  courbes  k  double 
courbure.  Paris  1731  in  4.<',  und  wurde  darauf  hin  sofort  Mitglied  der  Pariser- 
Academie.  Vergl.  sein  Eloge  durch  Grandjean  de  Fouchy  in  M^m.  de  Par. 
1766.  —  Gabriel  Chraner  (Genf  1704  —  Bagnols  bei  Nismes  1762)  war 
Professor  der  Mathematik  und  Philosophie  an  der  Academie  zu  Genf.  Vergl. 
ftbr  ihn  Bd.  3  meiner  Biographieen.  —  Joseph-Louis  Laf^range  (Turin  1736 

—  Paris  1813)  war  erst  Professor  der  Mathematik  zu  Turin,  dann  Director 
der  mathematischen  Classe  der  Berliner- Academie,  zuletzt  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Ecole  normale  und  Ecole  polyteohnique  zu  Paris,  sowie  Mitglied 
der  Academie  und  des  Bureau  des  longitudes.  Vergl.  seine  von  August  Leopold 
Chrelle  (Elchwerder  1780  —  Berlin  1866;  Oberbaurath  und  Academiker  in 
Berlin)  herausgegebenen  „Mathematischen  Werke.  Berlin  1823^1824,  3  Vol. 
in  8.<^,  seine  von  Joseph-Alfrede  Serret  (Paris  1819;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Academiker  in  Paris)  besorgten  „Oeuvres.  Vol.  1—2.  Paris  1867 
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in  4.'<;  ferner  j^Virey  et  Potel,  Pr^eis  historique  snr  la  vie  et  la  mort  de  J.  C 
Lagrange.  Paris  1813  in  4.,  — -  Cosaali,  Elogio  de  Qins.  Lnigl  Lagrangia.  Paria 
1813  in  8.**  —  Pierre-Simon  Laplace  (Beanmont^en-Auge  1749  —  Paris 
1827)  war  erst  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Milit&rschule  seiner  Vaterstadt, 
dann  in  Paris  Examinator  beim  k.  Artilleriecorps,  und  sp&ter  Professor  der 
Mathematik  an  der  Ecole  normale,  —  daneben  Mitglied  der  Academie  nnd  des 
Bnrean  des  longitndes,  auch  unter  der  Consularregierung  kurze  Zeit  Minister 
des  Lmem.  Vergl.  seine  „Oeuvres.  Paris  1843—1847,  7  Vol.  in  4.^'  und  sein 
Eloge  durch  Fourier  im  Jahrgang  1829  der  Revue  encyclopödique.  —  Adrien- 
Marie  Legendre  (Paris  1752  —  Paris  1883)  war  Professor  der  Mathematik 
an  der  Milit&rschule  und  Normalschule  in  Paris,  Examinator  an  der  polytech- 
nischen Schule  und  Mitglied  der  Academie.  —  Karl  Friedrich  Gaiiss  (Braun- 
schweig 1777  —  Göttingen  1856)  studirte  in  Braunschweig  und  GOttingen, 
privatisirte  dann  mit  Unterstütsung  seines  Herzogs  Karl  Wilhelm  Ferdinand 
in  Braunschweig,  bis  er  1807  einen  Ruf  als  Professor  der  Mathematik  und 
Director  der  Sternwarte  nach  Göttingen  annahm.  Vergl.  seine  seit  1863  von  der 
Göttinger- Academie  herausgegebenen,  auf  7  Quartb&nde  berechneten  „Werke 
(bis  jetst  Bd.  1,  2,  8,  5  vollendet)",  —  femer  „Sartorius,  Gauss  zum  GedAchtniss. 
Leipzig  1850  in  8.",  —  und  endlich  den  von  Christian  August  Friedrich 
Peters  (Hamburg  1806;  erst  Observator  in  Hamburg  und  Pulkowa,  dann  Prof. 
der  Astronomie  in  Königsberg,  jetzt  Director  der  Sternwarte  in  Altena)  her- 
ausgegebenen „Briefwechsel  zwischen  K.  F.  Gauss  und  H.  C.  Schumacher. 
Altena  1860—1862,  6  Bde.  in  8.<*  —  Jean-Baptiste-Joseph  Fourier  (Auxerre 
1768  —  Paris  1830)  war  Professor  der  Mathematik  an  der  polytechnischen 
Schule  in  Paris,  folgte  Bonaparte  nach  Egypten,  wurde  dann  Pr&fekt  des 
IsÄre-Departements,  und  zuletzt  Secretär  der  Pariser-Academie.  Vergl.  sein 
Eloge  in  Arago  Oeuvres  I.  —  Simöon-Denis  Polsaon  (Pithiviers  1781  —  Paris 
1840)  war  erst  Schüler,  dann  Lehrer  an  der  Ecole  polytechnique ,  überdiess 
Professor  der  Mechanik  an  der  Sorbonne,  Mitglied  der  Academie  und  des 
Bureau  des  longitudes.  Vergl.  sein  Eloge  in  Arago  Oeuvres  II.  —  Niels  Henrik 
Allel  (Findoö  1802  »  Froland  1829)  lebte  von  1825  bis  1827  auf  Kosten  der 
norwegischen  Regierung  im  Auslande,  meist  in  Berlin  und  Paris,  —  vicarisirte 
1828  für  Hansteen  in  Christiania,  und  hatte  eben  einen  Ruf  nach  Berlin  in 
Aussicht,  als  ihn  der  Tod  ereilte.  Vergl.  seine  „Oeuvres  compl^tes,  par  Holm- 
boe.   Christiania  1830,  ^  Vol.  in  4.<<  —  Augustin-Louis  Cauchy  (Paris  1789 

—  Sceaux  1857)  war  erst  Zögling,  dann  Professor  der  Mathematik  an  der 
polytechnischen  Schule  in  Paris,  Mitglied  des  Instituts  und  Ing^nieur-en-chef 
des  ponts-et-chauss^es.  Nach  der  Juli-Revolution  lebte  er  längere  Zeit  als 
Erzieher  des  Herzogs  von  Bordeaux  in  Oesterreich,  kehrte  dann  nach  Paris 
zorfick,  und  lehrte  daselbst  im  Ordenshanse  der  Jesuiten  Mathematik.  Vergl. 
„Valson,  Vie  et  catalogue  des  ouvrages  d'A.  Cauchy.  Paris  1868,  2  Vol.  in  8.<< 

—  Charles-Fran^ols  Stnrm  (Genöve  1803  —  Paris  1855)  ^ar  Professor  der 
Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris.  Vergl.  fQr  ihn  Bd.  4  meiner 
Biographien.  —  Karl  Gustav  Jakob  JacobI  (Potsdam  1804  —  Berlin  1851) 
war  erst  Professor  der  Maüiematik  zu  Königsberg,  und  lebte  dann  später  als 
Mitglied  der  Academie  und  königl.  Pensionär  zu  Berlin.  Vergl.  für  ihn  seine 
„Opuscula  mathematica.  Berolini  1846—1851,  2  Vol.  in  4.<S  ^^^  Dirlchlet's 
Lobrede  in  Berl.  Abhandl.  1852.  —  Peter  Gustav  Lejeune  DIrIchlet  (Düren 
bei  Aachen  1805  —  Göttiogen  1859)  war  folgeweise  Professor  der  Mathematik 
und  Mitglied   der  Academieen   in  Berlin  und   Göttingen,  auch  auswärtiges 
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Mitglied  der  Pariser-Academie.  Yergl.  fttr  ihn  die  1869  in  den  Göttioger- 
Nachrichten  und  Berliner-Monatsberichten  erschienenen  Nekrologe.  —  Georg 
Friedrich  Bernhard  Rlemann  (Brestelens  in  Hannover  1826  —  Intra  am  Lago 
maggiore  1866}  war  Professor  der  Mathematik  in  Göttlngen.   Yergl.  den  in 
den  Göttinger-Nachrichten  erschienenen  Nekrolog.  —  Gaspard  Monge  (Beanne 
1746  —  Paris  1818)  war  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Lyon, 
M^iöres  und  Paris,  —  w&hrend  der  Republik  Marine-Minister  und  Director 
der  Gewehrfabriken,  —  sp&ter  Professor  der  Mathematik  an  der  von  ihm 
mitbegrttndeten  Ecole  polytechnique  und  Mitglied  der  Academie.  Yergl.  für  ihn 
„Dupin,  Essai  historique  sur  les  Services  et  les  travaux  scientifiques  de  G. 
Monge.  Paris  1819  in  8.",  und  Arago  Oeuvres  II.  —  Lasare-Nicolas-MarguMte 
Carnot  (Nolay  en  Bourgogne  1763  —  Magdeburg  1823}  war  erst  Ingenieur- 
Capit&n,  dann  Mitglied  des  Convents  und  Directoriums,  später  Eriegsminister 
und  Academiker,  suletst  durch  die  Bourbonen  verbannt.  YergL  fttr  ihn  „Berieya: 
Carnot,  sa  vie  poliUque  et  priv^e.  Paris  1816  in  12.,  —  Körte,  Leben  Camot*s. 
Leipsig  1820  in  8.,  —  Tissot,   Mtooires  historiques  et  militaires  sur  Gamet. 
Paris  1824  in  8.*^  auch  Arago  Oeuvres  I.  —  Jean-Yictor  Poncelet  (Mets 
1788  —  Paris  1868}  war  Schfller  der  polytechnischen  Schule  in  Paria,  machte 
den  russischen  Feldsng  mit,  stieg  bis  sum  Brigadegeneral,  und  lebte  sp&ter 
als  Professor  der  mechanischen  Physik,  Mitglied  der  Academie  und  Comman- 
dant  der  polytechnischen  Schule  in  Paris.  —  Jakob  Steiner  (Utzistorf  im 
Kanton  Bern  1796  —  Bern  1863},  ein  bei  Pestalossi  vorgebildeter  Bauemknabe, 
schwang  sich  sum  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in 
Berlin  auf.  Yergl.  Berliner-Monatsbericht  1863.  —  Thomas  Yoang  (Mllverton 
1773  —  London  1829}  lebte  als  praktischer  Arst  und  Professor  der  Physik 
in  London,  war  auch  Secretär  der  Royal  Society  und  auswärtiges  Mitglied 
der  Pariser-Academie.  Yergl.  die  von  George  Peaceck  (Thomton  1791  — 
Ely?  1868;  Professor  der  Mathematik  eu  Cambridge}  herausgegebenen  „Mis- 
cellaneous  works  of  the  late  Thom.  Young.  London  1866,  3  YoL  in  8.,  —  Life 
of  Thom.  Young.  London  1866  in  8.",  und  Arago  Oeuvres  I.  —  Augustin-Jean 
Fresnel  (Broglle  im  D^p.  de  PEure  1788  —  Yille-d'Avray  bei  Paris  1827) 
war  Schttler  der  polytechnischen  Schule  in  Paris,  und  stieg  bis  sum  Ing6nieur- 
en-chef  des  ponts-et-chauss^es.  Yergl.  seine  durch  Henri  Hureau  de  S^nar- 
mont  (Brouö  1808;  Professor  der  Mineralogie  und  Mitglied  der  Academie  In 
Paris}  auf  Staatskosten  herausgegebenen  „Oeuvres  compUtes.  Paris  1866 — 1868, 
2  Yol.  in  4.^',  und  Arago  Oeuvres  I.  —  Antolne-Laurent  LaTelsler  (Paria 
1743  •—  Paris  1794}  war  Mitglied  der  Pariser-Academie,   daneben  einer  der 
Generalp&chter  der  Steuern,   sp&ter  Yerwalter  der  k.  Pulverfabriken,  auletat 
ein  Opfer  der  Sohreckensreglerung.  Yergl.  für  ihn  seine  „Oeuvres.  Tom.  1—4. 
Paris  1862—1868  in  4.<S  und  „Kir^evsky,  Histoire  des  l^lateurs  chimistes: 
Lavoisier-Bertholet-Humphry  Davy.  Francfort  1846  in  8.'*  —  Joh.  Heinrich 
Lambert  (Mühlhausen  1728  —  Berlin  1777}  arbeitete  sich  vom  Schneider- 
lehrjungen sum  Academiker  imd  Oberbaurath  in  Berlin  empor.  Yergl.  seine 
„Beiträge  zur  Mathematik  und  deren  Anwendung.  Berlin  1766<-1772,  8  Yol. 
in  8.",  —  seinen  von  Johannes  III.  Bernealll  herausgegebenen  „Deutschen 
gelehrten  Briefwechsel.  Berlin  1782—1784,  6  Bde.  in  8.",  —  femer  „Formey, 
Eloge  de  Lambert  (Möm.  deBerl.  1778},  —  Dan.  Huber:  J.  H.  Lambert  nach 
seinem  Leben  und  Wirken.  Basel  1829  in  8.^*,  sowie  Bd.  8  meiner  Biographien. 
—  Pierre  Beuguer  (Croisic  1698  ~  Paris  1768}  war  Professor  der  Hydro- 
graphie und  Mitglied  der  Academie  in  Paris.  Yergl.  sein  Eloge  durch  Grandji 
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de  Fonohy  in  Mte.  de  Par.  1768.  —  George-LouiB  Leaage  (Gen^ve  1724  — 
Genöve  1803)  lebte  als  Privatgelehrter  in  Genf.  Vergl.  für  ihn  ,^eyo8t,  George- 
Louis  Lesage  de  Gen^ye.  Gen^ve  1806  in  8>^  und  Bd.  4  meiner  Biographieen. 
—  Julius  Robert  Mayer  (Heilbronn  1814)  machte  früher  als  Schiffsanst  eine 
Reiae  nach  Java,  und  lebt  jetzt  als  Stadtarst  in  Heilbronn.  —  James  Prescott 
Jonle  (Manchester  1818)  lebt  als  Brauer  in  8alford  bei  Manchester.  —  Rudolf 
Julius  Emmanuel  Clanslna  (Cöslin  in  Pommern  1822)  war  Professor  der 
Physik  in  Zürich,  und  ist  es  jetzt  in  Würzburg.  —  Ernst  Florens  Friedrich 
Chladnl  (Wittenberg  1766  —  Breslau  1827)  war  fast  best&ndig  auf  Reisen, 
aus  dem  Ertrage  seiner  Werke  und  akustischen  Vorlesungen  lebend.  Vergl. 
für  ihn  seine,  eine  Autobiographie  enthaltende  „Akustik.  Leipzig  1802  in  4.^^, 
und  „W.  Bernhardt,  Chladni  der  Akustiker.  Wittenberg  1866  in  S.^.  —  Joseph- 
Michel  Montgalller  (Vidalon-les-Annonay  1740  —  Balaruc  1810)  war,  wie 
sein,  an  allen  seinen  Arbeiten  theilnehmender  Bruder  Jacques-Etienne  (1746 
bis  1799)  Papierfabrikant  zu  Annonay,  und  lebte  dann  sp&ter  als  Administrator 
des  Conservatoire   des   arts-et-mötiers  und  Mitglied  des  Instituts  zu  Paris. 
Vergl.  sein  Eloge  durch  Delambre  in  Mto.  de  Plnst  IX.  —  Etienne-Louis 
Hains  (Paris  1776  —  Paris  1812)  war  Schüler  der  polytechnischen  Schule, 
machte  als  Genieoffizier  den  Feldzug  nach  Egypten  mit,  wurde  später  Exami- 
nator der  polytechnischen  Schule  und  auch  Mitglied  des  Instituts.  Vergl.  Arago 
Oeuvres  HI.  —  William  Hyde  WoUastan  (East-Dereham  in  Norfolkshire 
1766  —  London  1828)  lebte  in  London,  erst  als  praktischer  Arzt,  dann  als 
Privatmann  aus  dem  reichen  Ertrage  seiner  Erfindung  der  Schmiedbarmachung 
des  Platins;  er  war  auch  Mitglied  der  Roy.  Society  und  der  Astron.  Society. 
VergL  für  ihn  Bd.  4  der  MeuL  of  the  Astron.  Soc  —  Joseph  Franahofer 
(Straubing  1787  —  München  1826)  schwang  sich  vom  Glaserlehrling  zu  einem 
der  berühmtesten  Optiker  und  zum  Chef  des  optischen  Instituts  in  München 
auf.  Vergl.  für  ihn  „TJtzschneider,  Lebensgeschichte  J.  v.  Fraunhofers.  München 
1826  in  8.,  —  JoUy,  Das  Leben  Fraunhofers.  München  1866  in  8.".  —  Louis- 
Jacques-Mandö  Daguerre  (Cormeilles  im  D^p.  Seine-et-Oise  1787  —  Bry- 
Bur-Mame  1861)  lebte  als  Decorationsmaler  in  Paris,  und  erstellte  auch  ein 
erstes  Diorama.  —  Gustav  Robert  Kirchhoff  (Königsberg  1824)  war  früher 
Professor  der  Physik  zu  Breslau,  und  ist  es  jetzt  zu  Heidelberg.  —  James 
Watt  (Greenock  in  Schottland  1736  —  Heathfleld  bei  Birmingham  1819)  war 
erst  TJniversit&ts-Instrumentenmacher  in  Glasgow,  —  dann  Civilingenleur  zu 
Boho  bei  Birmingham,  —  auch  ausw&rtiges  Mitglied  der  Pariser-Academie. 
Vergl.  fOr  ihn  „Muirhead,  The  origin  and  progress  of  the  mechanical  inven- 
tions  of  James  Watt  London  1864,  8  Vol.  in  8 ,  —  Muirhead,  Correspondance 
of  James  Watt  on  his  discovery  of  the  composition  of  water.  London  1866 
in  8.,  —  Williamson,  Memorials  of  the   Uneage,  early  lifo,  education  and 
development  of  the  genlus  of  James  Watt  London  1866  in  4.,  —  Muirhead, 
The  life  of  James  Watt  London  1868  in  8.^,  —  auch  Arago  Oeuvres  I.  — 
Robert  Faltan  (Little  Britain  in  Pennsylvanien  1766  —  New- York  1816)  war 
erst  Goldschmied,  dann  Maler,  zuletzt  Mechaniker.  Vergl.  „Golden,  Life  of 
Rob.  Fulton  comprising  some  account  of  the  invention,  progress  and  etabUsh- 
ment  of  Steam-Boots.  New-York  1817  in  8.,  —  Montg^ry,  Notice  sur  la  vie 
et  lea  travauz  de  Rob.  Fulton.  Paris  1826  in  8."  —  Mark  S^^ln  ain6 
(Montbard  C6te  d'or  1704?),  ein  Neife  von  Montgolfier,  lebt  als  Ingenieur 
in  Montbard  und  ist  Correspondent  der  mechanischen  Section  der  Pariser- 
Academie.  —  George  Stephenson  (Wylam  1781  —  Tapton-House  bei  Chester- 
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fleld  1848)  schwang  sich  vom  Dampfinasdünenheizer  zu  einem  der  berühmtesten 
Givil-Ingenieure  auf.  Vergl.  „Smiles,  Life  of  George  Stephenson.  London  1867 
in  8.^  —  Denis  Papin  (Blois  1647  —  Marburg  1714?)  war  erst  Gehfllfe  von 
Hugens  in  Paris  und  von  Boyle  in  London,  und  stand  sodann  längere  Zeit  als 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Marburg.  Vergl.  „Bannistre:  Papin, 
sa  vie  et  ses  öorits.  Blois  1847  in  8.<<  —  Luigi  Galvani  (Bologna  1737  bis 
Bologna  1798)  war  Professor  der  Medizin  und  Anatomie  in  Bologna.  YergL 
seine  „Opere  edite  ed  inedite.  Bologna  1841  in  4.  (Aggiunta  1842)^%  sowie 
„Alibert,  Eloges  de  8pallanzani,  de  Galvani,  de  Roussel  et  de  Bichat  Paris 
1806  in  8.<<  —  Alessandro  Volta  (Como  1745  —  Como  1827)  war  Professor 
der  Physik  in  Como  und  Pavia,  später  Direotor  der  philosophischen  Facultät 
zu  Padua.  Seine  meisten  Schriften  finden  sich  in  der  von  Y.  Antinorl  be- 
sorgten „Collezione  dell'  opere  del  Caval.  A.  Volta.  Firenze  1816,  3  Vol.  in  8.<< 
Vergl.  „Gio.  Zuccala,  Elogio  storico  di  Aless.  Volta.  Bergamo  1827  in  8.,  — 
A.  Seebeck,  Gedächtnissrede  auf  A.  Volta.  Dresden  1846  in  8."  —  Stephen 
dray  (16..  —  London  1736)  lebte  in  London  und  war  Mitglied  der  Roy. 
Society.  ~-  Charles-Frangois  Dnfay  (Paris  1698  —  Paris  1739)  war  Gapitän 
und  Mitglied  der  Pariser* Academie.  Vergl.  sein  Eloge  in  Möm.  de  Par.  1739. 

—  Benjamin  Franklin  (Govemors-Island  bei  Boston  1706  —  Philadelphia 
1790)  war  successive  Buchdrucker,  General-Postmeister  der  englisch-amerikani- 
schen Colonieen,  Vertreter  seines  nach  Unabhängigkeit  ringenden  Vaterlandes 
in  Paris,  Mitunterzeichner  der  Friedenspräliminarien,  und  Präsident  des  Gon- 
gresses  von  Pennsylvanien.  Vergl.  seine  durch  Jared  Sparltt  herausgegebenen 
„Works.  Boston  1840,  10  Vol.  in  8.^^  ^^^  ^o^  seinem  Enkel  William  Temple 
Franklin  publicirten  „Memoire  of  the  live  and  writings  of  Benjamin  Franklin. 
London  1817—1818,  3  Vol.  in  4.",  und  „Laboulaye,  Gorrespondance  de  Beqj. 
Franklin.  Paris  1866,  2  Vol.  in  8."  —  Hans  Christian  Oersted  (RudlgObing 
auf  Langeland  1777  —  Kopenhagen  1861)  war  Pharmaceut,  dann  Professor 
der  Physik  zu  Kopenhagen,  auch  Secretär  der  k.  dänischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  und  auswärtiges  Mitglied  der  Pariser-Aoademie.  Vergl.  sein 
Leben  von  Hauch  und  Forchhammer  (Deutsch  von  Sebold,  Spandau  1863).  — 
Michael  Faradey  (Kewington  bei  London  1791  —  London  1867)  schwang 
sich  vom  Buchbinderlehrling  zum  Professor  der  Chemie  an  der  Royal  Institution 
in  London  und  zum  auswärtigen  Mitgliede  der  Pariser-Academie  auf.  Vergl. 
„De  la  Rive,  Notice  sur  Michel  Faradey,  sa  vie  et  ses  travaux  (Bibl.  univ. 
1867  X) ,  Genöve  1867  in  8.<<  —  Karl  August  StelnheU  (RappoltaweUer  im 
ElsasB  1801)  war  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Mflnchen,  und  ist 
jetzt  königl.  Ministerialrath  und  Conservator  der  mathematisch-physikalischen 
Sammlungen.  —  Von  theils  im  Allgemeinen,  theils  speciell  für  diese  neuste 
Zeit  zu  berathenden  Schriften  und  Sammelwerken  mögen  noch  folgende  Er- 
wähnung finden:  „Job.  Christoph  Heilbrunner  (Ulm  1706  —  Leipzig  1747; 
Privatlehrer  der  Mathematik  In  Leipzig),  Versuch  einer  G^chichte  der  Mathe- 
matik. Frankfurt  1739  in  8.,  —  J.  Chr.  Heilbronner»  Historia  matheseos 
universsB  a  mundo  condito  ad  ssBculum  post  Chr.  nat  XVI.  Lipsin  1742  in  4., 

—  Alexandre  Saverlen  (Arles  1720  —  Paris  1805;  Marine -Ingenieur  in 
Marseille  und  später  Literat  in  Paris) ,  Dicüonnaire  universel  de  matbdmaü- 
ques  et  de  physique.  Paris  1762,  2  Vol.  in  4.,  —  Jean-Etienne  Montud« 
(Lyon  1725  —  Versailles  1799;  Mitglied  der  Pariser-Academie),  Histoire  des 
mathömatiques.  Paris  1758,  2  Vol.  in  4.  (2  «d.  par  Lalande  1799—1802,  4  VoL)» 

—  Abraham  Gotthelf  Kil«lner  (Leipzig  1719  —  Göttingen  1800;  Professor 
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der  Mathematik  und  Physik  in  Leipiig  und  GOttingen ;  Elogiom  durch  Heyne 
in  Comm.  €h)ttiiig.  16),  Mathematische  Anfangsgrunde.  GOttingen  1766—1791, 

10  Bde«  in  8.,  —  A.  SaT^rlen»  Histoire  des  progrte  de  Pesprit  hnmain  dans 
les  Bciences  exactes.  Paris  1766  in  8.,  —  Job.  Ephraim  Schelbel  (Breslau 
1736  —  Breslau  1809;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  su  Breslau), 
Einleitung  sur  mathematischen  Bücherkenntniss.  Breslau  1769 — 1798,  19  Btdcke 
in  8.,  —  Fran^ois  Roller  (Lyon  1734  —  Lyon  1798;  erstDirector  der  königl. 
Veterin&rschule,  dann  Pfarrer  eu  Lyon),  Journal  de  physlque.  Paris  1773—1823, 
96  Vol.  in  4.  (Später  von  La  M^therie,  Blainville,  etc.  besorgt),  —  Job.  Samuel 
Traogott  Ckhler  (Görlits  1761  —  Leipsig  1796;  Doaent  und  Rathsherr  in 
Leipsig),  Physikalisches  Wörterbucb.  Leipzig  1 786—1 796,  6  Bde.  in  8.  (Neue  Be- 
arbeitung von  Brandes,  Gmelln,  Homer,  Littrov7,  Muncke  und  Pfaff  1826—1846, 

11  Bde.),  —  Antoine-Fran^ois  de  ¥^ureny  (Paris  1766  —  Paris  1809;  Pro- 
fessor der  Gbemie  und  Academiker  in  Paris ;  vergl.  Guvier  Eloges  I),  Annales 
de  cbimie  et  de  pbysiqne.  Paris  1789—1868,  263  Vol.  in  8.  (Später  von  Arago, 
Gay-Lussac,  etc.  besorgt),  —  Friedrich  Albert  Karl  Gren  (Bemburg  1760  — 
Halle  1798;  Professor  der  Chemie  und  Medisin  eu  Halle),  Journal  der  Physik. 
Halle  1790—1797,  12  Th.  in  a,  —  Karl  Friedrich  Hlndenbiurg  (Dresden 
1741  —  Leipsig  1808;  Professor  der  Pbilosophie  und  Physik  su  Leipzig), 
Archiv  der  Mathematik.  Leipsig  1796—1800,  11  Hefte  in  8.,  —  Journal  de 
r^cole  polytecbnique.  Paris  1796—1867,  42  Hefte  in  4.,  —  Charles  Hatten 
(New-(^tie  1737  —  London  1823;  Professor  der  Mathematik  eu  Woolwich; 
vergL  seine  Tracts  of  many  interesting  parts  of  mathematical  and  phüosophical 
Sciences,  London  1812,  8  Vol.  in  8),  Mathematical  and  philosopbicai  Dictionary. 
London  1796,  2  Vol.  in  4.  (2.  ed.  1816),  —  A.  G.  Käotnert  Geschichte  der 
Mathematik  seit  der  Wiederherstellung  der  Wissenschaften.  Göttingen  1796 
bis  1800,  4  Bde.  in  8.,  —  Friedrich  Wilhelm  August  Miurhard  (Cassel  1779 

—  Cassel  1863;  wurde  nach  grossen  Reisen  in  den  Orient  Bibliothekar  in 
Cassel),  Bibliotheca  mathematica.  Leipsig  1797—1806,  6  Bde.  in  a,  —  Job. 
Karl  FiMher  (Altstadt  1760  —  Greifs walde  1833;  Professor  der  Physik  und 
Mathematik  xu  Dortmund  und  Greifswalde),  Physikalisches  Wörterbuch. 
G6ttingen  1798—1806,  7  Bde.  in  &  (3  Suppl.  1828—1827),  —  Ludwig  WUhelm 
Cillbert  (Berlin  1769  —  Leipzig  1824;  Professor  der  Physik  eu  Halle  und 
Leipaig),  Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Halle  1799  —  Leipzig  1868,  210 
Bde.  in  8.  (Seit  1824  durch  Poggendorf  redigirt),  —  J.  K.  FIschert  Geschichte 
der  Physik  seit  Wiederherstellung  der  Künste  und  Wissenschaften.  Göttingen 
1801—1808,  8  Bde.  In  8.,  —  Jeremias  David  ReuM  (Rendsburg  1760  — 
Göttingen  1837;  Bibliothekar  in  Göttingen),  Repertorium  Commentationum  a 
Societatibns  literarüs  editarum.  Gottingn  1801—1821,  16  Vol.  in  4.,  —  Ch. 
B^smt*  Essai  sur  l'histoire  g^örale  des  mathtoatiques.  Paris  1802,  2  Vol. 
in  8.  (2  6d.  1810;  deutsch  von  Reimer,  Hamburg  1804;  ital.  von  G.  Fontana, 
Milano  1802;  engl,  von  BonnycasÜe,  London  1803),  —  Georg  Simon  Klügel 
(Hamburg  1739  —  Halle  1812;  Professor  der  Mathematik  eu  Helmstädt  und 
Halle),  Mathematisches  Wörterbuch.  Leipsig  1803—1831,  6  Bde.  in  8.  (Beendigt 
durch  Mollweide  und  Grunert;  Supplement  von  Grunert  1833—1836,  2  Bde.; 
Supplement  für  angewandte  Mathematik  von  Jahn  1866,  2  Bde.),  —  Joseph- 
Dias  Gcrg^iuie  (Nancy  1771  —  Montpellier  1869 ;  Professor  der  Mathematik 
in  Montpellier),  Annales  des  Mathteatiques.  Paris  1810—1830,  20  Vol.  in  4., 

—  Job.  Wolfgang  Mfiller  (Nürnberg  1766  —  ?;  Lehrer  der  Mathematik  und 
des  Franiösischen  zu  Nürnberg),  Mathematische  Bibliothek,  Nürnberg  1820  in  8. 

2* 
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(Als  Fortsetznng:  Repertorium  der  mathematischen  Literatur,  Angsbnrg  1832 
bis  1825,  8  Bde.  in  8.),  —  Jean-Guillaume  Clarnler  (Wasigny  en  Picardie 
1766  —  Ixelles  bei  Brüssel  1840;  Professor  der  Mathematik  zu  Colmar,  St-Cyr 
und  Gent)  et  Lambert- Adolphe-Jacques  ^uetelet  (Gent  1796 ;  erst  Professor 
der  Mathematik  in  Gent,  dann  Professor  der  Astronomie  und  Director  der 
Sternwarte  zu  Brttssel,  sowie  Secretär  der  dortigen  Academie),  Correspondance 
mathtoatique  et  physique.  BruxeUes  1826—1839,  11  Vol.  in  8.,  —  Andreas 
von  Baumgartner  (Friedberg  in  Böhmen  1793;  erst  Professor  der  Physik 
zu  Ollmlltz  und  Wien,  sp&ter  Minister  und  Präsident  der  Academie)  und 
Andreas  von  Ettliigahauseii  (Heidelberg  1796;  Professor  der  Mathematik 
und  Physik  zu  Wien),  Zeitschrift  fQr  Physik  und  Mathematik.  Wien  1826  bis 
1832,  10  Bde.  in  8.,  ~  A.  L.  Grelle»  Journal  fllr  reine  und  angewandte 
Mathematik.  Berlin  1826—1868,  69  Bde.  in  4.  (Fortgesetzt  von  Borchardt,  etc.), 

—  Jgnaz  Wiogg  (Röthenbach  in  WOrtemberg  1796;  Professor  der  Mathematik 
zu  Ehingen),  Handbuch  der  mathematischen  Literatur  L  Tübingen  1830  in  8., 

—  Bir  David  Brewster  (Sedburgh  in  Schottland  1781  —  Edinburgh  1868; 
erst  Pharmaceut,  später  Professor  der  Physik  zu  St-Andrews),  Philosophtcal 
Magazine.  London  1832—1868,  73  Vol.  in  8.,  —  Wilhelm  fingelmann* 
Bibliotheca  mechanica-technologica.  Leipzig  1834--1889,  2  Bde.  in  8.  (2.  A. 
1844—1860),  —  Alexandre-Victor  de  Mantferrier  (Paris  1792),  Dicüonnaire 
des  Sciences  math^matiques  pures  et  appliqu^s.  Paris  1834—1840,  3  Vol.  in  4. 
(2  ^d.  1845),  —  Joseph  Liou¥llle  (St.-Omer  1809;  Professor  der  Mathematik 
und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Journal  de  math^matiques  pures  et 
appliqu^s.  Paris  1836—1868,  33  Vol.  in  4.,  —  WiUiam  Wbewell  (Lancaster 
1794  —  Cambridge  1866;  Dr.  Theol.,  Professor  der  Mineralogie  und  Theologie, 
sowie  Vicekanzler  der  Universität  Cambridge ;  vergL  Vol.  16  der  Proceed.  of 
the  Roy.  Soc),  History  of  the  inductive  soiences.  London  1837—1838,  8  Vol. 
in  8.  (3  4d.  1847;  deutsch  von  Littrow,  Stuttgart  1840—1841),  —  Heinrich 
Wilhelm  Dove  (Llegnitz  1803;  Professor  der  Physik  und  Academiker  in 
Berlin)  und  Ludwig  Ferdinand  Maser  (Berlin  1805 ;  Professor  der  Physik  in 
Königsberg),  Repertorium  der  Physik.  Berlin  1887-1846,  7  Bde.  in  8.,  — 
Robert  LesUe  EUU  (Bath  1817?  —  Cambridge  1859;  Fellow  des  Trinity- 
College  in  Cambridge)  and  W.  Thompson»  Cambridge  (später  Cambridge 
and  Dublin,  —  zuletzt  Oxford,  Cambridge  and  Dublin),  Matbematical  Journal. 
Cambridge  1837—1863,  15  Vol.  in  8.,  —  Job.  August  Grunert  (Halle  1707; 
Professor  der  Mathematik  zu  Torgau,  Brandenburg  und  Greifswalde),  Lehr- 
buch der  Mathematik  und  Physik.  Leipzig  1841—1850,  5  Bde.  in  8.,  —  J.  A. 
drunert»  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Greifswalde  1841—1868,  48 
Bde.  in  8.,  —  Olry  Terquem  (Metz  1782  —  Paris  1862;  erst  Professor  der 
Mathematik  zu  Mainz,  später  Bibliothekar  in  Paris)  et  Chrono*  Nouvelles 
Annales  de  mathämatiques.  Paris  1842—1868,  27  Vol.  in  8.  (Seit  1851  mit 
einem  Bulletin  de  bibliographie,  d'histoire  et  de  biographie  math^matique  ver- 
bunden), —  Carlo  AI atteued  (Forli  1811  —  Pisa  1868 ;  Professor  der  Physik 
in  Bologna,  Ravenna  und  Pisa)  e  Plrla»  Nuovo  Cimento.  Pisa  1844—1868, 
27  Vol.  in  8.,  —  Gustav  Karsten  (Berlin  1820;  Professor  der  Physik  zu 
Kiel),  Die  Fortschritte  der  Physik  in  den  Jahren  1845—1865.  Berlin  1847  bis 
1867,  21  Bde.  in  8.  (Seit  1853  von  Beetz,  Erdnig,  etc.  fortgesetzt),  —  Ernst 
Zneholdt  Bibliotheca  historico-naturalis ,  physico-chemica  et  mathematlca. 
GottingBB  1851—1868,  18  Vol.  in  8.  (Fortgesetzt  von  Guthe),  —  A.  Gabba» 
Mathematica  pura  ed  applicata.  Pavia  1851^1852,  8  Vol.  in  8,  —  Fran^ois- 
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Napoleon-Marie  Moli^o  ((hidmen^  1804;  erst  Lehrer  der  ICathematik  Im 
Ordenshauee  der  Jesuiten  su  Paris,  seither  Literat),  Cosmos.  Revue  encyclo- 
p^que  des  Sciences.  Paris  1862—1868,  82  Vol.  in  8.  (Seit  1868  von  Meunler, 
eic  redigirt),  —  Ludwig  Adolph  Sohncke  (Königsberg  1807  —  Halle  1868 ; 
Professor  der  Mathematik  su  Halle),  Bibliotheca  mathematica.  Lipsin  1864  in 
8.,  —  Ernst  Ludwig  Schubarth  (Merseburg  1797 ;  Professor  und  Regiemngs- 
rath  an  Berlin),  Repertorium  der  technischen  Literatur  von  1823  bis  1864. 
Berlin  1864-1866  in  8.,  —  Oscar  Sehlimilch  (Weimar  1823 ;  Professor  der 
Mathematik  in  Jena  und  Dresden),  Zeitschrift  fOr  Mathematik  und  Physik. 
Leipsig  1866—1868,  13  Bde.  in  8.,  —  Bamaba  TortoUni  (Rom  1808;  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Physik  zu  Rom),  Annali  di  mathematica  pura  ed 
applicata.  Roma  1868—1866,  7  YoL  in  4.  (Seit  1867  geben  Brioschi  nnd  Gremona 
SU  Mailand  eine  2.  Serie  heraus),  —  Joh.  Christian  Poggendorf  (Hamburg 
1796 ;  Professor  der  Physik  und  Mitglied  der  Academie  in  Berlin),  Biographisch- 
literarisches  Handwörterbuch  cur  Geschichte  der  ezacten  Wissenschalten. 
Leipsig  1868,  2  Bde.  in  8.,  —  F.  N.  Bl  Molg^o*  Les  Mondes.  Revue  heb- 
domadaire  des  sciences.  Paris  1863—1868,  18  Vol.  In  8.,  —  Louis  Pasteur- 
(D61e  1822 ;  erst  Pr^aratenr,  jetit  Directenr  des  ^tndes  an  der  £cole  normale 
supMeure  an  Paris),  Annales  scientlfiqnes  de  l'öcole  normale  supMenre.  Paris 
1864^1868,  6  Vol.  in  4.,  —  A.  J.  poetelet»  Histoire  des  sciences  math6- 
maüqnes  et  physiques  chea  les  Beiges.  Bnixelles  1864—1866,  2  VoL  in  8.,  — 
Philipp  C^l»  Repertorium  fOr  physikalische  Technik.  MUnchen  1866—1868, 
4  Bde.  in  8.,  —  Hippolyte  Sonn«!  (1800;  Repetitor  der  Mechanik  an  der 
£cole  centrale  des  aris-et-manufactures  in  Paris),  Dictionnaire  des  mathte»- 
tiques  appliqn^s.  Paris  1867  in  8.,  —  Balthasar  Boncompa^nl  (Rom  1821; 
Privalgelehrter),  Bulletino  di  blbliografla  e  di  storia  deUe  scienze  matematiche 
e  ilsiohe.  Roma  1868  in  4.,  —  etc^ 

II.  Die  aritlimetiselien  OperationeiL 

S»  T6rb6grUr6.  Kann  man  sicli  von  zwei  gleichartigen  Qrössen 
die  eine  dnrch  Wiederholung  der  andern  entstanden  denken,  bo  heisst 
die  erstere  Vielheit  oder  Ganzes^  je  nachdem  man  sich  die  letztere 
als  Einheit  oder  Thell  denkt  Hat  man,  um  die  Eine  zweier  Qrössen 
zu  bilden,  eine  Einheit  oder  einen  Theil  gleich  oft,  öfter  oder  weniger 
oft  zu  wiederholen  als  zur  Bildung  der  Andern,  so  heisst  die  erstere 
vergleichungsweise  gleich  (=),  grÜMer  (r:>)  oder  kleiner  (<r:). 
Begleitet  man  die  Operation  des  Wiederholens  mit  Nennen  einer 
bestimmten  Folge  von  Namen,  so  heisst  diese  combinirte  Operation 
nihlen»  und  der  letzte  Name:  Zahl^  wenn  man  sich  eine  Einheit, 
—  KShler^  wenn  man  sich  einen  Theil,  —  IVenner^  wenn  man 
sich  einen  Theil  bis  zum  Entstehen  des  Ganzen  wiederholt  denkt« 
Zähler  und  Nenner  zusammen  bilden  einen  Braeh^  und  zwar  einen 
Schient  onSehten  oder  Sehelnbraeh^  je  nachdem  der  Zähler 
kleiner  als  der  Nenner,  grösser  als  der  Nenner,  oder  ein  Vielfaches 
des  Nffluiers  ist   Als  Zahlzeichen  bedient  man  sich  bald  eigener 
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Zeichen,  sog.  Ziffern^  bald  der  gewöhnliclien  Buchstaben,  je  nach- 
dem man  eine  bestimmte  oder  irgend  eine  Zahl  notiren  will. 

Das  Gleichheitszeichen  scheint  sich  anerst  im  zweiten  Theile  des  von 
Robert  Recorde  (Wales  16..  —  London  1658;  erst  Lehrer  der  Mathematik 
in  Oxford,  dann  Arzt  in  London)  herausgegebenen,  und  vielfach  (noch  1623) 
aufgelegten  Werkes  nThe  ground  of  arts,  teaching  the  perfect  work  and 
practice  of  arithmeticke.  London  1549—1567,  2  Vol.  in  4.^  an  finden;  die 
Ungleichheitszeichen  sollen  dagegen  zuerst  bei  Harriot  (vergl.  3)  vorkommen. 

—  Zur  Bezeichnung  bestimmter  Zahlen  werden  jetzt  ausschliesslich  (vergl.  13) 
Ziffern  gebraucht,  während  die  von  den  GMechen  und  andern  alten  Völkern 
ebenso  verwendeten  Buchstaben  jetzt  nur  noch,  nach  dem  Vorgange  von 
Vteta  (vergl.  3),  Anwendung  finden,  wenn  man  irgend  eine  Zahl  durch  ein 
Zeichen  darstellen  will.  So  bezeichnen  7,  6,  9,...  immer  genau  dieselben 
Anzahlen  von  Einheiten,  während  z.  B.  b,  o,  x,...  in  verschiedenen  Rech- 
nungen ganz  verschiedene  Werthe  haben  können;  nur  werden  gewöhnlich  die 
ersten  Buchstaben  des  Alphabets  zur  Bezeichnung  von  Bekannten  oder  Gon- 
stanten,  die  Letztem  zur  Bezeichnung  von  unbekannten  oder  Variabein  an- 
gewandt —  Die  Griechen  unterschieden  Arithmetik  (t^i^^^unj,  Zahlen- 
lehre) und  Logistik  (Ao^njTunj,  praktische  Rechenkunst),  während  wir  jetzt 
imter  Arithmetik  Beides  verstehen.  Vieta  setzte  sodann  der  als  An  nlnor 
betrachteten  gemeinen  Arithmetik  oder  Arlthmetlc«  namerosa  (durch  die 
eben  besprochene  Einführung  der  Buchstaben  als  allgemeine  Zahlzeichen)  als 
Ar«  mi^or  die  sog.  Buchstabenrechnung  oder  Arlthmetlca  qpecloa«  (auch 
universalis)  gegenüber ;  später  wurde  für  Letztere  häufig  der  ursprünglich  nur 
auf  die  Umgestaltung  der  Gleichungen  bezügliche  Name  Algebm  (Al-jebr) 
gebraucht,  wohl  auch  Arlthmetlc«  analytlea  oder  Anaiyala.  —  Für  reine 
Mathematik  überhaupt,  und  speciell  für  Arithmetik,  können  neben  den  schon 
genannten  und  namentlich  noch  in  45  zu  erwähnenden,  z.  B.  folgende  Schrillen 
verglichen  werden:  „Rainer  CkmiDa-iPrlalna  (Dockum  in  Friesland  1608  bis 
Löwen  1656 ;  Professor  der  Medizin  zu  Löwen),  Arithmeticn  practica  methodus 
facilis.  Antwerpen  1540  in  4.  (Auch  Viteb,  1648),  —  Adam  Riese  (Staffelstein 
bei  Bamberg  1489?  —  Annaberg  1569;  Rechenmeister  zu  Annaberg),  Reche- 
nung  nach  der  Lenge,  auf  der  Linihen  und  Feder,  dazu  forteil  und  behendigkeit 
durch  die  Proportioncs,  Practica  genennt  St  Annenberg  1550  in  8.  (Auch 
später,  z.  B.  1596),  —  Pierre  de  la  Ramte  oder  Ramna  (Guth  bei  Soissons 
1515  —  Paris  1572 ;  Professor  der  Philosophie  In  Paris,  in  der  Bartholomäus- 
nacht als  Hugenott  ermordet),  Scholarum  mathematicarum  libri  XXXI.  Basi- 
len  1569  in  4.,  —  Ludolph  van  Golen  oder  Ceulen  (Hildesheim  1539  — 
Leyden  1610 ;  Professor  der  Mathematik  und  Kriegsbaukunst  in  Leyden;  vergL 
Notice  sur  Ludolphe  van  Colon,  par  G.  A.  Vorsterman  van  O^en  in  Bon- 
compagni's  BuUetino,  Maggie  1868),  De  arithmetische  en  geometrische  fonda- 
menten.  Leyden  1595  (Auch  1615;  lat  durch  WilL  Snellius,  Lugd.  Bat  1616 
in  4.,  auch  Amstel.  1617),  —  William  Onghtred  (Eaton  1574  — •  Albury 
1660;  Pfarrer  In  Albury  in  Burrey),  Aritfametictt  in  namens  et  speciebns  in- 
stitntio,  qun  tum  logistic»,  tum  analyticn,  atque  totius  mathematictt  clavia 
est  Londini  1631  in  8.  (Die :  Londini  1648,  Ozonin  1652,  etc.  unter  dem  Titel 
Glavis  mathematica  erschienenen  Werke  sind  wahrscheinlich  neue  Ausgaben), 

—  Caspar  Sehott  (Eönigshofen  bei  Würzburg  1608  ^  Würzburg  1666;  Jesuit^ 
Professor  der  Mathematik  zu  Palermo  und  Wüizbnrg),  Cunraa  mathematicoB. 
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Herblpoli  1661  in  fol.  (Auoli  Frankfurt  1674,  Bamberg  1677),  —  John  Walllü» 
Treatiae  of  Algebra  both  historical  and  praotical.  London  1685  in  foL,  —  Jaoq. 
^saiuuiit  Conrs  de  mathtoatiquea.  Paria  1698,  7  Vol.  in  8.,  —  Jacq.  Oaaiuiiii» 
Recr^tiona  mathömatiqneB.  Paris  1694,  2  Vol.  in  8.  (Nouv.  6dii  1724,  4  Vol.; 
femer  1786,  —  umgearbeitet  dnrch  Montacla  1778,  —  engl,  durch  Ch.  Hntton, 
London  1808),  —  Leonh.  Eolert  Einleitung  anr  Rechenkunat.  Petersburg 
1788—1740,  9  Bde.  in  8.,  —  Thomas  Simpson  (Market^Boaworth  1710  ^ 
Market-Boaworth  1761;  erst  Weber  und  Schulmeister  ül  Derby,  auletat  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Militarschule  au  Woolwich),  A  Treatise  of 
Algebra.  London  1745  in  8.,  —  Wenaeslaus  Johann  Gustav  Karsten  (Neu- 
Brandenburg  1782  —  Halle  1787 ;  erat  Professor  der  Logik  au  Rostock,  dann 
der  Mathematik  und  Physik  au  Halle;  Orossoheim  des  in  4  ErwUmten),  Ma- 
theaia  theoretica  elementaris  atque  sublimior.  Rostochii  1760  in  8.,  —  Etienne 
Beaont  (Nemour  1780  —  Gatinois  1788;  Examinator  und  Academiker  in 
Paris;  vergl.  Eloge  in  M4m.  de  Par.  1788),  Cours  de  math4matiques.  Paria 
1770,  4  Vol.  in  8.  (2  ^  1800),  ~  Leonh.  Buler«  VoUstftndige  Anleitung  aur 
Algebra.  Petersburg  1771,  2  Bde.  in  8.  (hoU&nd.,  Amsterdam  1773;  frana.  mit 
Anmerkungen  von  Lagrange,  Lyon  1794;  engl,  durch  Francis  Homer,  London 
1828),  —  Georg  von  Vega  (Sagoritsa  1756  —  Wien  1802;  ArtUlerieoberat 
und  Profeasor  der  Mathematik  in  Wien),  Vorlesungen  über  die  Mathematik. 
Wien  1782—1800,  4  Bde.  in  8.  (SpUere  Aufl.  von  W.  Mataka),  —  Job.  Georg 
Frlniel  (München  1759  —  München  1816;  Professor  der  Mathematik  und 
Physik  SU  München),  Algebra  nebst  ihrer  litterftrischen  Geschichte.  München 
1795  in  8.,  —  Bylvestre-Fran^ois  Lacrolx  (Paris  1765  —  Paris  1848;  Profeasor 
der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Elteents  d'algöbre. 
Paria  1799  in  8.  (17  4d.  1842),  —  Bimon-Antoine-Jean  Lhoiller  (Genf  1750 

—  Genf  1840;  erst  Informator  au  Warachau,  dann  Privatgelehrter  au  Tübingen, 
znletat  Professor  der  Mathematik  au  Genf;  vergl.  Bd.  1  meiner  Biographieen), 
Anl^tnng  aur  Elementar-Algebra.  Tübingen  1799—1801,  2  Bde.  in  8.,  —  Bern* 
hard  Friedrich  Thlbant  (Harburg  1775  —  Göttingen  1882;  Professor  der 
Mathematik  in  GOttingen),  Gnindrisa  der  reinen  Mathematik.  GOttingen  1801 
in  8.  (5.  A.  1881),  —  Bim.  Lhoiller»  Eltoens  raisonn^s  d'algöbre.  Genöve 
1804,  2  VoL  in  8.,  —  Meyer  Hiraeh  (Friesack  in  Mittelmark  1765  —  Berlin 
1851;  Privatlehrer  der  Mathematik  in  Berlin),  Sammlung  von  Aufgaben  aua  der 
Buchstabenrechnung.  Berlin  1804  in  8.  (8.  A.  1853),  —  Louis-BenJamln  Frau« 
emur  (Paris  1778  —  Paris  1849;  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der 
Academie  in  Paris),  Cours  complet  de  math4matiques  pures.  Paria  1809,  2  VoL 
In  8.  (4  4d.  1837;  deutach  von  Külp,  Bern  1842—1846),  —  A.  L.  CJauehy« 
Goura  d'analyse,  Paris  1821  in  8.,  —  Louis-Etienne  LefAure  de  Fourcy 
(Paria  1785;  Profeaaor  der  Mathematik  in  Paris),  Le^ons  d*alg^bre.  Paria  1826 
in  8.  (5  6ä.  1844),  —  Joseph  Johann  von  Llttrow  (Bischof-Teinita  in  Böh- 
men 1781  —  Wien  1840 ;  erst  Professor  der  Astronomie  au  Krakau  und  Kasan, 
dann  Go-Director  der  Sternwarte  au  Ofen,  auletat  Profeaaor  der  Aatronomie 
und  Director  der  Sternwarte  au  Wien;  vergl.  aeine,  von  aeinem  Bohne  und 
Nachfolger  Blarl  Ludwig,  geboren  au  Eaaan  1811,  herauagegebenen  und  mit 
einer  Biographie  veraehenen:  Vermischten  Schriften,  Stuttgart  1846,  8  Bde.  in 
a),  Elemente  der  Algebra  und  Geometrie.  Wien  1827  in  8.,  —  A.  v.  Etttni^a« 
hanaen»  Vorlesungen  über  die  höhere  Mathematik.  Wien  1827,  2  Bde.  in  8., 

—  Ferdinand  Budolf  Haaaler  (Aarau  1770  —  Boaton  1843;  Profeaaor  der 
Malhematik  an  Weat-Point  und  Superintendent  der  amerikaniachen  Küaten- 
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vermessnog ;  vergl.  Bd.  2  meiner  Biographieen),  Elements  of  Arithmetio  theore- 
tlcal  and  practical.  New- York  1827  in  8.  (Stereot;  deutsch  Aarau  1834),  — 
Mathias  llfayer-Dalmbert  (1786 — 1848;  Chef  einer  Vorbereitungaschale  anf 
die  £cole  polytechnique)  et  Choqaet»  Trait^  dl^mentaire  d'alg^bre.  Paris 
1832  in  8.  (5  4d.  1848),  —  J.  J.  y.  LlttroWt  Anleitung  zur  hohem  Mathe- 
matik. Wien  1836  in  8.,  —  Eduard  Heia  (Cöln  1806;  Professor  der  Mathe- 
matik, Physik  und  Astronomie  in  Cöln,  Aachen  und  Mflnster),  Sammlung  von 
Beispielen  und  Aufgaben  ans  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.  Köln 
1837  in  8.  (20.  A.  1868),  ~  J.  J.  v.  Uttrow*  Kurze  Anleitung  zur  gesammten 
Mathematik.  Wien  1838  in  12.,  —  Johann  Heinrich  Traugott  Miiller  (Sorau 
in  der  Niederlausitz  1797 ;  erst  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  zu  Naum- 
burg, dann  Director  der  Realgymnasien  zu  Gotha  und  Wiesbaden),  Lehrbuch 
der  Mathematik.  HaUe  1838—1844,  2  Bde.  in  8.,  —  Fr.  X.  P«llak*  Professor 
der  Mathematik  und  Naturgeschichte  zu  Diliogen:  Sammlung  mathematischer 
Angaben.  Augsburg  1840—1847,  3  Bde.  in  8.,  —  Joh.  Karl  Toblsch  (Meseritz 
in  Böhmen  1793  —  Breslau  1856;  Professor  der  Mathematik  zu  Breslau), 
Beiträge  zur  Yergleichung  der  Algebra  im  16.  Jahrhundert  mit  der  in  unsem 
Tagen.  Breslau  1846  in  4.,  —  August  Christian  Wilhelm  Hermann  Seheiner 
(Braunschweig  1820  ;  früher  braunschw.  Banconducteur,  jetzt  Baurath),  Ueber 
das  Verhältniss  der  Arithmetik  zur  Geometrie,  insbesondere  über  die  geo- 
metrische Bedeutung  der  imagin&ren  Zahlen.  Braunschweig  1846  in  8.',  — 
F.  E.  Feller  und  Carl  Gustav  Odermanil*  Director  der  Handelslehraastalt 
zu  Leipzig:  Das  Ganze  der  kaufmännischen  Arithmetik.  Leipzig  1861  In  8. 
(10.  A.  1866),  —  David  Gllfiioriit  Lehrer  der  Biathematik  zu  Braunschweig: 
Sammlung  derjenigen  elementar  mathematischen  Aufgaben,  welche  anf  den 
preussischen  Gymnasien  in  den  letzten  Jahren  als  Maturitätsaufgaben  den 
Abiturienten  gestellt  sind.  Braunschweig  1862  in  8«,  —  H.  B.  Ltibseiit  Lehr- 
buch der  Analysis.  Leipzig  1853  in  8.  (4.  A.  1868),  —  M.  Cantor»  Elementar- 
Arithmetik.  Heidelberg  1855  in  8.,  —  Johannes  Orelll  (Mettmenstetten  1822 ; 
Professor  der  Mathematik  am  Schweizerischen  Polytechnikum),  Algebra.  Zürich 
1856  in  8.,  —  Charl.  StoriDt  Cours  d'analyse.  Paris  1857—1859,  2  Vol.  in  8. 
(8  ^d.  1868),  —  Jacques  Bablnet  (Lusignan  1794;  Professor  der  Physik  und 
Mitglied  der  Academie  zu  Paris)  et  Honsel»  Calculs  pratiques  appliqu6s  aux 
Bciences  d'observation.  Paris  1857  in  8.,  —  Richard  Balteer»  Professor  der 
Mathematik  zu  Dresden:  Die  Elemente  der  Mathematik.  Leipzig  1860—1862, 
2  Bde.  in  8.  (2.  A.  1865—1867;  ital.  durch  Cremona,  Genua  1868),  —  Moritz 
Stern  (Frankfürt  1807;  Professor  der  Mathematik  zu  Götüngen),  Lehrbuch 
der  algebraischen  Analysis.  Leipzig  1860  in  8.,  —  J.  L.  A.  Ijecoiiite»  Solu- 
tions d^veloppöes  de  300  probl^mes  proposös  pour  l'admission  au  grade  de 
Bachelier.  Paris  1865  in  8.,  —  etc." 

6«  Addition  und  Snbtractioil.  Eine  ZaU,  welche  entsteht,  indem 
man  zu  einer  Zahl  so  Einheiten  zählt,  wie  die  Einheit  gezählt 
werden  mnsste,  um  eine  andere  Zahl  zu  bilden,  heisst  Samme 
dieser  Zahlen,  ihrer  Sammanden  (Posten)  oder  Glieder 9  —  die 
Operation  des  Summirens  Addition«  Wenn  man  dagegen  Einheiten 
abzählt  (rückwärts  zählt),  so  nennt  man  die  Operation  SabtraetlOüf 
ihr  Resultat  Dlffereiiz  (Rest),  —  die  Zahl,  von  der  man  abzählt, 
nUnaend,  —  diejenige,  welche  man  abzählt,  Sabtrahend«  —  Sind 
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zwei  Operationen,  wie  Addition  und  Sabtraction,  so  beschaffen,  dass 
es  gleichgültig  ist,  ob  man  beide  von  ihnen  in  gleichem  Maasse, 
oder  keine  von  ihnen  vornimmt,  so  heissen  sie  Im  Gegeiisatze 
stehend,  und  es  kann  dieser  Gegensatz  auch  auf  die  Grössen  über- 
getragen werden,  mit  denen  sie  vorzunehmen  sind:  So  gehen  aus 
additiven  und  subtractiven  Zahlen  die  poslllren  und  neffatlren 
Zahlen  oder  die  Zahlen  mit  Vorzeichen  hervor,  und  Summe  und 
Differenz  vereinigen  sich  zur  Summe  mit  Rücksicht  auf  das  Vor- 
zeichen oder  zur  sog.  algebrateehen  Snmme.  Für  Addition 
und  positive  Zahl  hat  man  das  gemeinschaftliche  Zeichen  (+),  für 
Sabtraction  und  negative  Zahl  ( — )  gewählt,  und  es  erklärt  sich 
hieraus  leicht  die  Bedeutung  von  a  +  b  =  c,  oder  c  —  a  =  b,  — 
von  a-4-(b  —  c)  —  (d  —  e)  =  aH-b  —  c  —  d-f-e,  —  etc. 

Ans  den  Einheiten  von  8  =  1  -j- 1 4*  ^  ^^^S^  durch  succesBives 

Zns&hlen  zu  5 6      7      8s54-3 

AbzUüen  von  6 4      8      2=:5  —  8 

Da  femer         6  +  8  =a  l  +  l+l  +  l  +  l  +  1  +  1  +  1 

5  8 

=  l+l±}  +  i±i+i±i±i  =  8  +  6 

3  5 

nnd  entsprechend  immer 

a  +  bssab  +  a 

80  ist  die  GMsse  einer  Summe  von  der  Anordnung  der  Summanden  unab- 
hängig. —  Nach  Cantor  und  Baltser  wurden  in  Italien  und  Frankreich  nach 
dem  Vorgange  von  Paeloll  (vergl.  2)  Addition  und  Snbtraction  früher  durch 
p  (pin  oder  plus)  und  m  (meno  oder  minus)  angedeutet,  —  in  Deutschland 
dagegen  (wofür  sich  Letzterer  auf  „M.  W.  Drobisch,  De  Widmanni  compendio 
arithmetica  mercatorum  A.  1489  edito.  Lipsi»  1840^  beruft)  spätestens  nach 
der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  (also  etwa  eu  derselben  Zeit,  wo  sie  nach  Libri 
auch  in  den  Schriften  von  Leonardo  da  Vinci  erscheinen  soUen),  und  jedenfalls 
aUerspätestens  durch  Radolff  mit  den  Zeichen  +  und  — ,  die  vielleicht  aber 
nur  Deformationen  jener  Buchstaben  p  und  m  sein  möchten.  Wie  langsam  sich 
jedoch  der  Gebrauch  dieser  Zeichen  verbreitete,  geht  e.  B.  daraus  hervor,  dass 
noch  Rudolf  von  draffeniied  (Burgdorf  1684  —  Dalmaüen  1648;  Landvogt  in 
Unterseen;  vergl.  Bd.  1  meiner  Biographieen)  in  seiner  „Arithmetica  logistica.  Bern 
1619  in  4^  als  Subtractionsseichen  nicht  — ,  sondern  -4-  brauchte,  auch  das 
Gleichheitsseichen  noch  nicht  kannte.  —  Das  Einschliessen  von  mehrtheillgen 
Grossen  (sog.  Binomen,  Trinomen  oder  Polynomen)  in  Klammem,  um  dadurch 
anzuzeigen,  dass  man  sie  wenigstens  momentan  als  eintheilige  betrachten  solle, 
wurde  nach  Cantor  zuerst  von  Albert  Cvlrard  (15..— 1688,  ein  als  Stevin's 
Sehfller  betrachteter  flam&ndischer  Mathematiker)  in  der  Schrift  „Invention  nou- 
velle  dans  l'algöbre  tant  pour  la  Solution  des  ^quations  qne  pour  recoignoistre 
le  nombre  des  Solutions  qu'elles  re^oivent  avec  plusieurs  choses  qui  sont 
ndcessaires  k  la  perfection  de  cette  divine  science.  Amsterdam  1629^^  practidri 

t.  InltiplicatiOB  und  Division.  Eine  Zahl,  welche  entsteht,  indem 
man  eine  Zahl,  den  sog.  Maltlplleand,  bo  als  Summand  setzt,  wie 
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eine  andere  Zahl,  der  SEiiItlplIeator^  ans  der  Einheit  entstanden  ist, 
nennt  man  Prodaet  dieser  beiden  Zahlen  oder  Faetoren^  —  die 
Operation  IIEaltlplIeatlon^  nnd  ihren  Gegensatz  Division,  —  den 
Gegensatz  eines  Factors  Divisor  oder  Reelprokei  die  Operations- 
zeichen sind  (X  oder .)  und  (:  oder  auch  ein  sog.  Brachstrich),  so  dass 

c  .  1 

aXh  =  a.b  =  c  und  c : a  =  —  ==  b  sich  entsprechen,  und  — . a  =  1 

a  o) 

ist.  Die  Zahl,  welche  zählt,  wie  oft  man  einen  Divisor  von  einer 
Zahl,  dem  Dividend,  abzählen  kann,  heisst  Quotient,  —  ein  all- 
fälliger Ueberschuss  der  Division  Rest,  so  dass,  wenn  a .  b  +  c  =  d 

und  c  <=::  b,  a  der  Quotient  und  <^  =  1  "ir  I  ^^^  I^^  ^^^  Division 

von  d  durch  b  ist  Bezeichnet  man  unendlich  klein  und  gross  mit  0 
und  oo,  so  ist  1 : 0  =  oo  und  1 :  oo  s=  0,  dagegen  0 : 0  unbestimmt, 
wenn  auch  (62)  zuweilen  bestimmbar.  Ein  Product  aus  zwei  (a.a=sa^, 
drei  (a.a.a  =  a'),  etc.  gleichen  Factoren  heisst  Quadrat,  Cubos, 
etc.  Lässt  ein  Divisor  keinen  Rest,  so  heisst  er  Theller,  —  eine 
Zahl,  welche  keinen  Theiler  hat,  Prlmauilil,  während  zwei  Zahlen, 
die  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  besitzen,  Primzahlen  anter 

sieh,  —  zwei  Zahlen  a  und  ß  aber,  für  welche  I  —  1  =  1  -i- 1,  eon- 

graent  In  Bt^lehong  auf  den  Modaliis  y  {a^ß(y)  nach  Gauss) 
genannt  werden.  —  Haben  die  Factoren  Vorzeichen,  so  hat  das 
Product  mit  dem  Multiplicand  gleiches  oder  verschiedenes  Zeichen, 
je  nachdem  der  Multiplicator  positiv  (durch  Wiederholung  der  Ein- 
heit entstanden)  oder  negativ  (durch  Wiederholung  des  Gegensatzes 
der  Einheit  entstanden)  ist,  d.  h.:  Gleiche  Zeichen  geben  ein  posi- 
tives, ungleiche  ein  negatives  Product. 

Nach  der  gegebenen  Definition  des  Productes  folgt  i.  B.  ans 
6  =  l-J-l-f l-f l-fl    sofort    7x6  =  7-f 7  +  7  +  7  +  7  =  86 
Da  femer 

39._9.9^9_9sd    oder    39  — 9x4  =  3    oder    39  =  9x4  +  3 
so  gibt  die  Division  von  39  durch  9  den  Quotienten  4  und  Iftsat  den  Rest  8; 
es  ist  somit  ^ 

und 


—  =  4  +  -  =  4% 
Analog  findet  man 

^  =  2  +  i.  =  2%        und 

also  ist  auch  39  =  21  (9).  ~  In  dem  Schema 

a  a  a  a 
a  a  a  a 
a       a       a       a 


a 


a 


b 
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ist  jede  Horisontelreihe  axb,  also,  da  c  solcher  Horisontalreflien  sind,  das 
Game  (axb)xc;  anderseits  aber  ist  jede  VerticalreUie  axc,  also,  da  b 
solcher  Verticalreihen  sind,  das  Oanae  auch  (axc)xb,  also  mnss 

(a><Jb)Xc  =  (aXc)Xb  nndfQrasl  bXcsscXb 

sein.  Letstere  Oleichheit  sagt  ans,  dass  MnltipUcator  nnd  Mnltiplioand  yer- 
^vechselt  werden  dürfen,  —  nnd  da  in  obigem  Schema  die  Grösse  a  oifenbar 
b X e  mal  erscheint,  also  der  Werth  des  Gänsen  anch  ax(bxo)ss(bXc) 
Xa  ist,  so  besteht  überdiess  anch  die  Doppelgleichheit 

(axb)Xc=3(aXc)Xb  =  (bXo)xa 
welche  anssagt,  dass  ein  Product  aus  drei  Factoren  erhalten  werde,  wenn 
fnan  das  Product  irgend  zweier  derselben  mit  dem  dritten  multiplioire,  —  etc. 
—  Da  ±b=s±l±l±lHh...±l,  so  ist  bei  MultipUcation  mit  -fb  die 
au  multiplicirende  Grösse  selbst,  bei  MultipUcation  mit  —  b  al>er  ihr  Gegen- 
satB  au  wiederholen,  also  ist 

t!ia)x(+b)r=±a±a±...±a=±c  oder  (4.)x(+)=+j  (-)X(+)=- 
(±a)x(-b)=4:a4:aqr...-|-ft=Tc  (+)X(— )  =  -,  {-)x(-)=+ 

oder  es  besteht  die  erwUinte  ZelchenregeL  —  Das  MultipUcationsseichen  (x) 
kömmt  ausnahmsweise  schon  bei  Radolff  vor  (vergl.  18),  aber  in  regel- 
mässigen Gebrauch  scheint  es  erst  imi  1631  durch  Onf^htred  (vergl.  6)  ge- 
kommen au  sein.  Die  Zeichen  (.  und  :)  wurden  nach  Baltser  In  ihrer  jetzigen 
Bedeutung  kaum  vor  Lelbnlta  üblich,  w&hrend  dagegen  der  Bruchstrich 
muthmasslich  gleichseitig  mit  den  indischen  Zahlzeichen  elngeltihrt  wurde,  und 
jedenfalls  schon  bei  Ftbonaeel  (vergl.  2)  vorkömmt  In  der  von  Joh.  Heinrich 
Bahn  (Zürich  1622  —  Zürich  1676;  Landvogt  in  Kyburg,  Zeugherr  und 
Beckelmeister  von  Zürich;  vergl.  Bd.  4  meiner  Biographieen)  bearbeiteten 
„Teutschen  Algebra.  Zürich  1659  in  4.  (Engl,  durch  Th.  Branker,  London  1668 
in  4)"  erscheinen  für  Mnltipliciren  und  Dividiren  noch  die  Reichen  (•)(-  nnd  -r-). 
In  diesem  überhaupt  merkwürdigen  Werke  (für  dessen,  früher  falsch  dar- 
gestellte, Geschichte  ich  auf  erw&hnten  Bd.  4  verweise)  findet  sich  auch  die 
erste  etwas  ausgedehnte,  n&mlich  eine  bis  24000  gehende  (in  der  engl.  A.  bis 
100000  fortgesetzte)  Factorentafel.  Jetzt  besitzt  man  allerdings  durch  Joh.  Karl 
BnreUiardt  (Leipzig  1773  —  Paris  1826 ;  Nachfolger  von  Lalande  in  Direction 
der  Sternwarte  auf  der  £cole  militaire  und  Mitglied  der  Academie  In  Paris) 
„Tables  des  diviseurs  pour  tous  les  nombres  du  1,  2,  8  Million.  Paris  1814 
bis  1817  in  4.^;  femer  von  Joh.  Martin  Zacharias  Oase  (Hamburg  1824  — 
Hamburg  1861;  Schnellrechner)  „Factoren-Tafeln  fDr  alle  Zahlen  der  7,  8,  9 
Mülion.  Hamburg  1862—1865  in  4^,  —  und  die  Factoren  der  4,  5,  6  Million 
finden  sich  wenigstens,  vrie  Gauss  im  Vorwort  zu  Dase  mittheilt,  in  einem  von 
CJrelle  der  Berliner-Academle  zur  Aufbewahrung  übergebenen  Manuscripte. 

S»  TencUedene  betreffende  Regeln.  Eine  Summe  wird  mnltipli- 

cirt,  indem  man  jedes  Glied  multiplicirt;  so  z.  B.  ist 

(a-|-b)X(a  — b)  =  a2  — b«       (a  +  b)«  =  a2  +  2ab-f  b»       1 

a*  -4-  b  =  (a  -}-  x)^  wenn  angenähert  x  =  -^       % 

Werden  zwei  Factoren  nnd  ihr  Product,  oder  Dividend  und  Divisor, 
nacb  derselben  Regel  (z.  B.  lexicographisch)  geordnet,  so  ist  das 
erste  Qlied  des  Productes  oder  Quotienten  gleich  dem  Producte  oder 
Quotienten  der  ersten  Glieder  der  Factoren  oder  des  Dividends  und 
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Divisor's.  —  Ein  Prodnct  wird  mnltiplicirt,  indem  man  Einen  Factor 
multiplicirt.  Ein  Bruch  (Quotient)  bleibt  unverändert,  wenn  man 
Zähler  und  Nenner  mit  derselben  Zahl  multiplicirt  oder  erweitert^ 
—  wird  dagegen  multiplicirt,  indem  man  den  Zähler  multiplicirt 
oder  den  Nenner  dividirt.  —  Die  kleinste  Zahl,  in  welcher  sämmt- 
liehe  Nenner  mehrerer  Brüche  als  Factoren  enthalten  sind,  nennt 
man  kleinsten  Kemelnsehaftllehen  Nenner* 

Hat  man  nach  der  im  Texte  gegebenen,  für  sich  klaren  Regel  das  erste 

Glied  des  Qnotienten  gefanden,  so  zieht  man  sein  Prodnct  mit  dem  Divisor 

von  dem  Dividend  ab,  sucht  aus  dem  Reste  in  gleicher  Weise  das  aweite 

Glied  des  Quotienten,  etc.   So  findet  man  i.  B.  dass 

7aab  —  (%abb  —  4bb  —  IBaaa)  +  Sab  _  82a»  +  14a*b  +  16ab  —  ab»  +  8b» 

8aa  +  4b  —  y^ah  ""  16a«  —  ab  +  8b 

ssSa  +  b 
Entsprechend  findet  man 

a  +  b  a    '    a*       a*    '  '  ^       '      a»    '  ^       '        a^  (a  +  b) 

wo  dem  (n  -\- 1}**«»  Gliede  des  Quotienten  inr  nothwendigen  Ergftnaung  ein  aus 
Rest  und  Divisor  gebildeter  Bruch  beigefügt  wurde;  hätten  wir  diess  ver- 
gessen, so  VTflrden  wir  daraus  fBr  asEslssb 

Y  =  l— 1  +  1-  1  +  1  — 1  +  ....  =  0  +  0  +  0  +  .... 

und  dadurch  mit  Guido  drandl  (Cremona  1671  —  Pisa  1742;  Professor  der 
Mathematik  eu  Pisa)  eine  Schein-Erklftrung  dafllr  gefunden  haben,  wie  Gott 
die  Welt  aus  Nichts  erschafPen  konnte.  —  Da  femer 

a         ..«*_L_*_L        I*      a  +  a+...+a a.c 

so  wird  ein  Bruch  multiplicirt,  indem  man  den  Zfthler  multiplicirt,  —  ein 
Product  dividirt,  indem  man  Einen  Factor  dividirt  —  Aus 

assb.q        folgen       ac  =  bcq        a:c=t(b:o)q 
Es  sind  somit  als  Werthe  von  q 

a        ao       a:c 

b        bc       b :  c 

oder  es  wird  der  Werth  eines  Bruches  nicht  verändert,  wenn  man  Zähler  und 

Nenner  mit  derselben  Zahl  multiplicirt  (erweitert)  oder  dividirt  (abkürzt).  — 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  a:bd  eine  Zahl,  welche  d  mal  gesetit  a:b 

ergibt,  also  ist 

a       c         a    .     a     ,  ,     a  ac 

¥ ^T '^bT'^'bd'T"" •••"+■  "bd  ""bd 

oder  es  wird  ein  Bruch  mit  einem  Bruche  multiplicirt,  indem  man  Zähler  mit 

Zähler  und  Nenner  mit  Nenner  multiplicirt  Hieraus  folgt  hinwieder 

c_     _d^      _cd_       cd 

d^T'^lT'^'cd""' 
d.  h.  es  stehen  c:d  und  d:c  als  Factoren  im  Gegensatse,  oder  es  entspricht 
dem  Factor  c:d  der  Divisor  oder  die  Reciproke  d:c  und  umgekehrt  Es  ist 
daher 

*     ^  — .  *        d       ad 

T'T^'IT^T'^  bo 
oder  es  wird  ein  Bruch  durch  einen  Bruch  dividirt,  indem  man  ihn  mit  dem 
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umgestflnsten  Bruche  (d.  1l  seinen  Z&hler  mit  dem  Nenner  nnd  seinen  Nenner 
mit  dem  Zähler)  moltiplicirt.  —  Um  zn  einer  Reihe  von  Brüchen,  s.  B.  8u 

Jl        A       J.        i^        JL       A 

6  4  12  9  10  8 

wir  wollen  annehmen  behuffs  ihrer  Addition,  den  kleinsten  gemeinachafUichen 
Nenner  g  za  finden,  zerlegt  man  ihre  Nenner  n  in  die  Primfactoren  p,  nimmt 
von  dem  ersten  alle,  von  jedem  folgenden  nnr  die  neuen  Factoren,  and  multi- 
plicirt  sie,  —  wie  diess  beifolgendes  Schema  zeigt: 


z 

n 

P 

e 

z' 

1 

6 

t.M 

60 

60 

3 

4 

2  .• 

90 

270 

5 

12 

2.2.3 

80 

150 

4 

9 

3  .S 

40 

160 

7 

10 

2  .B 

36 

252 

3 

8 

2  .  2  .• 

45 

135 

gc=s2«.3*.5=s  860  : 

1027 

2 

807 

Erweitert  man  sodann  jeden  Bruch  mit  dem  Producte  e  der  seinem  Nenner 
fehlenden  Factoren,  und  addirt  die  so  erhaltenen  neuen  Z&hler  z',  so  erh&lt 
man  als  Summe  aller  Brfiche 

360   ""        '"* 
Da  nach  dem  Vorhergehenden 

a       a  —  c      a  (b  —  e)      (a  —  c)  b      e  (b  —  a) 
"b       b— c**b(b  — c)~(b  — c)b^b(b  — c) 
so  wird  ein  Bruch,  wenn  man  seinen  Zfthler  und  Nenner  um  gleich  viel  ver- 
mindert, selbst  kleiner  oder  grösser,  je  nachdem  er  &cht  oder  unächt  ist  —  Da 

m  _,    n  m*  -|-  P* ^""p  -K°^  —  n)* ^  ,  (m  —  n)* 

n    '    m  "^     mn     "^  mn  ""      •"      mn 

so  ist  die  Summe  einer  Zahl  und  ihrer  Reciproken  immer  grösser  als  Zwei.  — 
Soll  man  eine  Zahl  suchen,  deren  Quadrat  mit  einer  gegebenen  Zahl  überein- 
stimmt, d.  h.  eine  sog.  Q,aadratwarsel  ausziehen,  so  l&sst  sich  nach  2  (unter 
Voraussetzung  vorläufiger  Kenntniss  der  in  12  eingeführten  Decimalbrüche) 
eine  dafür  gemachte  Annahme  leicht  nach  und  nach  verbessern.  Ist  z.  B. 


a«  +  b 


17 
16 


so  hat  man  für 


a 


4 


1 
0,81 

0,19 
0,1644 

0,0256 
0,024729 


folglich  z    ab    :2a    ssO,l      und  a'    s=  4,1 


X'  =b'  :2a'  =0,02 
x"=rb"  :2a"  =  0,003 


a"  =  4,12 


a 


m. 


4,123 


b 

2ax  +  x«      .    . 

b' 

2a'x'  +  x«      . 

b" 

2a"x"+x"«  .       

b"'      ....         0,000871        etc. 

Ist  eine  (Grösse,  wie  z.  B.  diese  Quadratwurzel  von  17,-  weder  durch  die 
Einheit  noch  durch  ihre  Unterabtheilungen  genau  ausdrflckbar,  so  heiset  sie 
incommensiurabel  (hrrational,  surdisch);  da  sie  aber  immer  mit  jeder  be- 
liebigen Annäherung  durch  eine  commensurable  Zahl  ersetzt  werden  kann,  so 
darf  man  von  der  besondem  Behandlung  incommensurabler  Grössen  ganz  gut 
Umgang  nehmen.  —  Ist 


30  —  I>io  ttttlimetiBelieii  OperatioiieiL  — > 

m=3a.lOO-|-f  nsss/?.100  +  f  a|f=s^.lOO-fe 

80  hftt  mim  offenbmr 

amr=(aa  +  a)100-f-e  an=s(fl^-|-a)  100-|-e 

d.  h.  die  Gleich Yielfaehea  zweier  Decimalsahlen  (vergL  12),  deren  zwei  leiste 
Stellen  flbereinetimmen ,  summen  in  diesen  beiden  Stellen  ebenflidls  noch  mit 
einander  fiberein,  —  oder  nach  der  Ansdmcks weise  in  7:  Wenn 

m  =  n  (100)  so  ist  auch  am  =an  (100)  4 

Diese  Eigenschaft  hat  C^relle  bei  Anlage  seiner  ,,Bechentafeln,  welche  alles 
Mnltipllciren  und  Dividiren  mit  Zahlen  unter  Tausend  gans  ersparen,  bei 
grossem  Zahlen  aber  die  Rechnung  erleichtern  vnd  sicherer  machen.  Berlin 
1890,  2  Vol.  in  8.  (2.  Stereotypansgabe  von  Bremiker  1864  in  foL)<^,  welche 
namentlich  in  FUlen,  wo  ganxe  Zahlenreihen  mit  derselben  Zahl  sn  mnlti- 
pUciren  sind,  eine  ausserordentliche  Zeiterspanüss  gewähren ,  —  in  sehr  ge* 
schickter  Weise  benutst  —  Wenn  femer 

a=sm/-f~'  /^^Df-|-'  *=Py  +  »  «=3qy-|-s 

so  hat  man  offenbar  auch 

«  +  ^=Ä(m-f-p)y-^-r-|-s  o.^=s(mp}r-|-ms-|-pr);'-|-rs 

/?-j-«=(a-i-q)y-f'+»  /?.f=s(nq7-i-ns+qr)r4-" 

und  es  bestehen  somit  die  Lehrs&tse:  Wenn 

a^ß(]i)     ^=c(f)     so  ist  auch     a  +  ^^p-\-i(f)     a.6  =  ß-M(x)       B 
folglich  auch 

p«  =  p/J(y)  «P=/fr(y)  • 

Es  sind  diese  in  13  sur  Verwendung  kommenden  Sfttse,  in  deren  einem  4  als 
specieller  Fall  enthalten  ist,  einige  kleine  Proben  aus  den  ersten  Elementen 
der  sog.  ZaUcnlehre  t  fttr  welche  auf  „Eie^endre*  Essai  .sur  la  th6orie 
des  nombres.  Paris  1798  in  4.  (3  ^d.  1880,  2  Vol.),  —  CXftiiflS»  Disqulsltiones 
arithmetic».  Lipsl»  1801  in  8.  (Frans,  von  Poulet-Delisle,  Paris  1807  in  4.), 
—  Jae^bl«  Canon  arithmeticuB,  Berolinl  1839  in  4 ,  —  H.  SehwarSt  Professor 
der  Mathematik  in  Halle,  Elemente  der  Zahlentheorie.  Halle  1855  in  8.,  — 
etc.**,  und  gans  besonders  auch  auf  das  von  Julius  Wilhelm  Richard  Dede- 
klnd  (Braunschweig  1831;  Professor  der  Mathematik  erst  am  Schweiserischen 
Polytechnikum,  jetst  in  Braunschweig)  aus  dem  Nachlasse  seines  Lehrers 
herausgegebene  Werk  „Lejeune-Dlilclilct»  Vorlesungen  fiber  Zahlentheorie. 
Braunschweig  1883  in  8.^  su  verweisen  ist 

9«  UeTation  Ud  Eztraction.  Setzt  man  eine  Zahl,  die  sog. 
Baslflf  80  als  Factor  zur  Einheit,  wie  eine  andere  Zahl,  der  Ex« 
ponent^  aus  dieser  Einheit  entstanden  ist,  so  erhält  man  eine 
Potenz  der  erstem  Zahl,  oder  hat  eine  Elevaflon  vollzogen,  den 
Gegensatz  einer  Extractlon«    Bezeichnen  a,  b,  c  der  Reihe  nach 

Basis,  Exponent  und  Potenz,  so  schreibt  man 

1       b 


a**  =  c 


oder        a=s.c**  =VT 


wo  das  die  Extraction  andeutende  Zeichen  y^  (mit  Index  b:b^,  ohne 
Index:  zweite)  Wurzel  genannt  wird,  und  es  ist  nach  Definition 

a«  =  l        a-»  =  l:a»        a»  »  =  (vT)"  =  yä»' 
Gerade  Potenzen  sind  positiv,  —  ungerade  haben  das  Zeichen  der 
Basis.  Eine  gerade  Wurzel  aus  einer  negativen  Zahl  kann  daher 
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mcht  auf  die  gewöhnliche  Einheit  reducirt  werden,  sondern  erfordert 
die  neue  Einheit  issV^T,  so  dass 

ii«s=-}-l  i4»+l  =  -|-i  i4ii+2-- 1  i4»+8-— i 

und  a+bi  eine  unmögliche,  sog.  complexe  Zahl  ist.  Aus  a-f*b.i 
=  c  +  d.i  folgt  a  —  c  =  (d  —  b)i,  was  nur  für  a  =  c  und  b  =  d 
möglicli  ist 

Die  froher  allgemein  und  jetst  noch  vielfach  gebranchte  Definition  ,,Poten2 
ist  ein  Prodnct  ans  Ewei  oder  mehreren  gleichen  Faotoren**  passt  unmittel- 
bar nur  fOr  ganxe  und  positive  Exponenten,  und  ist  daher  sn  enge,  —  wäh- 
rend die  oben  gegebene  alle  Fälle  nmfasst:  Da  s.  B.  8  dnrch  eine  gewisse 
'Wiederholung  der  Einheit,  dagegen  — 3  dorch  entsprechende  Wiederholung 
des  Gegensataes  der  Einheit,  und  %  durch  ebensolche  Wiederholung  einer 
Zahl  entsteht,  welche  selbst  4  mal  gesetat  werden  muss,  um  die  Einheit 
hervorzubringen,  —  da  femer  der  Gegensatz  des  Factors  16  der  Divisor  Vie> 
2  aber  eine  Zahl  Tst,  welche  4  mal  als  Factor  au  1  gesetat  16  gibt,  —  und 
endlich  0  andeutet,  dass  die  Einheit  gar  nicht  gesetat  werden  soU,  so  hat  man 
nach  Definition 

16»5=1.16.16.16=s4096         16-3s=l.i-.i..  JL-. 


16   16   16      4096 
=s  2*  .  2*  .  2*  SS2"  16»    =1 

=s2».2».2».2»r=8*  16*^*  =  1.2.2. 2=s8r=fl6»' 

Das  Zeichen  i,  sowie  den  allgemeinen  Gebrauch  der  complexen  Zahlen  führte 
Gauss  ein,  und  nannte  das  Product 

(a  +  bi)(a  — bi)  =  a«-f-b« 

der  beiden  coqjugirten  Zahlen  a-f-bi  und  a — bl  ihre  IVorm«  während  dagegen 
C^nehy  die  positive  Quadratwurzel  aus  jenem  Producte  ihren  Modnliui  hless. 
—  Während  oben  erst  die  aus  zwei  unvereüibaren  Theilen  a  und  bi  be- 
stehende Zahl  immöglleh  genannt  wurde,  so  bezeichnen  Manche  schon  den 
zfweiten  Theil  fOr  sich  als  eine  tma^n&re  Zahl,  —  ja  noch  Andere  haben 
sich  sogar  bemflssigt  gefunden ,  auch  aus  i^  =  —  1  eine  Einheit  abzuleiten, 
deren  Vielfache  sie  dann  wahnsinnige  Zahlen  zu  nennen  vorschlugen.  — 
Schon  Diophant  und  seine  frfihesten  Nachfolger  nannten  eine  Rechnungszahl 
a^tO-fioq^  res,  cosa,  radix,  —  ihr  Quadrat  dwafuq,  potentia,  potestas,  census, 
eenso,  —  ihre  dritte  Potenz  wßoq,  cubus,  —  etc.;  bei  Radolff  heisst  die 
Einheit,  zu  der  die  Basis  als  Factor  gesetzt  wird,  Dragma  (^),  die  erste 
Potenz  Radix  (2Q),  die  zweite  Census  (3),  die  dritte  Cubus  (<t),  die  vierte 
Zensdezens  (23),  etc.;  nach  Baltaer  brauchte  der  aus  Bologna  gebürtige  Ingenieur 
RafaeÜo  Bombelll  in  seinem  Werke  „L' Algebra  parte  maggiore  dell'  Arit- 
metica  divisa  in  tre  libri.  Bologna  1672  in  4.^  schon  in  allgemeiner  Bedeutung 
den  Namen  dignltas,  während  potestas  durch  Vtete  üblich  wurde.  Die  erste 
Bpur  von  Zahlenexponenten  findet  sich  nach  Cantor  in  dem  Werke  „Estienne 
de  Im  RsAe*  Arismötique  et  g^omtoie.  Lyon  1520^,  indem  La  Roche 
wenigstens  die  Exponenten  1,  2,  3  brauche,  während  er  die  zweite  Wurzel 
mit  B,  die  dritte  mit  R',  etc.  bezeichne.  Stevln  schrieb  in  seiner  Algebra 
von  1585  fOr  die  auf  einander  folgenden  Potenzen  einer  Grösse  0,  (D,  @, 
etc.;  fUr  die  einer  2.,  3.,  etc.  Grösse  setzte  er  diesen  Zeichen  sec,  ter.,  etc. 
▼or;  zweite  Wurzeln  bezeichnete  er  mit  Y^^  dritte  mit  y^,  etc.,  so  dass 
B.  B.  seine  Gleichungen 
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(D  =  — 5(D-F-6(3)  — 0      mit       X«  s=  — 6x«  +  6x  — 9 

flecV®  =  4  8ec(D+7  vTz=4y  +  7 

etc.,  gleichbedentend  wären.  Pierre  H^rigone  (1 . . .  —  16 . . ;  Mathematiker 
in  Paris)  schlug  etwas  später  in  seinem  „Cours  math^matiqne  demonstr^  d'une 
nonvelle,  briefve  et  claire  methode,  par  notes  reelles  et  universelles,  qui 
peuvent  estre  entendttee  facilement  sans  l'usage  d'aucnne  langne.  Paris  1684, 
6  Vol.  in  8.^  die  jetzt  gebräuchliche  Bezeichnung  vor,  und  diese  wurde  sodann 
durch  Descartefl  definitiv  eingeführt.  Immerhin  braucht  Bahn  in  seiner 
Algebra  (vergl.  7)  neben  solchen  Exponenten  fQr  Involviren  (Potenziren)  und 
Evolviren  (Extrahiren)  noch  die  besondern  Zeichen  @  und  U4j,  so  dass  z.  B. 
bei  ihm  1©2  und  4|ii;3  bedeuten,  es  solle  der  erste  Ausdruck  in's  Quadrat 
erhoben,  und  aus  dem  vierten  die  dritte  Wurzel  ausgesogen  werden. 

lO«  Tenchiedene  betreffende  Regeln.  Ans  (9)  folgen  die  Regeln 

a'».a*  =  a»»+°  a^  :  a' =  a»»-«  (a*')»  =  a^-"  1 

Femer  ergibt  sich  durch  beidaeitiges  Quadriren,  dass  die  Gleich- 
heiten           

y&  +  Vh±  ^a  — VT=  y2a  +  2Vä^=T  S 

bestellen. 

Die  Regeln  1  und  2  geben  unmittelbar  aus  dem  Begriffe  der  Potenz  hervor, 
und  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  in  Worte  umsetzen.  Femer  findet  man 
successive 

=  ya  +  yr-f  a  — }f^±2V(a  +  V^(a-yb) 

=  y2a  J:2Va«  — b 

womit  8  erwiesen  ist.  Ersetzt  man  endlich  in  8:a  durch  y^A  und  b  durch 
'/^(a*  — b),  so  ergibt  sich  4,  fQr  deren  Anwendung  z.  B.  412  verglichen 
werden  kann. 

U«  Die  Logarithmen.  Ist  eine  Folge  von  Zahlen  einer  Folge 
von  Potenzen  einer  gewissen  Zahl,  oder  Basis,  gleich,  so  heissen 
die  Exponenten  Logarithmen  der  Zahlen  in  Beziehung  auf  jene 
Basis,  und  anstatt  ^ 

a^  =s  c         schreibt  man         b  =  log  c 
Hiefür  geben  aber  die  Potenzregeln  (10 : 1) 

lg(a.b)  =  lga  +  lgb,    lgY  =  lg*  — Iß^?    lg(a»»)  =  b.lga  1. 

und  nennt  man  die  halbe  Summe  zweier  Zahlen  ihr  arlihmeti« 
sche09  die  zweite  Wurzel  aus  ihrem  Producte  ihr  geometrisches 
Mittel  9  so  ist  der  Logarithmus  des  geometrischen  Mittels  zweier 
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Zahlen  gleich  dem  arithmettschen  Mittel  ihrer  Logarithmen.  —  Setzt 
man  ».'b^sx,  so  ist 

Ig(a+b)  =  lga  +  lg(l+^),  lg(a-b)  =  lga-lg^^  » 
und  man  kann  somit  aus  Tafeln,  welche  für  das  Argument  logz 
die  Werthe  von  log  (l  H J  und  log  ^  geben,  zu  den  Loga- 
rithmen zweier  Zahlen  die  Logarithmen  ihrer  Summe  und  Differenz 
finden  [IV]- 

In  das  Verdienst  der  Erfindung  der  Logarithmen,  durch  welche  nach  1 
gewissermassen  jede  höhere  Rechnnngsoperation  auf  die  n&ehst  niedrigere 
redncirt  wird,  theilen  sich  IVaplert  vergL  dessen  „Miriflci  logarithmorum 
canonis  descriptio.  Edinburgi  1614  in  4.^,  —  und  Bllrgl»  vergL  dessen 
„Ariiiunetische  und  geometrische  Progress-Tabulen.  Prag  1620  in  4.^;  ja  Leta- 
terer  w&re  nach  Keppler's  Zeugniss  Ersterem  lange  suvorgekommen ,  wenn 
er  nicht  mit  der  Publication  seiner  Tafeln  so  Aber  OebOhr  gezaudert  h&tte. 
Vergl.  die  in  8  citirten  Schriften,  sowie  „Hehler»  Histori»  logarithmorum 
natoralinm  primordla.  Lipsie  1776  in  4.^  — •  Fftr  die  wirkliche  Berechnung 
der  Logarithmen  nach  der  erwfthnten  Beiiehung 

logVib  =  i.log(a.b)  =  laoga  +  logb)  S 

sowie  für  die  AufidUilung  der  wichtigsten  Logarithmentafeln  vergl.  14,  —  fllr 
die  Berechnung  durch  Reihen  47  und  48.  —  Die  durch  2  bestimmten  Summen- 
und  Differenz-Logarithmen  werden  auch  häufig  nach  ihrem  Erfinder  Gftoaa 
benannt;  sie  sind  in  verschiedene  der  neuem  Logarithmentafeln  aufgenommen, 
und  auch  extra  publicirt  worden,  —  vergl.  e.  B.  „Theodor  Ludwig  Wlttttein 
(Münden  1816;  Professor  der  Mathematik  in  Hannover),  Siebenstellige  Qaussische 
Logarithmen.  Hannover  1866  in  8." 


11k  Dia  ZaUlJltoflia.  Jede  ganze  oder  gebrochene  Zahl  N  lässt 
flieh  durch  Potenzen  irgend  einer  Zahl  k  ausdrücken,  so  dass  (wenn 
a,  /9, . . .  kleiner  als  k) 

N  =  a.k»  +  /?.k— »  +  ...  + A.k^+jiA  +  v.k-i  H-... 
oder,  wenn  die  Potenzen  von  k  nicht  geschrieben,  sondern  der  Stelle 
zugetheilt  werden  (wobei  rechts  vom  Komma  die  negativen  Potenzen 

tmd  es  ergibt  sich  hieraus  die  Möglichkeit,  jede  Zahl  in  Beziehung 
auf  eine  Grundzahl  k  durch  (k  —  1)  mit  Stellenwerth  versehene 
Zeichen  oder  sog.  Ziffern  imd  das  Stellenzeichen  0  auszudrücken. 
Die  meisten  Völker  haben  sich  für  die  Grundzahl  Zehn  oder  das 
DecimalsTstem  entschieden. 

80  I.  B.  findet  man  successiTO 

Oft  (tn  'I  aa        | 

884-^=47. e  +  2+(^. 6) -i-=(7.6  +  6)e  +  2+(4^)i- 

=s[(1.6  +  l)6  +  6]6  +  2+[4+(-^.«)-i-]-i- 
V.ltt  llniti*   l  8 
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oder  also 

284  41-  =  1-6"  + 1.6*  + 5. 61  +  2. 60  +  4. 6-1  + 3. 6-«+... 

=  1162,43 . . .  (Grundzahl  6) 

Die  Dyadik  (k  =  2)  sollen  die  alten  Chinesen,  die  Tetraktik  (k=:4)  ein 
thraclsches  Volk,  die  Pentadik  (k=:6)  die  Grönländer  und  ein  senegambischer 
Stamm  gebraucht  haben,  —  sonst  scheint  flberall,  und,  wie  schon  Aristoteles 
betonte,  im  Zusammenhange  mit  unsem  zwei  Paaren  fDnf ästiger  Organe,  die 
Dekadik  (k  =  10)  geherrscht  zu  haben,  und  nur  bei  Eintheilungen  in  früherer 
Zeit  die  duodecimalen  oder  sogar  sexagesimalen  den  decimalen  vorgezogen 
worden  zu  sein.  —  Der  Vorzug  unsers  gegenwärtigen  Decimalsystemes  beruht 
übrigens  nicht  auf  der  Grundzahl  desselben,  sondern  auf  der  von  den  alten 
Indiern  durch  Vermittiung  der  Araber  auf  uns  gekommenen  Uebung,  Zahl- 
zeichen anzuwenden,  welche  neben  absolutem  auch  Stellen-Werth  haben,  — 
ja  wir  würden  uns,  wenn  vor  alten  Zeiten  in  eben  dieser  Weise  noch  zwei 
Zahlzeichen  mehr  und  damit  das  Duodecimalsystem  eingeführt  worden  wären, 
dabei  wegen  den  vermehrten  Theilem  noch  viel  besser  befinden ;  aber  es  jetzt 
noch  einzuführen,  wie  diess  s.  B.  in  dem  Werke  „Joh.  Friedrich  Christian 
Wemebnrg  (Eisenach  1777  —  Jena  1861;  Professor  der  Mathematik  in 
Weimar  und  Jena),  Teliosadik  oder  das  allein  vollkommene  unter  allen  Zahlen- 
systemen, in  welchem  jede  höhere  Einheit  aus  taun  (zwölf)  nächst  niedem 
Einheiten  besteht.  Leipzig  1800  in  8.^'  befürwortet  wurde,  dürfte  kaum  mehr 
thunlich  sein,  und  wäre  wohl  höchstens  der  französischen  Schreckensregierung 
möglich  gewesen.  —  Im  Abendlande  trat  nach  Cantor  die  indische  Zahl- 
bezeichnung oder,  wie  man  gewöhnlich  kürzer  aber  auch  unrichtiger  sagt,  das 
Decimalsystem,  zuerst  in  einer  um  1184  von  einem  gelehrten  Juden,  Abraham 
8a¥acorda  aus  Barcelona,  gemachten  Uebertragung  einer  arabischen  Schrift 
in's  Lateinische  auf;  dann  aber  verbreitete  sie  sich  ziemlich  rasch  über  das 
Abendland,  —  ja  es  erschien  die  Rechnung  mit  decadischen  Zahlen,  der  sog. 
Algorlthmaiff  bald  als  besonderer  Lehrgegenstand.  Georg  von  Peurbach 
oder  Purbach  (Peuerbach  in  Oberösterreich  1423  —  Wien  1461 ;  Professor  der 
Mathematik  zu  Wien)  soll  eine  Schrift  „Algorithmus  de  numeris  integris, 
fractis,  regulis  communibus  et  de  proportionibus^  hinterlassen,  und  sein  Schüler 
Regiomontan  die  von  den  Griechen  her  gebräuchlichen  Sexagesimalbrüche 
um  1464  mit  Decimalbrüchen  vertauscht  haben.  In  aUgemeiaem  Gebrauch 
kamen  Letztere  jedoch  erst  etwa  ein  Jahrhundert  später,  —  namenüich  durch 
StevIOf  der  1586  unter  dem  Titel  „La  disme  enseignant  facilement  expedier 
par  nombres  entiers  sans  rompuz  tous  comptes  se  rencontrans  aux  alTaires 
des  hommes"  auf  7  Folioseiten  eine  Anleitung  zu  ihrem  Gebrauche  gab. 

18»  Das  Decimalsystem.  Theilt  man  eine  Decimalzahl  a+b.lO 
+  c  .  102  +  . . .  Glied  für  Glied  durch  eine  Zahl ,  und  addirt  die 
Reste,  so  ist  die  erste  Zahl  durch  die  zweite  theilbar,  wenn  die 
Summe  der  Reste  es  ist.  Hierauf  beruhen  die  sog.  Thellregelo 
durch  3,  9,  11,  etc.  —  Ist  A=>B  und  A=BqiH-r|,  B=riq24-r2, 
ri  =  r2  qa  H-  r3 , . . .  rh_i  =  rh  .  qh+i ,  so  muss  der  grVsste  cemelni- 
•cliaftllche  Theller  von  A  und  B  auch  r|,  also  auch  r2,...  also 
auch  Th  theilen ;  folglich  ist  er  rh.  Wird  rh  =  1 ,  so  sind  A  und  B 
prim  unter  sich.  —  Wiederholt  sich  bei  einem  Decimalbruche  eine 
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Folge  von  n  Ziffern,  eine  sog.  Perlode,  ohne  Aufhören,  so  be- 
rechnet man,  nm  ihn  in  einen  gemeinen  Bruch  zu  verwandehi, 
zuerst  den  (lO"  —  1)  fachen  Werth. 

Schon  Radolff  braucht  in  seiner  ^Kfinstlichen  Bechnnng*^  von  1526  (ver^ 
gleiche  2)  f&r  „tausentmaltauBent^  oder  10«  den  Anadmok  Million;  dagegen 
scheinen  MiUiarde,  Billion,  etc.  erst  in  weit  späterer  Zeit  gebr&uchlich  ge- 
worden ZV,  sein,  nnd  dabei  laufen  noch  bei  verschiedenen  Völkern  verschiedene 
üebnngen  neben  einander,  wie  folgendes  ßthema  zeigt: 


8  H 

*  S 


MilUon  .... 

10«     . 

.  .  Million 

i 

Milliarde .  .  . 

10»     .  . 

.  .  Billion 

\i 

BiUion  .... 

10»   .  . 

.  .  Trillion 

J:- 

Billiarde  .  .  . 

10»  .  . 

.  Quadrillion 

&  3 

Trilüon    .  .  . 

10"   . 

.  .  QnintUlion 

s 

etc. 

etc. 

3 

etc. 


Nach  8  hat  man  z.  B.  in  Bezlehnng  anf  Modulus  3  oder  9 

1  =  1        10  =  1        also  auch        10*  =  1        10>  =  1 
also  fOr  beide  Moduln 

a  +  b.lO  +  c.lO«  +  d.lO»  +  ...=  a  +  b  +  c  +  d  +  ... 
Femer  in  Beziehung  auf  den  Modulus  11 

1  =  1        10  =  — 1        also        10«=1        10»  =  — 1    etc. 
also  für  diesen  letztem  Modul 

a4-b.lOH-c.lO«+d.lO»  +  ...  =  a  — b  +  c  — d  +  ... 
etc.,  woraus  die  Regeln:  Eine  Zahl  ist  durch  3  oder  9  theilbar,  wenn  die 
Summe  ihrer  Ziffern  (Quersumme)  dadurch  theilbar  ist,  —  durch  11,  wenn 
die  Summe  ihrer  Ziffern  gerader  Ordnung  von  derjenigen  der  ungeraden  um 
ein  Vielfaches  von  11  verschieden  ist,  —  etc.,  hervorgehen.  —  Auf  der  be- 
quemen Theilregel  fQr  9  beruhen  die  sog.  IVennciproben  für  Addition, 
Multiplication,  etc.,  welche  bekanntlich  darauf  basiren,  dass  Summe,  Product, 
etc.  für  9  (wie  flbrigens  für  jede  andere  Zahl  nicht  weniger)  denselben  Rest 
lassen  müssen,  wie  Summe,  Product,  etc.  der  Reste  der  einzelnen  Zahlen. 
Sie  werden  bereits  durch  Rndolff  in  dem  angeführten  Werke  mitgetheilt, 
und  er  gibt  z.  B.  für  Multiplication: 

„Exempel       5678    8 

66    2 

28390^ 
34068 


} 


8X2 


Facit  369070    7         7        Prob." 

so  dass  also  (vergl.  7)  hier  wirklich  schon  das  Multiplicationszeichen  X  er^ 
scheint.  —  Auch  das  im  Texte  angegebene  Verfahren,  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  zu  finden,  kennt  unser  Radolff»  Bei  diesem  Verfahren 
kann  man  sich  übrigens  offenbar  entweder  immer  an  positive  Reste  halten, 
oder  auch,  wenn  negative  Reste  kleiner  werden  sollten,  diese  wählen,  um 
schneUer  zu  kleinem  Divisoren  zu  kommen,  also  auch  wenigerer  Divisionen 
zu  bedürfen;  so  kann  man  z.  B.  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  54 
der  beiden  Zahlen  1026  und  756  nach  jedem  der  beiden  Schemen 


1026 

756 

1 

1026 

756 

1 

2 

270 

216 

1 

8 

270 

-54 

5 

4 

54 

0 

0 

8* 
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finden.  —  Hat  man  b.  B.  den  periodischen  Deolmalbmch 

x=     0,762  762  762 

80  folgt  1000  X  =  762,762  762  762 

also  999  x  =  762    oder    x  =— =  — 

Ist  M  eine  m-£iftige,  N  eine  n-Eiffirige  Zahl,  so  hat  man  offenbar 

M>10«-1  M<10« 

N  >  10»-l  N  <  10» 


also 


M.N>10«+»-Ä  M.N<10«+« 

also  kann  M .  N  nicht  weniger  als  m  -]-  n  —  1 ,  aber  auch  nicht  mehr  als 
m-f-11  Ziffern  enthalten.  —  Der  Hauptvortheil  in  der  Anwendung  von  Deci- 
malzahlen  besteht  darin,  dass  man  sie  bei  allen  Operationen  wie  ganae  Zahlen 
behandeln,  und  am  Ende  nach  einfachen  Regeln  das  Rechnungsresultat  durch 
Anbringen  des  Komma's  berichtigen  kann.  Haben  e.  B.  Ewei  Factoren  a  und  b 
je  m  und  n  Decimalstellen ,  so  multiplicirt  man  a.lO»  mit  b.lO*,  erhält  so 
a.b.  10»+B,  und  daraus  durch  Abschneiden  von  m  -|-  n  Stellen  das  richtige 
Prodnct  a .  b.  Braucht  man  ein  solches  Product  nur  auf  eine  gewisse  Ansahl 
Stellen  eu  kennen,  so  kann  man  die  sog.  abgekfirEte  Maltlplicatloii 
(welche,  beiläufig  bemerkt,  Keppler  1623  durch  Pr&torius  kennen  gelernt 
haben  soll)  anwenden,  d.  h.  die  einaelnen  Producte  nur  so  weit  berechnen, 
als  sie  auf  diese  Stellen  noch  influiren  können ;  Vortheil  und  praktisches  Ver^ 
fahren  bei  derselben  Eeigt  e.  B.  die  Yergleichung  der  beiden  Operationen : 

854,24676  854,24675 

19,25341  143  5291 


354  2467 

5 

818  8220 

75 

7  0849 

850 

1  7712 

8875 

1062 

74025 

141 

698700 

8 

5424675 

6820,457 

9189175 

854  2467 . 

.5 

818  8220 

.7 

7  0849 

.8 

1  7712 

.8 

1062. 

.7 

141. 

7 

8. 

6 

6820,458 

bei  deren  ersterer  die  Multiplication  gana  ausgeführt  ist,  während  bei  der 
zweiten  nur  auf  drei  Decimalen  gerechnet,  und  die  Ziffern  des  Multiplicatora 
in  umgekehrter  Ordnung  so  unter  den  Multlplicand  gesetst  wurden,  dass  die 
Stelle  der  Einer  unter  die  dritte  Decimale,  und  damit  jede  Stelle  unter  die 
letzte  des  Multiplicands  eu  stehen  kömmt,  mit  welcher  sie  noch  voll  zu 
multipliciren  ist.  In  ähnlicher  Weise  kann  auch  die  Division  bewerkstelligt 
und  abgekürzt  werden,  —  etc.  —  Als  Beispiele  von  sog.  RechnimgflTOr« 
thcilcn  mögen  folgende  Multiplicationen  und  Divisionen  Plats  finden : 

8417  X  299  (=800  — 1)  895  Xl5{=10  +  ^) 

102  5100  4475 


X  =  102  1683  x  =:  18425 

A 765  846  X  911 546  (=  91 .  10*  + 10«  +  91 . 6) 

b 696  919  86 a  (100  —  9) 

418 151 916 b.6 

x=:  698 103  857  916 
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63x57=(60+8)((K)  — 8)  21264: 26  (=X4: 100) 


x=i:    3691    =(8600  —  9)  x  =  860,66 

a,.. 8766424: 72  (=9X8)  6028  ;126(=X8: 1000) 

D « « •   973936  •  •  •  a :  9  _  „..  jo  9i%L 

x=    121 742...  b:  8  etc. 

Der  Nutzen  wird  jedoch  meistens  übersch&tst.  ~  Zum  Schlosse  noch  folgendes 
CnrioBum:  Die  Snmme  der  9  Ziifem  ist  46;  wird,  statt  jede  einsein  zu  schreiben, 
eine  derselben  (b)  einer  andern  (a)  vorgesetst,  so  gewinnt  man  a-|-b.lO  — 
(a-|-b)  =  b.9  oder  ein  Vielfaches  von  9,  —  also  sicher  nie  66;  es  ist  daher 
nnmöglich,  100  so  in  Posten  sn  serlegen,  dass  jede  Ziffer  Einmal,  aber  auch 
nicht  mehr  als  Einmal,  snr  Verwendung  kommt. 

14«  Dia  ganeineil  Logarithmail.  Logarithmen  der  Basis  zehn 
heissen  semeine  oder  Brigg'sche,  und  haben  den  Vorzug,  dass 
sich  dieselben  für  gleiche  Ziffemfolgen  nur  in  den  Ganzen,  der 
sog.  EennzijBfer  oder  Charakteristik  unterscheiden,  nicht  aber  im 
Decimalbruche,  der  Mantitse«  Steht  das  Komma  nach  der  ersten 
Ziffer,  so  ist  die  Charakteristik  Null,  —  für  jede  Stelle,  um  welche 
es  rechts  oder  links  rückt,  nimmt  sie  um  eine  Einheit  zu  oder  ab. 
Statt  einer  negativen  Charakteristik  setzt  man  gewöhnlich  ihre  Er- 
gänzung zu  zehn  und  streicht  diese;  statt  einen  Logarithmus  zu 
Bubtrahiren,  addirt  man  oft  seine  (sog.  decadische)  Ergänzung  zu 
log  1  =  0  =  m 

Die  im  Texte  erwähnte  Eigenschaft  der  häufig  nach  ihrem  ersten  Berechner 
Ew%ggm  (vergl.  3)  benannten  Logarithmen  der  Basis  10,  beruht  darauf,  dass 
jede  iwei  sich  nur  durch  die  Stellung  der  Komma's  unterscheidende  Decimal- 
sahlen  a  und  b  eine  Gleichheit 

a  =  b .  10»         oder        log  a  ^  log  b  -|-  n  log  10  =  n  -|-  log  b 
eingehen,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist  —  Sie  können  durch  Verbindung  von  11:3 
mit  einer  Nähemngsregel  fQr  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel  (8  oder  44) 
leicht  nähemngsweise  berechnet  werden.    So  hat  man  z.  B. ,   von  log  1  =  0 
nnd  log  10  =:  1  ausgehend ,  successive 

log  ylo = ^^  oder       log  8,162  =  0,6 

log  VpeS = £+M  log  1,778  =  0,26 

log  yi,778x  3,162=:  ^^^^  +  ^>^  log  2,371  =  0,376 

etc.  etc. 

In  dem  Folgenden  wird  zuweilen  eine  Zahl  durch  ihren  Logarithmus  in  der 
Weise  gegeben,  dass  Aber  den  Logarithmus  ein  Strich  gesetzt  wird;  so  wtkrde 
also  z.  B.  0,375  die  Zahl  2,871  bezeichnen.  —  Von  den  zahlreichen  Tafeln 
gemeiner  Logarithmen,  welche  im  Laufe  der  Zeiten  erschienen  sind,  mögen 
augefUirt  werden:  Die  zehnstelligen  „G.  v.  Vega»  Thesaurus  logarithmomm 
completus.  Lipsi»  1794  in  fol.^,  —  die  siebenstelligen  „Vega»  Logarithmisch- 
trigonometrische  Tafeln.  Wien  1783  in  8.  (Zahlreiche  spätere,  grössere  und 
kleinere  Ausgaben,  erst  durch  ihn  selbst,  dann  durch  Hfllsse  und  Bremiker), 
—  Pran^ois  C^ne«  (Versailles  1744  —  Paris  1798  j   Professor  der  Hydro- 
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graphie  xu  Vannes  und  Dfinnkirchen,  dann  PrivaÜefaier  der  Mathematik  zu 
Paris),    Tables   portativeB   de   logarithmes.    Paris    1795   in  8.  (Stereot),   — 
Heinrich  Ludwig  Friedrich  Sehron  (Weimar  1799;  Director  der  Sternwarte 
in  Jena),   Siebenstellige  Logarithmen  der  Zahlen,  Sinus,  etc.    Braunschweig 
1859  in  8.,  —  etc.^',  —  die  sechsstelligen  „Carl  Breoilker  (Hagen  in  der 
Mark    1804;    astronomischer  Rechner   und  Inspector    der  Plankammer    des 
Handelsministeriums  in  Berlin),   Logarithmorum  VI  decimalium  nova  tabula 
Berolinensis.  Berol.  1852  in  8.,  —  Frans  Mocnikf  k.  k.  Schulrath:  Logarith- 
misch-trigonometrische Tafeln.  Wien  1858  in  8.,  —  etc.^,  —  die  fünfstelligen 
„Joseph-J^rome  Le  Francs  de  La  Lande  (Bourg-en-Bresse  1732  —  Paris 
1807;  Professor  der  Astronomie  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris;  vergl. 
Delambre,  Eloge  in  M4m.  de  l'Instit.  1807),   Tables  de  logarithmes  pour  les 
nombres  et  pour  les  Sinns.   Paris  1802  in  16.  (Stereot.;  viele  spätere  Aus- 
gaben von  Marie,  Köhler,  etc.),  —  Wtttsteint  FUnfstellige  logarithmisch- 
trigonometrische  Tafeln.  Hannover  1859  in  8.,  —  etc^  —  Als  geschichtliche 
Notiz  ist  beisufQgen,  dass  sich  Adriaan  Vlaeq»  Buchhändler  au  Qouda  in 
Holland,   das  Verdienst  erwarb,  die  bei  Briggs  (vergl.  8)  bestehende  Lftcke 
zwischen  20000  und  90000  auszufallen,  und  hierauf  gestützt  unter  dem  be- 
scheidenen Titel  einer  zweiten  Ausgabe  der  Arithmetica  logarithmica  zu  Qouda 
1628  in  fol.  eine  vollständige  Tafel   lOstelliger  Logarithmen  herauszugeben, 
welche  die  Grundlage  aller  spätem  Tafeln,  und  so  namentlich  auch  von  Vega's 
Thesaurus  bildete.   Zum  gewöhnlichen  Gebrauche  waren  jedoch  diese  Tafdn 
nur  zu  ausgedehnt,  und  so  war  es  wieder  ein  Verdienst,  als  Nathaniel  Boe» 
Pfarrer  zu  Benacre  in  Suffolk,  daraus  handliche  siebenstellige  Logarithmen 
zusammenstellte,  welche  sodann  Edmund  Wla^ate  (Bedford  1595  —  London 
1656;   Richter  in  London  und  Parlamentsmitglied  für  Bedford)   unter  dem 
Titel  „Tabul»  logarithmicn.  London  1633  in  8.^  herausgab,  und  von  welchen 
eigentlich  alle  die  spätem  Tafeln  von  Sherwin,  Gardiner,  Vega,  Gallet,  etc. 
nur  neue,   aber  allerdings  revidirte  Auflagen  sind.   Die  etwas  später  durch 
Abraham  Sharp  (Little-Horton  bei  Bradford  1651   —  Little-Horton  1742; 
folgeweise  Handelslehrling,  Schulmeister,  Accisebeamter,  Gehülfe  von  Flam- 
steed,  und  Privatastronom  in  Little-Horton)  für  alle  Primzahlen  bis  1100  auf 
61  Decimalen  berechneten  und  in  seiner  Schrift  „Geometry  Improved.  London 
1717  in  4.^  publicirten  Logarithmen  sind  ebenfalls  in  die  Tafeln  von  Sherwin, 
Callet,  etc.  aufgenommen  worden,  —  die  von  Wolfiram»  einem  holländischen 
Artillerieofflsier,   auf  48  Stellen   berechneten   natürlichen  Logarithmen   aller 
Primzahlen  bis  auf  10009  zunächst  in  die  von  Joh.  Karl  Schlilae  (Berlin 
1749  —  Berlin  1790;  Schüler  von  Lambert,  später  Professor  der  Mathematik 
und  Mitglied  der  Academie  in  Berlin)  herausgegebene  „Neue  Sammlung  loga- 
rithmischer, trigonometrischer  und  anderer  zum  (jtebrauche  der  Mathematik 
unentbehrlicher  Tafeln.  Berlin  1778  in  2  Th.  8.%  und  aus  dieser  in  Vega  und 
Callet.  Die  in  den  Jahren  1792  bis  1794  unter  der  Leitung  von  Gaspard-Cüair- 
Fran^ois-Marie-Riche  de  Pronjr  (Chamlet  im  D6p.  du  Rhöne  1755  —  Asniöres 
bei  Paris  1839;  Ing^nienr-en-chef  des  ponts-et-chauss^es ,  Director  der  £cole 
des  ponts-et-chauss^s,  Mitglied  der  Academie  und  des  Bureau  des  longitudea) 
durch  7  bis  8  Mathematiker  und  60  bis  80  Bechnungsgehülfen  berechneten 
grossartigen  logarithmisch-trigonometrischen  Tafeln  (Logarithmen  der  Zahlen 
1—10000  auf  19,  10000-200000  auf  14  Decimalen;  natürliche  Sinus  für  jed 
Zehntausendtheilchen  des  Quadranten  auf  25,  Logarithmen  der  Sinus  für  jed 
Hunderttausendtheilchen  des  Quadranten  auf  14  Decimalen)  endlich,  die   un 
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Manuscripte  17  Folianten  fUlen,  und  deren  bereits  begonnener,  dann  aber 
wegen  Entwerthnng  der  Assignaten  wieder  aufgegebener  Druck  auf  1200  Folio- 
selten  berechnet  war,  sind  nur  durch  Prony's  „Notice  sur  lee  grandes  tables 
logarithmiques  et  trigonomötriques  adapttes  au  nouveau  Systeme  mötrique 
d^cimaL  Paris  1824  in  4.^  allgemeiner  bekannt  geworden.  —  Aus  den  Loga- 
rithmentafeln geht  hervor,  dass  fElr  eine  Einheit  in  der  6.  Stelle  die  sieben- 
stellige Mantisse  bei  10000  um  434,  bei  60000  um  87,  bei  99999  um  48,  also 
durchschnittlich  etwa  um  100  Einheiten  zunimmt.  Es  wird  also  durchschnitt- 
lich eine  Einheit  in  einer  gewissen  Stelle  der  Zahl  gerade  auch  einer  Einheit 
in  der  ebensovielten  Stelle  der  Mantisse  entsprechen,  —  oder  man  wird  im 
Allgemeinen  immer  mit  soTiel-stelligen  Logarithmen  zu  rechnen  haben,  als 
man  Zahlstellen  berflcksichtigen  muss.  —  Wenn,  wie  es  iUr  praktische  Zwecke 
oft  der  Fall  ist,   drei  Stellen  genügen,  so   sind  die  von  Edmund  Ganter 

(Herefordshire  1581  —  London  1626;  Professor  der 
Astronomie  in  London)  etwa  1624  erfundenen,  und 
sodann  von  Wingate,  SchefTelt,  Lenoir,  etc.  nach 
und  nach   in  ihre   gegenwÜLrtige  Form   gebrachten 


■M 


iJk 


«e 


90 


■» 


* 


4»^ 


|.a. 


«- 


I 

-ir 


4: 


.  3^  jDgiaf  Reehensehleber  (Sliding  Rule,  B^le  k  calcul) 
sehr  bequem:  Tr&gt  man  nämlich  auf  zwei  Stäbe 
I  und  n,  von  denen  man  n  in  einer  Goulisse  längs 
I  verschieben  kann,  je  die  Logarithmen  von  1  bis 
100  in  einer  beliebigen  Einheit  auf,  schreibt  xu  den 
erhaltenen  Theilstrichen  die  Zahlen  1  bis  100,  und 
bringt  II 1  oder  b  zu  I  a  oder  c,  so  stellt  sich  noth- 
wendig  IIb  oder  1  zu  Ic  oder  a,  wo  cssax^  ist, 
—  man  kann  also  an  I  a  X  b  oder  c :  b ,  d.  h.  das 
Product  oder  den  Quotienten  zweier  Zahlen  ablesen. 
Trägt  man  auf  I'  ebenso,  aber  in  doppelter  Einheit 
die  Logarithmen  von  1  bis  10  auf,  und  steht  a'  auf 
I'  neben  a  auf  I,  so  ist  a'*z=a  oder  a'  =  |/a,  und 
wenn  II  so  gestellt  wird,  dass  sein  1  neben  a'  auf 
I'  steht,  so  steht  sein  a'  neben  a"  auf  I;  man  kann 
somit  zur  2.  und  3.  Potenz  erheben,  und  umgekehrt 
auch  2.  und  3.  Wurzeln  ausziehen.  Trägt  man  auf 
n',  der  Rückseite  von  II ,  in  derselben  Einheit  wie 
auf  I'  die  Zahlen  von  0  bis  10  rückwärts,  und  so 
auf,  dass,  wenn  das  1  von  11  neben  dem  1  von  I'  steht,  beim  Umwenden 
gerade  das  0  erscheint,  so  steht,  wenn  1  von  II  neben  a'  auf  I'  gestellt  wird, 
beim  Umwenden  der  log  a'  da;  man  kann  also  Logarithmen  und  Zahlen  auf- 
schlagen, mit  Hülfe  hlevon  höhere  Potenzen  und  Wurzeln  berechnen,  etc. 
Gewöhnlich  sind  auf  II'  auch  noch  die  Log.  Sin.  von  0  bis  90®  und  Log.  Tang. 
von  0  bis  45®  aufgetragen,  wodurch  trigonometrische  Ueberschlagsrechnungen 
ebenfalls  ermöglicht  werden,  etc.  Vergl.  fär  die  Rechenschieber  „Ph.  Monsliif 
Listruction  sur  la  maniöre  de  se  servir  de  la  R^le  k  calcul.  3  6d.  Paris  1837, 
in  a,  —  Leopold  Carl  Sehnla  von  Strassnitzky  (Krakau  1803  —  Vöslau 
1862;  Professor  der  Mathematik  in  Wien),  Anleitung  zum  Gebrauche  des  eng- 
lischen Rechenschiebers.  Wien  1843  in  8.,  —  Quintino  Sella  (Mosso  1827; 
Professor  der  Cteometrie  und  Director  des  mineralogischen  Museums  zu  Turin), 
Teorica  e  pratica  del  regdo  calcolatore.  Torino  1869  in  12^  —  Charles  Haare» 
Step  by  Step,  or  new  and  easy  lessons  on  the  Sliding  Rule.  London  (1868?) 
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in  12>^}  und  vor  Allem  yiKsil  C^mann  (Bergsabem  1821;  Professor  der 
Ingenieorwissenschaften  am  Schweizer,  Polytechnikum),  Der  Rechenschieber 
und  sein  Gebranch  (Dtüikelberg's  Gultnringenieur  1868).*^ 

in.  Die  Gloieliiiiigon  nnd  Proportionoa. 

IS»   fileichhelt  Ud  fileichnng.   Sind  zwei  Ausdrücke  nur  der 

Form  nach  verschieden,   so  bilden  sie  eine  GlelClilielt )   sind  sie 

dagegen  nicht  wirklich  gleich,  sondern  soll  durch  Bestimmung  einer 

oder  mehrerer  der  in  ihnen  enthaltenen  Grössen,  der  gewöhnlich  mit 

den  letztem  Buchstaben  des  Alphabetes  bezeichneten  ünbekann* 

ten^  ihre  Gleichheit  erst  herbeigeführt  werden,  so  bilden  sie  eine 

GlelCbanCy  und  jede  Genüge  leistenden  Werthe  der  Unbekannten 

heissen   VForzeln    derselben.    —    Gleichheiten    und    Gleichimgen 

werden  nicht  gestört,  wenn  auf  beiden  Seiten  dieselbe  Zahl  addirt, 

mit  derselben  Zahl  multiplicirt  oder  potenzirt,  oder  Yon  jeder  Seite 

der  Logarithmus  genonmien  wird. 

So  ist  E.  B.  von 

ftt \^t 

r-  =  Ä4-b  und  a*H-x*=:3ax 

a  —  b  '  ' 

das  erste  eine  Gleichheit,  da  jede  Werthe  von  a  und  b  genttgen,  —  das  zweite 
eine  Gleichung,  da  nur  xs=a  die  wirkliche  Gleichheit  herbeiführt  —  Die 
arabischen  Mathematiker  nannten  nach  Nesselmann  die  unbekannte  (Msse 
schai,  ihr  Quadrat  m&l,  welche  Ausdrucke  dann  Flbonaeel  und  seine  Nach- 
folger durch  res  oder  coea,  und  census  oder  censo  wiedersngeben  suchten; 
80  entstand  die  Ars  rei  et  census,  oder  I/arte  della  cosa,  —  aus  letiterer 
Beceichnuug  aber  die  CO00  der  Utem  deutschen  Mathematiker,  und  die  Un- 
bekannte wurde  siemlich  lange  Numerus  cossicua  oder  cossische  Zahl  ge- 
heissen,  —  zuweilen  auch,  wie  z.  B.  von  Rudolff  und  Qraffeiiried*  Radix, 
wofür  dann  abkürzend  von  Ersterm  1  2Q,  von  Letzterm  Ra  geschrieben  wurde. 

16«  Die  ffleichmigen  ersten  firadei.  Lässt  sich  eine  Gleichung, 

nachdem  man  (15)  sämmüiche  Brüche,  Bruchpotenzen,  etc.,  weg- 
geschafft, und  alle  Glieder  auf  dieselbe  Seite  des  Gleichheitszeichens 
gebracht  hat,  nach  den  Potenzen  der  Unbekannten  ordnen,  so  heisst 
sie  algebraisch^  und  die  höchste  Potenz  bestimmt  ihren  sog.  Grad^ 
—  lägst  sie  sich  nicht  ordnen,  so  heisst  sie  transcendent«  So  ist 
jede  Gleichung,  welche  sich  auf  die  Form 

ax  +  b  =  0        bringen,  somit  durch        x  = 

auf  eine  Gleichheit  reduciren  lässt,  eine  algebraische  Gleichung 
ersten  Grades,  und  der  angegebene  Werth  von  x  ihre  einzige  und 
reelle  Wurzel. 

Aus  der  Gleichung 

[4x-8(8-.3x-(2-2%x))].-l.  =  l 
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folgen  sncceBsi^re 

8x  — 3[16  — 6x— (4  — 6x)]  =  19  8x  — 8(12  — x)t=10 

llx-d6  =  19  llx  — ÖÖ  =  0  X  — 6  =  0 

80  dass  eine  Gleichung  ersten  Orades  vorliegt,  welcher  der  reelle  Werth 

x=6  entspricht.  —  Ans  der  Gleichung 

V^+  1/T  =  a 
folgen  dagegen  durch  Transposition  und  wiederholtes  Quadriren  nach  und  nach 

V^^sa  — yr  x]f^  =  a«  — 2a>TH-x 

(x  +  2a)l/r  =  a«  +  x        (x«  +  4ax+4a«)x  =  a*  +  2a«x  +  x« 

x8-j-(4a  — l)x«  +  2a«x  — a*  =  0 

so  dass  eine  algebraische  Gleichung  dritten  Grades  vorliegt,  für  deren  Lösung 

auf  19  verwiesen  werden  kann.  —  Die  f&r  x  :=  2  identisch  werdende  Gleichung 

2»  +  8x  =  10 
endlich  ist  transcendent 

IV«  Sie  TarhUtnisse  und  FroporUonen.  Ist  a— b=m  und  a:b=n, 

80  nennt  man  m  das  arithmetische,  n  das  geometrische  Ter- 

hSitnlm  der  Grössen  a  und  b;  durch  Gleichsetzung  zweier  ent- 
sprechenden Verhältnisse  aber  erhält  man  eine  sog.  Proportion« 
Vier  Zahlen  bilden  daher  eine  arithmetische  Proportion 

na     wie    a« 

a .  b :  c .  d        wenn        aH-d  =  b  +  c  1 

eine  (eometrlscbe  Proportion 

sm      wi«      so 

a :  b : :  c :  d        wenn        aXd  =  bXc  9 

und  sind  von  den  4  Zahlen  dreie  bekannt,  so  lässt  sich  die  vierte 
durch  Auflösung  einer  einfachen  Gleichung  ersten  Grades  finden. 
Beide  Proportionen  heissen  stetig  ^  wenn  die  innem  Glieder  gleich 
sind;  letztere  heiesen  in  diesem  Falle  mittlere  Proportionalen^ 
und  sind  den  betreffenden  Mitteln  (11)  der  äussern  Glieder  gleich. 
—  Aus  2  folgen 

a:c::b:d      b:a::d:c      a:bm::c:dm      a+b:b::  c+d:d  8 
Ist  ausserdem  e :  f : :  g :  h ,  so  verhält  sich  auch 

ae:bf::cg:dh  4 

nnd  wenn  auch  noch  c:d::e:f,  so  ist 

a:b::c  +  e  +  g:d  +  f +  h  • 

Wenn  endlich  a:c::a  —  b:b  —  c  6 

so  nennt  man  b  harmonisches  Mittel  zwischen  a  und  c. 

Um  die  Richtigkeit  von  8  bis  5  nachzuweisen,  hat  man  nur  je  zu.  zeigen, 
dass  entsprechend  2  immer  noch  das  Prodnct  der  innem  Glieder  gleich  dem 
der  anssem  ist.  8o  b.  B.  verh&lt  sich 

a±b:b::c±d:d        sobald        b(o±d)=:(a±b)d 
d.  b.  wenn  bo  =  ad,  was  nach  2  wirklich  statt  hat   Dabei  Iftsst  sich  jede 
dieser  neuen  Proportionen  leicht  in  Worten  aussprechen;  so  sagt  s.  B.  die 
eben  behandelte  aus:    In  jeder  Proportion  verh&lt   sich   die  Summe   oder 
Differena  der  ersten  Glieder  zum  ersten  oder  zweiten  Gliede,  wie  sich  die 
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Summe  oder  Di£ferenE  der  letzten  Glieder  Eun  dritten  oder  vierten  Gliede 
verhält  —  Hat  man 

x.a:a.y  x:g::g:y  x:y::x  —  h:li  —  y 

BO  dass  nach  Obigem 

*  +  y  1/ — '  i.       2xy       g«  ^ 

az= — ~-^  gEzVxy  h=: — i-^=:-S-  1 

2  B      f     j  x+y       a 

der  Reihe  nach  arithmetisches,  geometrisches  und  harmonisches  Mittel  zwischen 
X  und  y  sind,  so  besteht  somit  auch  die  stetige  Proportion 

a:g::g:h  S 

VergL  93.  —  Ist  1  =  ^—1,  so  verhält  sich 

(+l):i::i:(-l) 
und  es  heisst  darum  i,  als  gewissermaassen  der  Senkrechten  entsprechend, 
in  geometrischer  Anschauung  eine  laterale  ZahL  —  Als  Beispiel  für  zu- 
sammengesetzte Proportionen  mag  Folgendes  dienen:  y^V^ie  hoch  kommt  die 
Berliner-Elle,  wenn  die  Aune  (der  Stab)  3  Fr.  26  Cts.  kostet,  und  300 
Fr.  =:  80  Thlr.  preuss.  Cour,  k  30  Bilbergroschen,  7  Berliner-Ellen  aber  gleich 
4  Annes  sind?^  Man  erhält  nach  der  Aufgabe,  wenn  x  den  Preis  der  Berliner- 
Elle  in  Silbergroschen  bezeichnet,  die  Proportionen 

xSgr.  :  3V4Fr.  z=4:7 

IFr.    :  1     Sgr.  =  80.30:800      ,       ,   „  ,, 
r also  d.  Mult 

X  :13  c=8:7     d.h.    x  =  U%Sgr. 

oder  durch  directes  Raisonnement 

^=^/*'""3ör-T=^^/»^- 

oder  nach  der  sog.  Kettenregel  den  Ansatz: 

1      Berl.-Elle 


X      Sgr. 

7      Berl.-Ellen 

1      Aune 

Wj0(Fr. 
1      Thlr. 


4      Annes 
37^  Fr. 

80   Thlr. 
M   Bgr. 


d.h. 


8.  13  oder 

14%  Sgr. 


7x 

X 

nach  welchen  Mustern  man  sich  leicht  in  andern  Fällen  durchheifen  wird. 


18«  Die  Gleichnngen  zweiten  Grades.  Jede  Gleichung  zweiten 

Grades  lässt  sich  auf  die  Form 

x2-f-2ax  +  b  =  0  1 

bringen,  und  hieraus  folgt  

x2  +  2ax-t-a2  =  a2  —  b  oder  x  =  —  a  +  Va^  —  b  ^ 
Sie  hat  somit  zwei  reelle,  gleiche  oder  imaginäre  Wurzeln,  je  nach- 
dem a2  r==- ,  = ,  <c  b ;  —  2a  ist  gleich  der  Summe ,  H-  b  gleich 
dem  Producte  beider  Wurzeln. 

Hat  die  Gleichung  die  Form 

ox«  +  /9x  +  y  =  0  S 

80  erhält  man  durch  Yergleichung  mit  1 

2o  a  2  a 
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Fllir  die  trigonometriBohe  AnflOsnng  vergL  101.  —  Ist  2.  B.  die  Gleichung 

y2x  +  7  4-  V3X--18  =  V7X  +  1 
gegeben,  so  erh&lt  man  ans  ihr  durch  Quadriren  und  Reduciren  nach  und  nach 

yex«  — 16x  — 126=:x  +  e        und        5x«— 27x— 162z=0 
also  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  und  ans  dieser  nach  4 

_27±y27«+284Ö      27±68_r+9 
*-  10  =      10      --1-8% 

Einselne  hOhere  Gleichungen  lassen  sich  durch  Eweckmässige  Substitutionen 
auf  Gleichungen  Eweiten  Grades  reduciren,  und  dadurch  lösen.  So  geht  z.  B. 
die  Gleichung 

f?— f?=12 

wenn  man  x ''  =  y  setst,  in  die  quadratische  Gleichung 

y*  —  y  —  12s=0       über,  aus  der       y  =  -=— =:«{]^„ 

folgt,  so  dasB  die  vier  Werthe 

xsTl^ss-f-S,  —8,  -f  6,196. i,  — 6,196. i 
der  vorgegebenen  Gleichung  genügen. 

!••  Die  fileichnngen  dritten  Grades.  Jede  Gleichung  dritten 

Grades  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

et 
diese  durch  die  Substitution  x  =  y ö-  "and  allfallige  Umsetzung 

von  y  in  — y  auf 

y34-3ay  — 2b  =  0  % 

a 
und  diese  endlich  durch  die  neue  Substitution  y  =  u auf  die 

^  u 

quadratische  Form 

u6  — 2bu»  — a»==0    woraus  (18)    Vi  =  K±VW^^        • 
folgt.  Da  aber  

x'  — a=lx  — KaJ  Ix ^ .  VaJ  [x g .  FaJ  4 

so  hat  jede  Zahl  a  drei  dritte  Wurzeln,  und  wenn  man 

A^V'b  +  VbH^l?  B  =  V'b  — VP^P  • 

setzt,  so  erhält  man,  zunächst  A  f ür  u  einführend,  die  drei  Werthe 

7,  =  A ^  =  A-i-B 


—  l-4-y=r^^              a                      A+B  .  A— B,;— g 
7« 2 ^-_i4.|^r3, 2— +-- 2-^^^ 

=i A  6 

—  l_tCl3^  a  _      A.-fB      A— Bw— 5 

y« 2       ^""_i_v=:f 2  ^^-^ 

2 ^ 

und  dieselben  Werthe,  die  zusammen  die  sog.  Cardaniscbe  Formel 
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bilden,  würden  sich  anch  durch  Einfübmng  von  B  für  n  ergeben. 
Ist  b^-l-a'  positiv,  so  ist  nur  ji  reell,  für  Null  oder  (101)  negativ 
werden  es  dagegen  auch  72  und  73. 

Führt  man  in  1  den  angegebenen  Werth  für  x  ein,  so  erhUt  man 

y»-(-8 — Äy+(-27-— f+y)=o 

also  2,  wenn  man 

"■9  64 

setst  —  Die  nene  Substitution  für  y  gibt  direct 

u«  — -!^  — 2b  =  0 
u* 

also  3,  sofern  mit  u'  multiplicirt  wird.  —  MultipÜcirt  man  in  4  die  zwei 

letzten  Factoren  rechts,  so  erhält  man  das  Product 

x«  +  xfT  +  fa» 
und  durch  Zufügen  des  ersten  Factors  das  neue  Product  x'  —  a,  d.  b.  die 
Seite  links,  so  dass  4  nachgewiesen  ist   Je  nachdem  für  u  entsprechend  4 
einer  der  drei  Werthe  

eingeführt  wird,  erhUt  man  endlich  für  y  die  drei  Werthe  6;   so  s.  B.  gibt 
der  erste 

-        a        .        aB        .  aB  *    1  « 

yi=-^~X  =  ^""AB"  =  ^^"V=>  =A  +  B 

^  ^^  yb»  — (b»  +  a«) 

etc.  —  Ist  b*-{-a^  negativ,  so  werden  A  und  B,  und  damit  scheinbar  auch 

alle  drei  Werthe  von  y  imaginär,  —  während  gerade  in  diesem  FaUe,  wie  die 

trigonometrische  Lösung  in  101  zeigt,  alle  drei  Wurzeln  reeU  sind.  —  Hat 

man  z.  B.  die  Gleichung 

x»-10x»  +  84x  — 40  =  0 
so  erhält  man  nach  1  und  7 

o  =  — 10      /9  =  34      y  =  — 40      a  =  4      ^  =  5^      Vb«-f-a»  = 


9  27      '       •  8|^ 

also  entsprechend  2 

.  .    2  20      ^ 

^•  +  ¥^-27  =  ^ 
und  nach  6  und  6  successive 

-Vf^=V'(^)+»(i)"i^+'i(w)+(w)" 

2  1,1  ,/ — ff        1  .  .  1     . 

also  endlich  für  die  vorgelegte  Gleichung  die  drei  Wurzeln 

»        2    ,   10       ,  «   ,  ,  «      , 

^i  =  yi~y  =  -3-+-3-=4  x,  =  8  +  i  Xa  =  8-l 

Die  Auflösung  der  Gleichung  2  scheint,  wenigstens  so  weit  es  die  reelle 
Wurzel  anbelangt,  schon  Scipione  dal  Ferro  (Bologna  14..  ~  Bologna  1626; 
Lehrer  der  Mathematik  in  Bologna),  —  bald  nachher  und  unabhängig  von 
ihm  aber  auch,  in  Folge  eines  Aufgaben- Wettkampfes,  Tarte^lia  gefunden 
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jRi  haben.  Letiterer  theflte  seine  Löenng  1639  C^rdano  anf  dessen  inständiges 
Bitten  mit,  nnd  dieser  publicirte  sie  sodann,  anwider  gegebenem  Versprechen, 
aber  allerdings  nnter  Beifügen  des  Beweises  und  Erweiterung  anf  1,  in  seinem 
„Artis  magnn  sive  de  regulis  Algebra  über  unus.  Mediolani  1646  in  fol.% 
worüber  sich  sodann  Tarteglia  in  seinen  „Qnesiü  ed  inveniioni  diverse. 
Yenesia  1646^  mit  Recht  bitter  beklagte;  aber  die  Regel  behielt  dennoch  nach 
wie  Yor  den  Namen  der  Cardaniechen,  wie  z.  B.  schon  die  Titel  der  Schriften 
„A.  G.  Kästner»  Formnla  CardanL  Gottingn  1767  in  4.,  —  E.  Bfiehner» 
Gardanns  Formel.  Hildbnrghansen  1867  in  4.,  •—  etc.",  zeigen. 

tO«  Die  Gleichnngeil  hohem  Grades.  Jede  algebraische  Gleichung 
besitzt,  wie  öauss,  Cauchy,  etc.  nachgewiesen  haben,  eine  Wurzel 
der  Form  a  =  a+bi,  und  läast  sich  somit  durch  (x — a)  ohne  Rest 
theilen.  Es  hat  also  jede  Gleichung  vom  n**"  Grade  nothwendig 
n  Wurzeln,  unter  denen  aber  paarweise  imaginäre  vorkonmien 
können.  Zur  Auflösung  höherer  numerischer  Gleichungen  dienen 
verschiedene  Näherungsmethoden,  praktisch  wohl  am  Besten  die 
Bog.  ReKUla  Fatol  (132). 

Da  in  den  seltenen  Fällen,  wo  praktisch  eine  höhere,  nnd  dann  immer 
nnr  eine  numerische,  dagegen  gar  nicht  immer  nor  eine  algebraische  Gleichung 
Eur  Lösung  vorliegt,  kanm  eine  andere  Methode  als  die  im  Texte  erw&hnte, 
alle  FäUe  beherrschende  Regula  Falsi  (für  welche  ausser  132,  auch  44  und 
60  au  vergleichen  sind)  cur  Anwendung  kömmt,  so  mag  es  hier  genügen,  die 
sog.  Theorie  der  hohem  Gleichungen  mit  folgenden  historisch -literarischen 
Notiaen  zu  bedenken:  Ludovico  Ferrari  (Bologna  1622  —  Bologna '  1565 . 
SchlUer  von  Cardano,  dann  Professor  der  Mathematik  au  Mailand  und  Bologna) 
zeigte,  dass  man  su  jeder  Gleichung  4*«»  Grades  eine  HOlfsgleichung  8«*»  Grades, 
die  sog.  Resolvente  Euler*s,  finden  könne,  aus  deren  Wurzeln  sich  ihre 
Wurzeln  leicht  darstellen  lassen;  vergl.  Cardano's  oben  erw&hnte  Ars  magna, 
—  Enler's  Abhandlung  „De  formis  radicum  nquationum  ctgusque  ordinis 
conjectatio  (Comment.  Petrop.  VI),  ^  etc.  —  Alb.  GIrard  lehrte  in  seiner 
Schrift  „Invention  nouvelle  en  l'Alg^bre,  tant  pour  la  Solution  des  ^quations, 
que  pour  recoignoistre  le  nombre  des  Solutions  qu'elles  re^oivent,  avec  plu- 
sienrs  choses  qui  sont  nöcessaires  k  la  perfection  de  ceste  divine  sclence. 
Amsterdam  1629  in  4.^,  dass  jede  algebraische  Gleichung  vom  n^B  Grade  auch 
n  Wurzeln  habe,  und  der  Coefflclent  der  (n  —  h)^a  Potenz  der  Unbekannten 
die  Summe  der  Combinationen  s&mmtlicher  Wurzeln  zur  Classe  h  enthalte.  — 
Deseartes  fand,  dass  jede  Gleichung  höchstens  so  viele  positive  Wurzeln 
als  Zeichenwechsel,  also  s.  B.  x'-j^Sx  —  5s=0  höchstens  Eine  positive  (und, 
da  sie  für  xs=:  — y  in  y^-^-Sy -\-b=zO  fibergeht,  keine  negative)  Wurzel 
habe.  —  Gauss  demonstrirte  in  seiner  Promotionsschrift  „Demonstratio  nova 
theorematiB  omnem  functionem  algebraicam  rationalem  integram  unius  varia- 
bilia  in  factores  reales  primi  vel  seoundi  gradus  resolvi  posse.  Helmstadii 
1799  in  4<^  zum  ersten  Mal  in  strenger  Weise  die  Richtigkeit  des  im  Texte 
gegebenen  Satzes.  —  Abel  wies  durch  sein  „Memoire  sur  les  ^quations 
algöbriquea  6u  Ton  dtoontre  Pimpossibilitö  de  la  r^solution  de  l'^quation 
gte^ale  da  cinquitoie  degrö.  Christiania  1824  (Auch  Bd.  1  von  Crelle's  Jonr^ 
sal)*^  BACh,  dasa  man  nach  dieser  Seite  zu  einem  gewiesen  Abschlüsse  ge- 
kommen sei  -^  Starm  zeigte  (vergl.  die  in  5  citirte  Algebra  von  Mayer  ei 
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Choqnet),  dass,  wenn  man  su  f  (x)  die  erste  Ableitaog  t^  (x)  (vergl.  65)  auf- 
suche, ^-  ferner  unier  f^  (x)  den  Gegensata  des  Restes  der  Division  von  f  (x) 
durch  f|  (x),  —  unter  f|  (x)  den  Gegensatz  des  Restes  der  Division  von  ^  (x) 
durch  f)  (x),  —  etc.  verstehe,  —  dann  in  diesen  Functionen,  deren  Letste 
fr  (x)  den  Constanten  Werth  a  haben  möge,  x  einmal  durch  «,  und  ein  andermal 
durch  /?  >  a  ersetse  (vro  aber  weder  a  noch  fl  Wurzeln  von  f  (x)  sein  dfkrfen), 
—  und  nun  finde,  dass  die  Reihe  dieser  Functionen  fUr  x=:a  eine  gewisse 
Anzahl  n  Zeichenwechsel  mehr  zeige  als  für  x=:/?,  f  (x)  nothwendig  n  reelle 
Wurzeln  zwischen  a  und  ß  besitze.  Nur  in  dem  besondem,  das  Vorhandensein 
gleicher  Wurzeln  andeutenden  Falle,  wo  acrO  werden  sollte,  also  offenbar 
(vergl.  13)  fiwi  (x)  ein  Theiler  von  f  (x)  ist,  Iftsst  das  Verfahren  im  Such,  — 
es  sei  denn,  man  sondere  diesen  Theiler  ab,  und  bilde  die  Reihe  der  f  noch- 
mals. Ist  z.  B. 

f(x)=x*  — 8x»  +  28x«  — 28X  +  12 

so  erh&lt  man  nach  obiger  Vorschrift  die  Stürmische  Reihe 

fi(x)  =  4x»  — 24x«  +  4ex  — 28 

fi(x)  =  lxt-2x  +  2 

f,(x)  =  2x  — 4  =  2(x  — 2) 

also  hat  f  (x)  den  Theiler  x  —  2;  sondert  man  diesen  ab,  so  erhSlt  man  die 

neue  Reihe 

f  (x)  =  x»  — 6x»+llx  — 6 

fi(x)=:8x«  — 12X  +  11 

f,(x)  =  V.x~V. 
f,(x)  =  8 

nnd  aus  dieser  erhUt  man  für  die  Substitutionen 
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also  hat  die  Gleichung 

X»  — 6x«  +  llx  — 6  =  0 

zvdschen  0  und  Vi  keine,  zwischen  Vt  ^^^  Vt  ®^®  (nftmlioh  1),  zwischen  % 
und  %  ®^^  zweite  (nftmlich  2),  und  zvdschen  Vt  ^^^  Vt  ^^^^^  ®^®  dritte 
Wurzel  (n&mlich  8),  und  die  Gleichung 

X*  — 8x8  +  28x«  — 28x  +  12  =  0 
hat  ausser  diesen  drei  Wurzeln  noch  die  dem  Theiler  x  —  2  entsprechende 
Zwillingswurzel  2.  —  Vergleiche  femer  „La^ange*  Trait^  de  la  r^solution 
des  4quations  num^riques.  Paris  1798  in  4.  (8  6d.  1826),  —  Fonrier»  Analyse 
des  ^quations  d^terminöes.  Paris  1881  in  4.,  —  Moritz  Wilhelm  Diebisch 
(Leipzig  1802;  Professor  der  Mathematik  und  Philosophie  zu  Leipzig),  Lehre 
von  den  hohem  numerischen  Gleichungen.  Leipzig  1884  in  8.,  —  Carl  Heinrich 
GriUTe  (Brannschweig  1700;  Professor  der  Mathematik  in  Zürich),  Die  Auf- 
lösung der  hohem  numerischen  Gleichungen.  Zürich  1887  in  4.  (Zus&tse  1889; 
Bearbeitung  von  Enoke  in  seinem  Jahrbuohe  auf  1841  und  in  Grelle  22),  — 
Karl  Jellnck  (Brttnn  1822;  früher  Professor  der  Mathematik  in  Prag»  jetzt 
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Director  der  k.  k.  GentraliuiBtalt  für  Meteorologie  in  Wien),  Die  Aufldaimg 
der  hohem  numerischen  Gleichungen.  Leipzig  1866  in  4.,  —  etc.^ 

tl*  Gleichnngen  mit  mehreren  Unbekannten.  Hat  man  n  Glei- 
changen mit  n  Unbekannten,  so  können  sie  auf  (n — 1)  Gleichnngen 
mit  (n  —  1)  Unbekannten  reducirt  werden,  indem  man  mittelst  einer 
derselben  eine  Unbekannte  durch  die  übrigen  ausdrückt  und  den 
80  gefundenen  Werth  in  alle  andern  Gleichungen  einsetzt.  Wendet 
man  dieses  EliminatlonSTerfaliren  an,  bis  man  auf  Eine  Gleichung 
mit  Einer  Unbekannten  gekommen  ist,  so  gibt  diese  den  wirklichen 
Werth  derselben,  und  mit  seiner  Hülfe  lassen  sich  sodann  auch  die 
übrigen  Unbekannten  definitiv  berechnen.  So  z.  B.  findet  man  auf 
diese  Weise  aus 

aix-f  biy-fciz=di,  a2X+b2y+C2Z=d2,  a3X+b3y+C3Z  =  ^3  * 
wenn  man  die  sog.  Determinante  (yergl.  34) 

Piq«i^s  — Piq8r2  — Pzqira  +  Pzqari  +  Paqirg— P3q2ri=[p,  q,  r]  f 
setzt, 

^_  [d,b,c]  [d,  c,a]  ^  ^  [d,  a,  b]  ^ 

[a,b,  c]  ^       [a,  b,  c]  [a,b,c] 

In  specieUen  Fällen,  und  namentlich  wenn  alle  Gleichungen  vom 
ersten  Grade  sind,  lassen  sich  oft  sehr  erleichternde  Verfahren  an- 
wenden. So  z.  B.  findet  man  aus  der  halben  Summe  und  der  halben 
Differenz  zweier  Zahlen  durch  Addition  und  Subtraction  diese  Zahlen 
selbst.  Hat  man  femer  z.  B.  zwei  Mengen  m|  und  mj  zu  den  Preisen 
Pi  und  p2,  und  bezeichnet  m  die  Gesammtmenge,  p  aber  den  Durch- 
schnittspreis, so  ist  offenbar 

m .  p  =  mj .  pi  -f-  ni2 .  P2  iind         m  =  mj  +  m2  41 

und  hieraus  folgen  durch  Elimination  von  m  oder  m2 

™|(P  — Pi)  =  m2(P2  — P)  nnd  m(p  — pj)  =  mi(pi  — pg)  B 
womaeb  sich  die  Hauptaufgaben  der  sog.  Alllffations«  oder 
Mlscbonffsrechnonff  lösen  lassen.  — '  Ist  die  Anzahl  der  Glei- 
chungen kleiner  oder  grösser  als  die  Anzahl  der  Unbekannten,  so 
wird  in  ersterm  Falle  die  Elimination  eine  Endgleichung  mit  minde- 
stens zwei  Unbekannten  (eine  sog.  unbestimmte  Gleichung,  der  un- 
endlich viele  Systeme  von  Werthen  genügen ;  s.  22),  —  in  letzterm 
Falle  mindestens  Eine  Gleichung  zwischen  Bekannten  (eine  sog. 
Bedingungsgleichung;  s.  194)  ergeben.  Vergl.  auch  210. 

Hat  man  zwei  Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit  zwei  Unbekannten,  so 

kann  man  die  Elimination  in  sehr  verschiedener  Weise  vollziehen :  Entweder 

rechnet  man  ans  der  Einen  die  eine  Unbekannte  aus,  wie  wenn  die  andere 

bekannt  w&re,   und  sabstituijrt  ihren  Werth  in  die  zweite  Gleichung;   so 

olgen  z.  B.  aus 

3x-f  16y  =  673  6x  +  4y=s286 

saccesBive 
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678  — 15  y      ,.,      _ 
x  = g i^csiei  — 6y 

6(101  — 6y)+4y  =  28e  910^26yc=0 

yzs-^cSÖ  xss  191  — 5.86  =  16 

Oder  man  rechnet  aus  beiden  Gleichungen  dieselbe  Unbekannte  aus,  und 

comparlrt  durch  Gleichsetsung  die  erhaltenen  Werthe;  so  folgen  b.  B.  aus 

14x  +  5y=:826         89x=Uy  — 1609 
Buccessive 

_826  — Ux  _1609  +  89x 

^""  5  y""         14 

??^^  =  l??L-y^  14(826-14x)  =  5(1609  +  89x) 

8619  =  891. X         x  =  9         y  =  ??iriliJ  =  140 

Oder  man  sucht  die  kleinste  Zahl,  in  welcher  die  Coeffldenten  der  einen 
Unbekannten  in  beiden  Gleichungen  enthalten  sind,  multiplicirt  jede  Gleichung 
mit  dem  ihr  fehlenden  Factor,  und  elimiiilrt  durch  Subtraction  oder  Addition 
der  neuen  Gleichimgen,  je  nachdem  die  ausgeglichenen  Glieder  gleiches  oder 
entgegengesetates  Zeichen  haben;  so  folgen  2.  B.  ans 

39x  — 28y  =  82  42x-f  16y  =  486 

da  89  und  42  in  14.89  =  546  =  18.42,  28  und  15  aber  in  15.28  =  420  ent- 
halten sind,  successive 

646.x  — 892.  y  =  448  585.x  — 420.  y  =  480 

546.  x  + 195.  y  =  6818  1176 .  x  +  420 .  y  =  18608 

also  ans  den  ersten  durch  Subtraction 

587 .  y  =  5870  oder  y  =  10 

und  aus  den  letstem  durch  Addition 

1761.x  =  14088         oder  x  =  8. 

Oder  man  multiplicirt  nach  der,  den  Namen  von  Et.  BeKent  (vergl.  dessen 
„Theorie  g^^rale  des  ^quations  algöbriques.  Paris  1779^,  und  verschiedene 
betreifende  Abhandlungen  in  den  Par.  Mem.)  tragenden  Methode  die  eine 
Gleichung  mit  einem  vorlftuflg  unbestimmten  Factor,  addirt  sie  lu  der  andern, 
und  bestimmt  nun  den  Factor  so,  dass  die  eine  oder  andere  Unbekannte  weg- 
fftllt;  so  folgt  z.  B.  aus 

x-j-2y  =  10  4x  +  8y  =  20 

wenn  p  ein  vorl&uflg  unbestimmter  Factor  ist, 

(l  +  4p)x  +  (2  +  8p)y  =  10  +  20p 
also,  je  nachdem  p=i —  y^  oder  pc=  —  Vs  gesetat  ¥rird, 

— y=2  5     d.h.     y  =  4      oder     — -r-x  = r-      d.h.      x  =  2. 

4  o  ö 

In  einzelnen  FUlen  kann  man  Xuch  noch  besondere  EunstgrÜfe  anwenden: 
Hat  sum  c.  B. 

a  ax  —  b       1 


V7=T 


y       b  y  a 

so  erh&lt  man,  wenn  man  die  erste  Gleichung  quadrirt  und  umstOnti  dana 
mit  der  zweiten  multiplicirt,  etc.,  successive 

y         ^*  b         b«  .  .V      VI 

X        a»  X        a» 

a»b  b«  ab» 


»=71 — ui  7=^r»  = 


a4  — b»  -^  ""  a« a*  — b« 
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Hat  man  3,  4,...  Oleichnngen  des  ersten  Grades  mit  3,  4,...  Unbekamiten, 
8o  kann  man  sie  in  gans  analoger  Weise  wie  2  Gleichungen  mit  2  Unbekannten 
behandeln;  so  e.  B.  erhUt  man  aus  den  8  Gleichungen  1,  indem  man  in  Er- 
weiterung Ton  Bezout's  Methode  die  2.  mit  p,  die  8.  mit  q  multiplicirt,  lud 
dann  alle  drei  addlrt 

(•i+«tP+*iq)x  +  (bi+b,P+b,q)y+(Ci+c,p+c,q)£  =  di+d,p-f-d,q 
Setst  man  nun  aur  Bestimmung  von  p  und  q  die  swei  Gleichungen 

^  +  ^P  +  biq  =  0  Ct  +  c,p  +  c,q  =  0 

fest,  und  ad  dir  t  sie,  nachdem  man  letstere  mit  r  multipUcirt  hat,  so  erhUt  man 

^  +  ctr  +  (b,  +  c,r)p  +  (b,  +  c,r)q  =  0 
Hieraus  folgt  aber  fdr 

b»  _  _^  b*  -I-  c*  r        b.  C|  —  b|  c« 

r  = s-        sofort       pss-— .*T   *     =:  r^ — =-=-5 

c,  ^  b,+c,r        bjCg-bjCt 

rs=  — J^  q:=;      bt  +  c^r  _  btC,~b,Ct 

c,  ^  bt+c,r        bjCg  — b,c, 

also  aus  der  frühem  Gleichung 

j—  ^i  +  ^tP  +  ^iq 


_  d^(bt  c,  —  b,  c,)  +  d,  (b,  C|  —  btc,)  +  d,  (b|C,  — b,  cQ 
*i  (N  c,  —  b,  c,)  +  a,  (b,  Cj  —  b,  c,)  +  a,  (bj  c,  -  b,  c^) 

_^  d^  b|  0|  —  d|  bj  Cg  —  d^  b|  Cg  "{-  dg  bj  Ct  -|-  d^  b|  c^  — » d3  b|  C| 

■"a,b,c,  —  a,b,c,  —  a,biC,+  a,b,  Ci+a,biCt  —  ajbtCj 

^  [d,  b,  c] 
[a,  b,  c] 
wie  in  8,  —  und  gans  entsprechend  können  die  Werthe  von  y  und  s  erhalten 
werden.  —  Auch  wenn  die  gegebenen  Gleichungen  höhern  Grades  sind,  so 
Hast  sich  die  Elimination  in  manchen  F&Uen  noch  gans  in  Ähnlicher  Weise 
▼ollsiehen,  besonders  wenn  wenigstens  eine  der  Gleichungen  in  Besishung  auf 
eine  der  Unbekannten  noch  vom  ersten  Grade  ist;  so  folgen  s.  B.  aus 

2]/x  — 6y  =  y  +  8  VariITz=y  +  2 

snecessive 

4(x  — 6y)  =  y«+6y  +  9  x  — l  =  y«  +  4y  +  4 

y*+80y  +  9  ...      .  ^ 

x  =  i — ! — r-^— i —  x=:y'  +  4y+6 

4 

yt_|.80y  +  9  =  4(y«  +  4y  +  6)  3y*-14y  +  ll  =  0 

und  also  nach  18:8,4 

_14  4:yi4«  — 4.3.11_14±8_f8V,  r83V, 

^•"  2.8  "•      6      ""tl  ^~\10 

In  andern  Fftllen  kann  noch  ein  speciell  der  Aufgabe  angepasster  Kunstgriff 
dnrchhelfen;  so  erh&lt  man  z.  B.  aus 

x«  +  -s-«  =  »  x*  +  y«  =  b  y«  +  B«  =  c 

indem  man  die  zweite  Gleichung  von  der  Summe  der  ersten  und  dritten  ab- 
sieht, auf  einen  Schlag 

In  manchen  FUlen  jedoch  Iftsst  sich  die  Elimination  gar  nicht  durchführen, 
und  man  muss  neuerdings  froh  sein,  in  der  Regula  Falsi  ein  Universalmittel 
SU  besitzen,  welches  auch  da  (vergl.  das  in  182  gegebene  Beispiel)  nicht  im 
Btiehe  Usst,  d.  h.  bei  numerischen  Gleichungen  ohne  vollzogene  Elimination 

Wolf»  Hindbiih.    L  ^ 
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die  Unbeltannten  mit  jeder  beliebigen  Annäherung  zu  beBtimmen  erlaubt.  — 
Zum  Scblttsee  mögen  noch  cur  Erlftuterung  der  Mischungsreohnung  folgende 
Beispiele  folgen:  Hat  man  6  Saum  Wein  li  80  Fr.,  und  vrill  sie  mit  Hülfe 
eines  120  Fr.  werthen  Weines  cur  Erstellung  eines  90  Fr.  werthen  verwenden, 
so  hat  man  nach  5  von  dem  2.  Weine  m^ssQ  (90— 80)  :  (120— 90)  =s 2  Saum 
£u  nehmen.  —  Hat  man  4  Loth  18-karatiges  (auf  24  Gewichtstheile  6  Kupfer 
haltendes)  Gold ,  oder  Gold  von  760  Feingehalt  (750  Gold  auf  1000  Theile) 
und  2  Loth  Gold  von  12  Karaten  oder  600  Feingehalt,  so  h&lt  nach  4  die 
Mischung  (4.18+2.12)  :  6  =  16  Karate s  666 Vs  Feingehalt.  —  Will  man  2  ff 
vierzehnlOthiges  (auf  16  Gewichtstheile  2  Kupfer  haltendes)  Silber  mit  acht- 
löthlgem  Silber  mischen,  um  Silber  von  10  Loth  oder  626  Feingehalt  su  her- 
kommen, 80  hat  man  nach  5  von  der  zweiten  Legirung  2  (10 — 14):  (8  — 10) 
^  4  8*  zu  verwenden.  —  Soll  man  3  S  sechspflindigen  (6  S  Zinn  auf  1  ff 
Blei  haltenden)  Zinnes  mit  einer  andern  Zinnsorte  mischen,  so  dass  man  7  ff 
siebenpfündiges  Zinn  (Zinn  von  %  Gehalt)  bekömmt,  so  hat  man  nach  6  hiefDr 
p,  SB  (7  .  %  —  3  .  %) :  (7  —  3)  =  %  oder  achtpfQndlges  Zinn  zu  nehmen.  —  Etc. 

M*  Die  QDbestimmten  GleichllDgen.  Um  z.  B.  eine  nnbestmunte 

Gleichung  der  Form 

ax  -f-  by  ==  c 

wo  a,  b,  c  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Factor,  a<:cb 
und  a  prim  zu  b  sein  BoUen,  in  ganzen  Zahlen  aufzulösen ,  bildet 
man  successive ,  wenn  qi  q2 . . .  Quotienten ,  ri  rj . . .  Reste  sind ,  die 
Hülfsgieichungen 

^  ^    c  — by   ^,^_,^^^^^       _       ^  _ri-r»y 


=  qi  — q2y+Pt     wo     pi  = 


a 


Setzt  man  diese  Operation  fort,  bis  ein  Rest  r2ii  =s  1  wird,  so  werden 
offenbar  für  jeden  beliebigen  ganzen  Werth  von  ph  alle  frühem  p, 
sowie  X  und  y  ebenfalls  ganze  Zahlen,  und  man  erhält  somit  im 
Allgemeinen  unendlich  viele  Auflösungen,  —  in  speciellen  Fällen, 
wo  z.  B.  nur  positive  Werthe  von  x  und  y  Bedeutung  haben  können, 
jedoch  vielleicht  auch  gar  keine. 

Ist  z.  B. 
so  erhilt  man  successive 

x  = — ^  =  e--y  +  p  wo        p-.2_ll 

y  = 5-11=1 -2p  +  q  *1  =  -V^ 

also 

y=s6.q  — 1  x=s8  — 7.q 

Wo  nun  Jeder  gaoee  Werth  von  q  auch  för  x  und  y  ganse  Werthe  gibt  FOp 
q  =r  1  \rird  «.  P.  y  =r  4  und  x  =•  1,  und  diese  ist  sugleich  die  elnsige  Auflösung 
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in  positiven  ganzen  Zahlen.  —  Die  in  unbeatimmten  Qlelchungen  führenden 
Aufgaben  irag»n  auch  oft  den  Namen  von  Dlophant»  der  sich  Eueret  mit 
ihnen  befaaet  an  haben  scheint 

M«  TranscendeDte  Gleiclmngeil.  Einzelne  transcendente  Glei- 
chungen lassen  sich  auf  algebraische  zurückführen ;  so  z.  B.  können 
namentlich  manche  sog.  Expanenllalfflelcbongen  9  d.  h.  Glei- 
chxmgen,  bei  denen  die  Unbekannte  als  Exponent  erscheint,  durch 
Gleichsetzen  der  Logarithmen  beider  Seiten  oder  sog.  Loffarlth* 
miren  auf  Gleichungen  vom  ersten  Grade  reducirt  werden  (vergl. 
26,  27);  alle  mimerlsch^i  transcendenten  Gleichungen  aber  sind 
wie  die  algebraischen  mit  Hülfe  der  Regula  Falsi  (132)  löslich. 

Ist  s.  B. 

,26  oder  (2,5)'^  =  2,5« 


{ir)'-'.'- 


loga 
logb 


so  ergibt  sich  ohne  weiteres  x  =  3l  —  Ist  dagegen 

a«  +  b«*Ä2a.b* 
Bo  hat  man  snecessive 

(a  — b«)*  =  0  asb<  loga=sx.logh 

Ist  endlich 

(-f)'=a»«+«  Ode,  -^=8-  +  ' 

BO  findet  man  nach  nnd  nach 

x*.log8  — xlog8=s(x  +  8)10g8  X*  — XÄX-l-8 

X«  — 2x+1sb4         iL-^lsM±yT        x  =  l±2 

und  so  fort. 

94»  Angatl  der  Gleiclraogeil.  Um  die  in  einer  Aufgabe  aus- 
gesprochenen Beziehungen  zwischen  Bekannten  und  Unbekannten 
durch  Gleichungen  auszudrücken,  denkt  man  sich  Letztere  ebenfalls 
als  bekannt,  und  rechnet  mit  ihnen,  wie  wenn  man  ihre  Richtigkeit 
prüfen  wollte.  Stellen  z.  B.  t  und  T  die  Zeiten  vor,  in  welchen 
zwei  Punkte  einen  Umlauf  vollenden,  und  r  die  Zeit,  in  welcher  der 
erstere  den  andern  je  einmal  überholt,  so  findet  man  auf  diese  Weise 

T.-T-  =  lH-^*7n      d.  h.     r= » 7     oder     t 


t       -^--T      •      T  — t     T  +  T 

und  so  ähnlich  in  andern  Fällen. 

Michael  Silfel  gibt  fai  einem  Anhange  zu  RndolfTs  Coss  (anf  fol.  147  der 
Ansgabe  von  1658)  folgende ,  mit  der  Obigen  übereinstimmende  Regel  zum 
Ansatse  der  Oleichnngen :  „So  dir  furkompt  etwas  au  rechnen,  so  hab  erstlich 
acht  anif  das  facit,  Dafür  sets  1  2Q  (vergl.  15;  fttr  weitere  Unbekannte  braucht 
er  1  A,  1  B,  etc.)  Und  lass  dir  fein  langsam,  die  auifgab  wlderumb  von  stuck 
an  stuck  fürgeben,  also  das  du  mögest  mit  deinem  facit  (das  ist  1  2Q)  handlen 
nach  allen  stucken  derselbigen  auffgab,  so  wirstn  kommen  auff  ein  vergleychang 
sweyer  aalen,  die  wol  ungleych  sind  an  der  verzeychniss ,  aber  doch  gleich 
an  werdt  der  grosse  oder  vile.  Alsdann  redudr  ein  vergleychung  in  die  ander, 
■o  lang  bis  du  kompst  auff  1  2Q  vergleycht  einer  ledigen  zal.  So  ist  denn  1  2Q 

4« 
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resolvirt,  und  die  rechnung  gefunden.  Und  also  hastu  die  Regel^,  —  und 
£ielit  dann  noch  dieselbe  in:  „Für  das  facit  deiner  auffgab  seta  1  2Q*  Handle 
damit  nach  der  auffgab,  bis  du  kommest  auf  ein  eqnatz.  Dieselbe  reduclr,  so 
lang  bis  du  slhest  das  1  2Q  resolvirt  ist^'  zusammen.  —  Seist  man  in  dem 
im  Text  gegebenen  Beispiel  t=li>  und  Tsl2i>,  so  folgt  t=b1>>  6»  27*;  d.  h. 
wenn  sich  Minuten-  und  Stundenzeiger  bei  einer  gewöhnlichen  Uhr  um  12>> 
deckten,  so  kommen  sie  wieder  um  1^  5»  27",  dann  um  2i>  10»  64«,  etc., 
zusammen.  —  Ein  zweites  Beispiel  entnehme  ich  Pollakt  ,,In  einen  Brunnen- 
Kasten,  welcher  180  Eimer  fasst,  münden  zwei  Röhren.  Als  die  erste  8  und 
die  zweite  6  Stunden  lang  geöffnet  war,  hatten  sie  zusammen  bereits  zwei 
Drittel  des  ganzen  Behälters  gefüllt;  und  als  die  erste  11  und  die  zweite  8 
Stimden  geöffnet  war,  fehlten  nur  mehr  6  Eimer,  bis  der  Kasten  ganz  gefüllt 
gewesen  w&re.  Wie  viele  Eimer  liefert  jede  Röhre  in  einer  Stunde?'^  Be* 
zeichnen  wir  die  beiden  gesuchten  Mengen  mit  x  und  y,  so  folgen 

8x  +  6ys=180.-|-s3l20  11  x+ 8  y  =3  180  — 6  =  174 

o 

und  hieraus  nach  21 :  x  ^  10  und  y  ^  8.  —  Ein  drittes  Beispiel  bei  RadoUT 
heisst:  „Drey  machen  ein  gsellschaft  Legt  der  erst  eyn  100  fl.  Der  ander 
200  fi.  Der  Dritt  300  fl.  Und  über  2  monden  legt  der  erst  pfeffer  eyn,  je 
8  fi*  für  1  iL  Der  ander  legt  über  4  monden  ein  eyn  stuck  sylber  ye  ein  mark 
für  7  fl.  Nach  verschiner  jarzeyt  haben  sye  gewunnen  250  fl.  Auss  solichem 
gwin  gepüren  dem  ersten  60  fl.  Dem  andern  110  fl.  Dem  dritten  00  fl.  Ist 
die  frag  wie  vil  des  pfeffere  und  wie  viel  dess  sylbers  sey  gewesen.^  Be- 
zeichnet X  die  Anzahl  der  Pfunde  Pfeffer,  y  die  Anzahl  der  Mark  Silber,  und 
z  den  monatlichen  Gewinn  an  1  fl.,  so  hat  man 

(100.12  +  x.4'-10)zs60  d00.12.zsa90 

o 

(200.12-|-y.7.8)z=110 

Aus  der  dritten  Gleichung  folgt  z  s  V40  >  ^°d  hiefür  geben  sodann  die  erste 
und  zweite  Gleichung  x  s=  240  und  y  ss  Sö^t* 

IV.  Die  Progressionen  nnd  Kettenbrttche. 

ts*  Die  arithmetischen  ProgressioDen.  Die  n  Zahlen 

-fa.(a  +  d).(aH-2d) (a  +  (n— l)d)  1 

Yon  denen  (17)  jede  drei  auf  einander  folgende  eine  stetige  arith- 
metische Proportion  eingehen,  bilden  eine  sog.  arithmetische  Pro- 
gression; a  heisst  erstes»  z  =  a  +  (n  —  l).d  letztes  Glied 9  d 
DIITerenz*  Da  die  Summe  jeder  zwei,  von  beiden  Enden  gleich 
weit  entfernten  Glieder  offenbar  gleich  gross,  so  ist  die  Summe 
aller  n  Zahlen 

2a  +  (n  — l)d  a  +  z   ^  ^ 

s ^ .n^— ^.n  9 

Selbstverständlich  muss  hiebei 

28    _^    ,  z  — a  ^ 

n  =  — ; — ==1H j —  • 

a-f-z  d 
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eine  ganze  Zahl  sein,  und  beispielsweise  wird 

l+3  +  5  +  ...-f  (2n  — l)  =  n2  4 

gefanden.* 

Schon  Rodolff  kennt  in  seiner  „Eflnstlichen  rechnnng"  von  1626  (vergl.  2) 
die  arithmetischen  ProgresBionen ,  und  gibt  für  ihre  Snmmimng  die  2  ent- 
sprechende Regel:  ^Solche  xalen  kürilich  in  ein  snmma  zu  bringen,  nimm 
war  der  stett,  da  ist  besihe  wie  vil  d'aalen  sein,  darnach  addir  die  erst  snr 
letsten,  da  collect  multipicir  mit  dem  halben  teil  d'stett  oder  die  stett  mit  dem 
halben  teil  des  collects  nach  wolgefallen,  das  ans  solchem  mnltipliciren 
kommen  ist,  zeigt  alle  zallen  in  einer  summa.^  —  Nach  2  ist  z.  B.  die  Snnune 
der  (n  —  m  -f- 1)  ^nf  einander  folgenden  ganzen  Zahlen  m,  (m  -|-  1), . . .  n 

(n  +  m)  (n  —  m  + 1)  ,         ,  1,  *.  ^  n  (n  4- 1) 

8  =  ^^ — J — ^-^ ! — -       nnd  speciell  für  m  =s  1       s  =        n^    ' 

Ans  4  folgen  z.  B.  die  von  IVlkomaeh««  •  einem  etwa  zu  Tiber's  Zeiten 
lebenden  Pythagor&er,  entdeckten  Gleichheiten 

1  +  8  =  2*  1  +  8  +  Össd*  l  +  3  +  5+7=s4<        etc. 

Die  arithmetischen  Progressionen  werden  auch  wohl  arilbmettsehc  Reihen 
erster  Ordnung  genannt;  fftr  solche  höherer  Ordnung  vergl.  43. 

t6«  Die  geometrischen  ProgressioDen.  Die  n  Zahlen 

-TT-  a :  aq :  aq2 :  aq* : aq"""*  1 

von  denen  (17)  jede  drei  auf  einander  folgende  eine  stetige  geo- 
metrische Proportion  eingehen,  bilden  eine  sog.  geometrische  Pro- 
gression; a  heisst  erstes 9  z  =  aq°-~^  letztes  Glieds  q  Quotient« 
Die  Sonune  aller  n  Zahlen  ist,  wie  sich  durch  Ausführung  der 
Division  erproben  lässt, 

q_l        q_l 

woraus  durch  Gleichsetzen  der  Logarithmen  gleicher  Zahlen  oder 

sog.  Logarithmiren 

^_log[s(q  — l)  +  a]  — loga  ^ 

logq 

folgt,  —  und  beispielsweise,  wenn  ar>l,  wird 

1,1,1,  1  ^ 

gefunden. 

Auch  die  geometrischen  Progressionen  kennt  Radolff  und  giht  fttr  ihre 

Bnmmatlon  die  2  entsprechende  Regel:   ^Jr  aller  summa  kttralich  zu  erüsren, 

nimm  für  dich  die  erst  und  and*  zal,  divldir  die  grösser  durch  die  kleiner, 

mit  dem  quocient  multiplicir  die  aller  grösst  zal  so  vorhanden,  von  dem 

product  subtrahir  die  aller  kleinist,  behalt  das  übrig.  Subtrahir  darnach  1  von 

dem  vorigen  quocient,  in  das  rest  teil  ab  das  vorbehalten  übrig,  diser  quocient 

zeigt  die  summa  aller  zalen.^  —  Für  a:=l  und  q^2  ergibt  sich  nach  2, 

daas  die  Summe 

ß--14-2  +  4  +  8  +  ...  +  2»-i=a2«— 1  % 

ist,  woraus  speciell  fttr  n  =  64,  da  die  subtractive  1  natürlich  in  diesem  Falle 

vemachlftssigt  werden  darf,  log  s  =  64 .  log  2  =  10,2669200  oder  s  aber  16 
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Trillionen  folgt.  Es  liegt  darin  die  Lösung  der  bekannten  Aufgabe,  die  Anzahl 
der  'WaUenkörner  zn  bestimmen,  welche  der  indische  FUrst  dem  Erfinder  des 
Schachspieles  su  geben  gehabt  bitte,  um  ihm  nach  dessen  Bitte  das  erste  Feld 
mit  1,  das  «weite  mit  2,  das  dritte  mit  4,  das  vierte  mit  8  Körnern,  und  so 
fortan,  su  bezahlen;  den  Scheffel  zu  7  Millionen  Kömer  gerechnet,  w&ren  es 
immer  noch  über  Sy^  Billionen  Scheffel  gewesen.  —  Nach  derselben  Regel 
(für  n^82)  w&re  folgende  bei  RndoUf  vorkommende  Aufgabe  zu  lösen:  „Ein 
ross  Wirt  hingeben  in  Etschlandt,  ist  der  kauff  gestelt  auf  die  82  hnflhegel, 
also  das  man  für  den  ersten  nagel  legen  sol  1  pagadeinlein  (thun  20  paga- 
deinlein  1  creutzer),  für  den  andern  2,  filr  den  dritten  4,  und  so  fort  das  ye 
ein  nagel  zwiret  so  tewr  zalt  werde  als  der  nechst  darvor.  Ist  die  frag  wie 
tewr  das  ross  hinkompt.  Facit  pro  3679189  fl.  mttnts  In  Oesterreich.^  —  Ver- 
nachl&ssigt  man  In  einer  sog.  absteigenden»  d.  h.  als  Quotienten  einen 
ftchten  Bruch  besitzenden,  bis  in's  Unendliche  fortlaufenden  Progression,  die 
dem  n*«>  Gliede  folgenden  Glieder,  so  begeht  man  offenbar  den  Fehler 

a  QB 

Kennt  man  in  einer  geometrischen  Progression  die  Werthe  a  und  ß  des  m**^ 
und  n**B  Gliedes,  d.  h.  ist 

a.q»- 1  =  «       und        a.q"— isas^  % 

also  q.-  =  i-       oder       log  q « l2?£=22i£  s 

a  n  • — m 

so  kann  man  offenbar  Jedes  andere  Glied  leicht  berechnen,  und  bei  bekannter 
Anzahl  auch  die  Summe  aller  Glieder.  So  Iftsst  sich  z.  B.  hiernach  die  Auf- 
gabe lösen,  die  Summe  einer  geometrischen  Reihe  zu  finden,  deren  viertes  Glied 

6,  deren  elftes  und  letztes  Glied  aber  768  betrSgt^  denn  man  hat  somit  nach 

7,  8  und  2  successive 

a.q»  =  6  a.qw  =  768  q^  =  128  q  =  2 

.—  ^        8  2.768  — V4      ,^.^,, 

und  ähnlich  in  andern  FUlen. 

tu.  Die  Zins-  und  ReDtenrechDnng.  Ist  a  ein  Kapital  ^  n  der 

Zins  von  Hundert  oder  der  sog.  Zlnsfüss  und  somit  p  ==  :j~r  der 

Zins  der  Einheit  oder  der  ZliuifBCtor^  so  stellt  offenbar  ap  den 
Jahreszins,  a  (1 4-  p)  den  Werth  des  Kapitals  nach  Einem  und  somit 
»(!+?)■  den  Werth  nach  n  Jahren  vor.  Ist  ausserdem  b  eine  jähr- 
liche Zulage,  und  a.  der  Werth  des  Ganzen  nach  n  Jahren,  so  ist  (26) 

a.  =  a(H-p)"  +  b(H-p)-i  +  b(l-+-p)"-"  +  ...  +  b 

-(.+|).a+P)-} 

und  hieraus  folgt  durch  Logarithmiren 

P_log(b  +  p.a,)  — log(b  +  pa)  ^ 

log  (1  +  p) 
Ist  a.  =  0  und .  b  negativ ,  so  erhält  man  für  die  sog.  Renten- 
reehnnnir  (vergl.  40),   wo  a  das   eingelegte  Kapital   und  b  die 
Rente  bezeichnet, 
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•-•*  pd-fp)-  '  »»-»(iH-p)---!'  °-  log(H-p)  ■ 
Ist  überdiess  b  =  a(p  4-^)9  d*  b.  will  man  ein  Kapital  mit  Hülfe 
eines  starkem  jährlichen  Zinses  amortislren^  so  wird 

log(l  +  p)  ^       (l-|.p)-_l 

gefunden.  (III). 

Ffir  bsxa  gibt  1 

Ä«  =  ~[(l+p)-+i-l]  B 

und  legt  somit  e.  B.  ein  Vater  fOr  seine  Tochter  bei  deren  Geburt,  sowie 
nachher  an  jedem  ihrer  Geburtstage  100  Fr.  zu  4  %  an  Zinsessinsen,  so  ist 
fOr  sie  im  35.  Jahre  eine  Aussteuer  von^ 

100 
-^^  (1,04««  -  1)  =  2600  (2,7726  —  1)  s=s  4431  Fr. 

bereit  —  Aus  2  folgt  für  b  as  0 

log  ao  —  log  a 

log(l+p) 
wenn  also  z.  B.  in  einer  Stadt  von  8000  Einwohnern  während  einer  Reihe 
von  Jahren  jährlich  auf  25  Seelen  eine  Geburt  und  auf  50  Seelen  ein  Todes- 
fUl  eintrat,  und  dadurch  die  Bevölkerung  auf  9151  zunahm,  so  mttssen  zwi- 
schen den  beiden  Z&hlungen,  da  die  jährliche  Vermehrung  2  %  betrug, 

log  9751  —  log  8000      8,9891  —  8,9081       ,^  ,  , 

X  ^  — ^ =^ =  ^ S3 10  Jahre 

log  1,02  0,0086 

verflossen  sein.  —  80U  ein  Anleihen  von  40000  fl.  durch  Verpachtung  eines 

jährlich  1800  fl.  betragenden  Zolles  gedeckt  werden,  so  ist  der  Pachtvertrag 

bei  4  %  nach  3  auf 

log  1800  —  log  (1800  —  40000 . 0,04)         log  9         .^  ^  v 

n  S55   ■   ■  I  ■  .  ■  ■■     ■  nm  •  "5s  — ^— ^-^— —  SS  Od  tJalire 

log  1 ,04  log  1,04 

abzuschliessen.  ~  Soll  ein  aufgenommenes  Kapital  in  20  Jahren  amortlsirt 
werden,  so  ist  nach  4  der  den  üblichen  V/^  %  entsprechende  Zinsfactor  um 

0.046       _      0,046      _ 
^  -  l,04ö«»  - 1  -  3,4117  - 1  -  °'^^^ 
m  erhöhen,  oder  es  ist  das  aufgenommene  Kapital  zu  77  7oo  '^  verzinsen.  — 
Sollen  von  dem  ursprflngliehen  Werthe  a  eines  Inventaree  jährlich  it  Procente 
abgeschrieben  werden,  so  beträgt  sein  Werth  nach  n  Jahren  entweder 

an  S3  a  (1  —  n  p)       so  dass       n  =3  (a  —  a») :  a  p  9 

•der  nach  1  und  2  Ittr  bs:0 

an  ^  a  (1  —  p)"        so  dass        n  =  (log  a.  —  log  a) :  log  (1  —  p)  S 

je  nachdem  man  den  jährlichen  Abzug  auf  den  nrsprtinglichen  oder  auf 
den  jeweiligen  Werth  basirt  In  ersterem  Falle  ist  der  Inventarwerth  in 
nssl  :psl00:3K  Jahren  vollständig  abgeschrieben,  —  in  letzterm  Falle 
eigentlich  nie,  dagegen  kann  nach  8  die  Anzahl  Jahre  berechnet  werden ,  wo 
•b  nur  noch  eine  gegen  den  ursprünglichen  Werth  zu  vernachlässigende  Grösse 
haben  wird.  ^  Ist  bsaO,  so  gibt  1 

a«=:a(l+p>  a  =  a.(l  +  p)—  O 

£b  steUt  also  (1  +  p>  den  Werth  der  Einheit  nach  n  Jahren,  und  (1  +  P)~'" 
den  jetzigen  Werth  einer  nach  n  Jahren  zahlbaren  Einheit  vor.  Ist  bsaa  und 
nuit  die  SinzahluDg  am  Schlüsse  des  n^  Jahres  weg,  so  ist  nach  1 
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«.  =  (a  +  -i)a  +  p>-±-a=ifi±ü^[(l+p).-l]  =  *.2'      lO 

80  dass  (vergl.  26:2) 

Jp  =  (l  +  p)  +  (l  +  p)«  +  (l+p)'  +  ....  +  (l  +  P>  ii 

den  Werth  gibt,  welchen  eine  w&brend  n  Jahren  jährlich  eincnzahlende  oder 

als  Rente  auszubezahlende  Einheit  schliesBlich  repr&sentirt  Ersetzt  man  end- 
lich in  3  die  Grössen  a  und  b  durch  an  und  a,  so  wird 

ao  =  i[l-(l  +  p)-«]=a.r'  W 

80  dass  (vergl.  26:2) 

JP'  =  (l  +  p)-i  +  (l  +  p)-*  +  (l+P)-»  +  ..--  +  (l  +  P)—  w 

den  gegenwärtigen  Werth  bezeichnet,  welche  eine  von  nun  an  während 
n  Jahren  jährlich  zu  bezahlende  oder  als  Rente  zu  beziehende  Einheit  reprä- 
sentirt  —  Zur  Bequemlichkeit  sind  in  Tafel  IHP  fQr  verschiedene  p  und  n  die 
"Werthe  von  (l  +  p)«,  (l  +  p)-»,  £  und  £'  gegeben.  So  z.  B.  gibt  sie  fÄr 
p  =  0,04  und  n  =  20 

(1  +  p)»  =  2,1911  (1  +  p)-»  =  0,40689  2^  =  80,9692  1*'=- 13,6903 
also  sind  bei  einem  Zinsfusse  von  4  %  z.  B.  1000  Franken  nach  20  Jahren 
2191  Fr.  werth,  —  1000  nach  20  Jahren  zahlbare  dagegen  jetzt  nur  456,  — 
ffir  jährlich  eingezahlte  1000  Franken  hat  man  nach  20  Jahren  80969  Fr.  gut 
zu  schreiben,  und  für  eine,  während  noch  20  Jahren  fällige  Rente  von  1000  Fr. 
könnte  man  jetzt  13690  Fr.  bezahlen.  —  8o  ziemlich  als  die  erste  wissen- 
schaftliche Arbeit  Ober  Zinsrechnung  wird  die  Abhandlung  von  Lclbnlts 
„Meditatio  juridico-mathematica  de  interusorio  simplioi  (Act.  Ernd.  1683)^  an- 
gesehen. Aus  neuerer  Zeit  sind  ausser  verschiedenen  früher  genannten  Lehr- 
bfichern  und  einigen  bei  40  citirten  Werken  „Franz  Ferdinand  Sehw^ins 
(Ffirstenberg  1780  —  Heidelberg  1866 ;  Professor  der  Mathematik  zu  Heidel- 
berg), Zlnszinsrechnung.  Darmstadt  1812  in  8 ,  —  M.  Grelsenacb»  Anleitung 
zur  hohem  Zinsrechnung.  Mainz  1826  in  8.,  —  Julius  Ambrosius  Hfilsse 
(Leipzig  1812;  Director  der  polytechnischen  Schule  zu  Dresden),  Die  einfache 
und  zusammengesetzte  Zinsrechnung.  Leipzig  1886  in  4.,  —  Albert  Wild» 
Politische  Rechnungswissenschaft.  Bd.  1.  München  1862  in  8.,  —  etc.**  au 
vergleichen. 

t8«  Die  Kettenbrflche.  Wird  ein  ächter  Bruch  B:A  auf  die  Form 

i:(qi  +  i:(q2H-i:(qs+...))) 

gebracht,  so  heisst  er  in  emen  Ketlenbmcb  verwandelt;  die  ein- 
zeken  Brüche  Vqn  7^29  ••  •  heissen  Erfflnziinssbrtlcbe »  der 
Werth  Ba :  A»  aber ,  auf  den  sich  der  Kettenbruch  bei  Vernach- 
lässigung der  dem  n'"  folgenden  Ergänzungsbrüche  reducirt,  n** 
lYAheranssbracb« 

Nach  Baltzer  machte  Lord  Broaneker  nun  ersten  Male  um  1666  von 
einem  Kettenbruche  (fractio  continue  fracta)  einen  erhebUohen  Gebrauch  (VergL 
Wallis  Opera  I  469).  Für  die  weitere  AusbUdung  sind  theils  die  schon  in 
8 — 5  erw&hnten  Opuscula  posthuma  von  Eugens,  Beitrftge  von  Lambert  und 
Zusätze  von  Lagrange  su  Euler's  Algebra,  —  theils  „Leonh.  Enler»  De 
f^acüonibus  continuis  (Comm.  Petr.  0,  11;  Act  Petr.  1779;  Nov.  Comm. 
Petr.  9),  —  Gangs»  Disquisitiones  generales  circa  seriem  inftnitam  (Conun. 
rec.  Gotting.  1811—1813),  —  August  Ferdinand  Mobliis  (Schulpforta  1790  — 
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Leipsig  186S;  Profeasor  der  Astronomie  nnd  Director  der  Sternwarte  in 
Leipsig),  Beitrige  inr  Lehre  von  den  Kettenbrttchen  (Crelle*B  Journal  7  von 
1880)  9  —  Willielm  Sehelbner  (Ootha  1826;  Profesaor  der  Mathematik  zn 
Leipzig),  Einige  Bemerkungen  über  recnrrirende  Reihen,  welche  auf  Ketten» 
hrfiche  führen  (Leipziger-Berichte  1864),  —  etc.^  zu  vergleichen.  «—  J.  H.  T. 

Miiller  schlag  vor 

1     •     1     •     1     •     1     • 
—  +—  +  —  +  —  + 

qi      qt      q*      q4 

SU  schreiben. 

99.  Die  Ilherugsbrtclie.  Da 

At        1  Ai       q,  A2       qi  +  l:q2      A|q2+Ao 

B^  B2  qa  +  Bg  B,  Bn-^i .  qaH~B— 2  1. 

A3       Ajqs+Ai Ao       A,_i.qo+A«_2 

so  kann  jeder  Nähemngsbruch  aus  den  zwei  vorhergehenden  leicht 
abgeleitet  werden.  Setzt  man  diese  Rechnung  fort,  bis  der  letzte 
Ergänzungsbmch  berücksichtigt  ist,  so  erhält  man  den  wahren 
Werth  B:A  des  Kettenbmches.  —  Mit  Hülfe  obiger  Werthe  von 
Bb  und  Ab  erhält  man  die  Recnrsion 

Bb  .  Aa~l Bb— 1  .  Ab  == (Bb— 1  .  Ab>8 Bb— J  .  Ab— l)  % 

folglich,  da  B2A|  —  BiAg«  —  1  ist, 

Bb  .  Ab^,  — B.-1 .  A.  =  (— l)»-i  S 

woraus  z.  B.  folgt,  dass  Zähler  und  Nenner  jedes  Näherungsbruches 
relative  Primzahlen  sind.  —  Da  nun  ohnehin  der  Werth  eines  Ketten- 
bmches nothwendig  zwischen  zwei  auf  einander  folgende  Näherungs- 
bruche ftdlt,  und  nach  3 

Bb  B^l    ^    (-1)-^  ^ 

ist,   80  findet  sich   der  Fehler   eines  Näherungsbruches   in   leicht 

bestimmbare  Grenzen  eingeschlossen.  Sollte  a:ß  genauer  als  der 
n**  Näherungsbruch  sein,  so  müsste 

Bb^i        g  +1  j 

Ab-1  ß  Ab  .  Ab-1 

werden,  was  nur  für  ßz^^An  möglich;  es  gibt  also  keinen  aus 
kleinem  Zahlen  bestehenden  Bruch,  der  so  genau  als  ein  Nähe- 
mngsbruch  ist 

Es  folgen  unmittelbar 

B>    _.   Bt(q,  +  l:q,)  +  Bo  _   (B,  q, -f  Bp)  qa  +  Bt 
A3          Ai(qt +  l:qj)  +  Ao  (Aj  q, -f  Ap)  q,  +  Aj 

B4   _.  B,(q3  +  l:q4)4-Bt  _   (B,  qa +Bt)  q4  +  B, 
A4          A,  (q,  +  1 :  q4)  -f  A,  (A,  q,  +  Aj)  q*  -f  A, 

etCy  worane  die  im  Texte  gegebenen  AnedrAcke  1   hervorgehen    Mit  ihrer 

Hfllfe  erhUt  man  aodann 
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Bn  Ad^I  —  Bn— 1  Ab  :=  (Bn— 1  q»  +  Dn~2)  A«— 1  —  (An— 1  qo  +  Ab— a)  Bb— 1 

=  —  (Bb— 1  Ab-^  —  Bb— 2  Ab— l) 

oder  2.  —  Offenbar  kann  5  oder  die  Ungleichheit 


ß ,  Bb— 1  —  a  •  Ai 


Ab  •  Ab-— 1 


ß .  Ab-1 

nur  bestehen,  wenn  entweder  /?.Ba— i  —  u.Ab- i<l)  oder  wenn  /9>>Ab. 
Nun  ist  von  gansen  Zahlen  nur  0^1,  und  ea  kann  nicht  /?.Bb— i  —  «Ab— i^O 
sein,  da  diese  die  Gleichheit  a:/9^BB— i  :Ab— i  bedingen  würde;  also  muss 
/?>Ab  sein,  wenn  5  richtig  sein  solL  —  WCknscht  man  s.  B.  Anniherungs- 
werthe  zu  der  sog.  Ladolph'sehen  Zahl  7k:=  3,14159  (vergl.  122)  zu  er- 
halten, so  verwandelt  man  nach  folgendem  Schema  den  Decimalbruch  0,14159 
in  einen  Kettenbruch 

15  +  1 


7 

14159 

100000 

ftS8 

887 

1 

854 

10 

33 

1 

29 

4 

4 

1 

15 
25 


und  sucht  dann  nach  der  in  1 

die  N&herungsbrUche 

0  1 

17  7 

15  15  106 

16  1  113 
415  25  2931 
431   1  3044 

3432   7  24239 

14159   4  100000 


25+2. 

^+JL 

4 
enthaltenen  Regel  nach  dem  neuen  Schema 

jf  =  3V7  =  22:7  • 

=  3»Vi06=333:106 
=  3»Vn3=3ö5:113         • 
=  3  *»/m,i  =  9208  :  2931 
=  etc. 


wo  z.  B.  also  3432  s  431 .  7  +  415,  2931  =  113  .25  +  106,  etc.  Von  den 
N&herungswerthen  sind  die  mit  *  bezeichneten,  welche  je  einem  sog.  Sprunge, 
d.  h.  einem  relativ  starken  Ansteigen  der  Werthe  von  Zfthler  und  Nenner 
vorhergehen,  wie  4  zeigt,  die  Besten.  —  Dass  schon  die  Alten  eine  Kenntniaa 
von  den  N&herungsbrflchen  oder  dann  wenigstens  einen  vorzflgUchen  Taki 
hatten,  geht  trotz  28  aus  der  Thatsache  hervor,  dass  die  meisten  der  von 
ihnen  gebrauchten  Ann&heruugswerthe  (vergl.  z.  B.  359  und  360)  wirkliche 
NAherungsbrUche  sind. 

30»   Die  periodiscben  Kettenbrflche.   Bilden  bei  einem  Ketten- 

bruche  x  die  Nenner  der  Ergänznngsbrüche  Perioden,  so  heisst  auch 

er  periodisch«    Soll  sein  Werth  bestimmt  werden,  so  setzt  man 

für  alle  der  ersten  Periode  folgenden  Perioden  x  ein,  nnd  berechnet 

dann  x  ans  der  entstehenden  Gleichung  zweiten  Qrades. 

So  folgt  z.  B.  aus 

x  =  l:(2+l:(2  +  l:(2  +  ...)))  =  l:(2  +  x) 


sofort 


x«  +  2x  — 1  =  0 


oder 


XÄ  —  l  +  l^sr  0,414 


wo   das   untere  Zeichen,   als   in  diesem  Falle   bedeutungslos,   weggeworfen 
wurde. 
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y.  Die  Gombinatioiiilelire  nnd  Walmehemlidikeitireelunng. 

Sl«  Dia  TariatioiieD.  Sollen  n  Qrössen  auf  alle  möglichen  Arten 

je  SU  li  zusammengestellt  oder  xor  ClaMe  li  varirt  werden,  so 

hftt  man  für  die  erste  Stelle  n  Grössen  zur  Auswahl,  für  die  zweite 

(n  —  1)  7  • . .  für  die  letzte  noch  (n  —  h  -|- 1).   Es  gibt  also 

V(n,  h)^n(n  — l)(n  — 2)....(n  — h  +  l)  1 

solcher  Variationen.  Darf  jedes  Element  beliebig  oft  erscheinen  oder 

soll  mit  Wiederboliing  varirt  werden,  so  bleiben  auch  für  das 

2.,  3.,  etc.  Element  immer  noch  n  Elemente  zur  Auswahl  übrig, 

und  es  ist  daher 

V(n,h,w)  =  n'  S 

die  Anzahl  der  Variationen  mit  Wiederholung. 

So  s.  B.  erh&lt  man  aus  4  Elementen  cor  Claaae  8  die  24  Variationen 

abc  abd  acd  bcd 

acb  adb  ade  bdo 

bac  bad  oad  ebd 

boa  bda  cda  edb 

oab  dab  dac  dbc 

cba  dba  dca  dob 

und  wenn  die  Elemente  wiederholt  werden  dtlrfen,  bo  treten  dasn  noch  die 

fernem  40  Formen  oder  Complexionen 

aaa  aab  aac  aad 

aba      aca      ada 
baa      caa      daa 

abb     aec     add     bbb 

bab      cac      dad 
bba      coa      dda 

bbc     bbd     bcc     bdd 

beb       bdb      che      dbd 
ebb      dbb      ccb      ddb 

€€C     ced     cdd     ddd 

c  d  c       d  c  d 
d  c  c      d  d  c 

Naeh  Baltier  finden  sich  schon  im  16.  Jahrhundert  einige  Ankl&nge  an  die 
Combinatorik ;  aber  jedenfalls  gehört  die  von  Paul  Goldln  (St  Gallen  1577  — 
Grate  1643;  erst  Goldschmied,  dann  Jesvit,  znletst  Professor  der  Mathematik 
in  Wien  nnd  Grati)  pnblieirte  Abhandlung  ^roblema  arithmeticum  de  rerum 
combinaUonibus.  Ylenns  1622^,  worin  er  nnter  Anderm  berechnet,  dass  die 
aus  den  23  Buchstaben  susammensetsbaren  WOrter  über  25  Trillionen  Binde 
k  1000  Seiten  li  100  ZeUen  li  60  Buchstaben  fllllen  wfirden,  su  der  Ältesten 
betreffenden  Literatur.  Blaise  Paaeal  wurde  durch  Fragen  der  sog.  Wahr- 
seheinlichkeitsreohnung  (vergl.  86-— 40)  auf  die  Combinationslehre  geführt^  und 
bebandelte  sie  sodann  in  seinem  mutbmasslich  schon  1653  voUendeten,  aber 
eral  nach  seinem  Tode  erschienenen  ^Traitö  du  triangle  arithm4tique.  Paris 
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1660^'  im  Zueammenhange  mit  den  sog.  flgurirten  Zahlen  (vergi.  42).  Unter 
Complezionen :  Oombinationen  (vergl.  33),  nnd  unter  Variationen :  Permutationen 
(vergl.  32)  verstehend,  disputirte  Lelbnits  1666  zu  Leipzig  „De  complezio- 
nibuB^'  nnd  schrieb  hierauf  seine  „Ars  comblnatoria.  Lipsi»  1668  in  4.  (2  A. 
Francof.  1690)^,  die  jedoch  nicht  gerade  viel  Neues  enthalten  soll.  Dagegen 
gab  Jakob  Bcrnoullt  in  der  nach  seinem  Tode  durch  seinen  Neffen  Nicolaus 
publicirten  „Ars  conjectandi.  Basile»  1713  in  4.  (Franz.  durch  Vastel,  Goen 
1801  in  4.)^  eine  bereits  so  ziemlich  den  heutigen  Bestand  der  Combinations- 
lehre  enthaltende  Abhandlung,  in  der  auch  der  Name:  Permutationen  auftritt 
Immerhin  sind  f&r  die  Gombinationslehre  und  ihre  Anwendungen  auf  die  Ana- 
lysis  auch  die  sp&tern  Abhandlungen  und  Schriften  „L.  Eoler»  Observationes 
analyticsB  varis  de  combinationibus  (Comm.  Petr.  XIH  1751),  —  K.  Fr. 
Hindenbarg»  Novi  systematis  permutationum,  combinationum  et  yariationum 
primn  linen.  Lipsi»  1781  in  4.,  •—  K.  Fr.  Hladeilbiiri^»  Sammlung  combi- 
natorisch-analy tischer  Abhandlungen.  Leipzig  1796 — 1800,  2  Bde.  in  8.,  •— 
Joh.  Christoph  WeingärtneF  (Erfurt  1771  •—  Erfurt  1838;  Pfarrer  und 
Oberlehrer  der  Mathematik  zu  Erfurt),  Lehrbuch  der  combinatorischen  Ana^ 
lysls.  Leipzig  1800—1801,  2  Bde.  in  8.,  —  A.  v.  Ettingsbanven»  Combina- 
torische  Analysis.  Wien  1826  in  8.,  —  etc^  mit  Nutzen  zu  vergleichen. 

SS*  Die  Peniintationen.  Kömmt  die  Anzahl  der  Grössen  mit 
dem  Classenzeiger  h  überein ,  so  heissen  die  Variationen  Permu« 
tatlonen»  und  es  gibt  daher  aus  h  Elementen,  wenn  das  FacultSt 

genannte  Produet 

1.2.3....h  =  h!        gesetzt  wird,        P(h)  =  h!  1 

Permutationen,  —  im  Ejeise  geordnet  jedoch  nur  (h  —  1)!  —  Sind 
unter  den  h  Elementen  p  gleiche,  so  erscheint  jede  Permutation  pl 
mal,  und  es  muss  daher  P  (h)  mit  letzterer  Facultät  diyidirt  weiden, 
wenn  man  nur  die  Anzahl  der  verschiedenen  Formen  erhalten  will. 

Bestehen  die  m  Elemente  aus  zwei  Sorten  p  und  m— p,  so  ist  die  Anzahl 
der  Permutationen  unter  Anwendung  des  in  88  eingefUhrten  Symboles 

1.2...p(p4-l)...(m-~p)(m-~p4-l)...m_/m\,,/    m    \     ä 
1.2 pxl.2 (m  — p)  ""\P/""\m  — p/ 

Beispiele  von  Permutationen  dreier  verschiedener  oder  nvr  zum  Theü  ver- 
schiedener Elemente  sind  in  dem  Variations-Beispiele  von  31  mehrfach  ge- 
geben. —  Das  Anagramm,  in  welchem  Galilei  (vergl.  428)  seine  Entdeckung 
der  Dreigestalt  Saturns  versteckte,  bestand  aus  den  87  Buchstaben  a^.b.e^. 
g .  i* .  1* .  m* .  n* .  0  .  p .  r* .  s* .  t* .  u* .  V*,  aus  denen  sich 

37  I 
(ai)».(8l)«.(4l)«.(6l)  =  <'«"  QuintUllonen 

Permutationen  bilden  Hessen.  Würde  ein  Schreiber  ein  Jahr  lang  so  zu  sagen 
Tag  und  Nacht  solche  Permutationen  aufschreiben,  so  könnte  er  nach  m&ssiger 
Schätzung  kaum  eine  Million  fertig  bringen,  und  wttrde  damit  etwa  5  Riea 
Papier  bedecken ;  1000  Millionen  Schreiber  würden  in  1000  Jahren  eine  Trillion 
vollenden,  wenn  ihnen  nicht  vorher,  auch  bei  Verwendung  aller  Lumpen  der 
Welt,  das  Papier  ausginge.  —  Da  62 1  =  67,00643,  so  können  die  52  Karten 
eines  Spieles  auf  mehr  als  80  Undecillionen  Arten  geordnet  werden,  und  nocli, 
wenn  nicht  einmal  aaf  die  Verschiedenheit  der  18  Karten  jeder  Farbe,  auch 
nicht  auf  die  Anordnung  der  Farben,  sondern  nur  auf  den  Farbenwecheel 


/ 
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gesehen  wird,  auf  (521): [(131)^. 41]  =  2280  QnadrilUoneii  Arten.  Da  ein  Jahr 
£»,72095  Minuten  hat,  so  würden  1000  Millionen  Menschen,  von  denen  Jeder 
Tag  nnd  Nacht  ein  anders  geordnetes  Spiel  geben  würde,  erst  in  12,62828 
=  circa  4^4  Billionen  Jahren  mit  den  2280  Quadrillionen  fertig  werden.  — 
Es  jselgen  uns  diese  Beispiele,  wie  yiel  leichter  es  geht,  grosse  Zahlen  zu 
schreiben,  als  sich  ihre  Grösse  klar  vonsustellen. 

B9m  Di6  CombinatiODen.  Behält  man  von  allen  Variationen, 
welche  die  gleichen  h  Elemente  enthalten ,  je  nur  Eine,  so  erhält 
man  die  Comblnationen  von  n  Elementen  zur  Classe  h,  und  ea 
gibt  somit,  wenn  der  Bruch 

n(n  — l)(n  — 2),..(n  — h  +  l)_/n\ 

1.2.3 h  \h) 

gesetzt  wird, 

C(n,h)  =  (j)  1 

solcher  Combinationen.  Sollen  n  Elemente  zur  Classe  h  mit  Wieder- 
holung combinirt  werden,  so  vermehrt  man  gewissermassen  die 
n  Elemente  um  (h  —  1)  neue  Elemente,  und  es  ist  daher 

C(n,h,w)  =  (°  +  J-1)  t 

Variationen,  Permutationen  imd  Combinationen  zusammen  heissen 
wieder  Combinationen. 

Für  Combinationen  ohne  nnd  mit  Wiederholung  vergL  die  81  gegebenen 
Beispiele,  wo  die  fett  gedruckten  Complexionen  die  Combinationen  der  4 
Elemente  sur  Classe  8  darsteUen,  —  die  übrigen  Je  ihre  Permutationen,  also 
aUe  ihre  Variationen  sind.  —  Die  Richtigkeit  der  Formel  2  Yirird  am  Leichte- 
sten auf  folgende  Art  erwiesen :  W&re  sie  bis  sur  Classe  h  richtig,  so  müsste 
es,  da  man  ofifenbar  alle  Combinationen  sur  Classe  (h-|-0  orh&lt,  wenn  man 
SU  a  die  Combinationen  aller  Elemente  zur  Classe  h,  su  b  diejenigen  aller 
Elemente  mit  Ausnahme  von  a,  su  c  diejenigen  aller  Elemente  mit  Ausnahme 
von  a  und  b,  etc.,  setzt 

C+5-')+C+{-')+ +('t')+(l:) 

solcher  Combinationen  sur  Classe  h  -|- 1  geben,  d.  h.  es  w&re  nach  42 : 4,  wenn 
n  durch  n  -|-  h  —  1  ersetst  wird, 

o(ii,h+i,w)=(»+y 

oder  es  würde  also  2  auch  fDr  die  n&chst  höhere  Classe  bestehen;  nun  ist  2 
offenbar  für  die  erste  Classe  richtig,  —  also  auch  für  die  aweite,  —  also 
auch  für  die  dritte,  —  etc.,  also  allgemein. 

S4l«  Die  Invendonen  und  Determinanteii.  Verändert  man  in  einer 

Reihe  von  Elementen  a  b  c  d . . .  die  ursprüngliche  Ordnung  durch 
Permutation,  so  findet  sich  je  eine  bestimmte  Anzahl  von  Paaren 
gestörter  Elemente  oder  sog.  Inverstonen,  imd  je  nachdem  diese 
Anzahl  eine  gerade  (wie  z.  B.  bei  acdb  mit  den  2  Inversionen 
c  h  und  d  b)  oder  ungerade  (wie  z.  B.  bei  b  c  d  a  mit  den  3  In- 
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Versionen  ba,  ca,  da)  ist,  theilt  man  die  betreffende  PermutationB 
form  einer  ersten  oder  zweiten  Classe  zu.    Hat  man  n  Reihen 
von  je  n  Elementen 

ai  bi  C|  df  . . .        oder        an  slh  ais  a»  . 

82  b2  Cj  dj  .  .  .  ^1  «23  «23  ^4  • 

aj  bj  03  d,  . . .  «si  «n  «33  «34  • 

a|  b4  C4  d^  . . .  a||  842  «43  «44  • 

•    •••  ■••• 

bildet  aiiB  diesen  Elementen  Prodncte  n****  Grades,  indem  man  je 
aus  jeder  Zeile  und  jeder  Columne  ein  Element  verwendet,  und 
legt  jedem  Producte  das  Zeichen  -f-  oder  —  bei,  je  nachdem  die 
in  ihm  wechselnden  Zeiger  eine  Permutation  erster  oder  zweiter 
Classe  darstellen,  so  nennt  man  die  bald  durch  Einschliessen  der 
Elemente  in  eine  Klammer  [a,  b,  c,  d, ...],  bald  durch  ein  Symbol 
^d:«ii«22«33«44*«-  angedeutete  Summe  aller  dieser  Producte  die 
Determtaiiuite  (n^  Ghrades)  des  Elementensystemes. 

Fttr  eine  Anwendung  der  Determinanten  auf  21  verweisend,  muss  ich  midi 
hier  auf  die  hiBtorische  Noüs  beschränken,  dass  iwar  schon  EfCibnlta  die 
Idee  hatte,  der  Algebra  durch  Bildung  combinatorischer,  den  Determinanten 
entsprechender  Aggregate  zu  Hülfe  su  kommen,  —  dass  es  aber  erst  Gabr. 
Gramer  in  seiner  classischen  „Introduction  k  l'analyse  des  Ugnes  courbea 
algöbriques.  Oen^ve  1750  in  4.^  S^l^ngy  diese  Idee  fhichtbringend  su  verfolgen. 
Seither  ist  sie  durch  die  bedeutendsten  Analytiker  -weiter  bearbeitet  worden, 
und  besitst  bereits  ihre  eigene  Literatur;  so  sind  ausser  den  schon  Mher 
erwähnten  Schriften  von  Besout,  Lagrange,  Gauss,  etc.  namentlich  folgende 
Abhandlungen  und  Werke  ansufDhren:  „Charles -Auguste  Vandermeiide 
(Paris  1736  —  Paris  1796;  Academiker  in  Paris;  vergl.  Lac^pöde,  Notice  snr 
la  vie  et  les  ouvrages  de  Vandermonde  in  M4m.  de  l'Inst  Scienc.  math.  1), 
Mtooire  sur  l'^iminatlon  des  inconnues  dans  les  ^quatlons  (M^m.  de  Par. 
1772),  —  CSaaehy»  Memoire  sur  le  nombre  des  valeurs  qu*nne  fonction 
peut  acquirir,  lorsqu'on  y  permute  de  toutes  les  manl&res  possibles  les 
quantitte  qu'elle  renferme  (Joum.  de  l'teole  polyt.  Cahier  17),  —  CO.  J. 
JacobI»  De  formatione  et  proprietatibus  determinantium  (Grelle  32),  —  Arthur 
Cayley  (Richmond  1821;  Rechtsgelehrter  in  London),  On  the  Theory  of 
Determinante  (Cambridge  Transact  Vm  1844),  —  Fr.  Brt^sehl»  Teorica 
dei  determinantL  Pavia  1864  in  4.  (Deutsch,  Berlin  1856),  —  Rieh.  Baltaer« 
Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten.  Leipsig  1867  in  8.  (3.  A.  1864), 
—  etc.« 


u  Die  Wahrschdiolichkeit  Sind  einem  Ereignisse  unter  n  gleich- 
möglichen Fällen  m  Fälle  günstig,  so  nennt  man  m :  n  die  mathe* 
matlsche  Wahrscheinlichkeit  dieses  Ereignisses.  So  2.  B.  sind  (31) 
mit  zwei  gewöhnlichen  Würfeln  6^  =  36  Würfe  möglich ;  will  man 
damit  5.6  werfen,  so  hat  man  zwei  Chancen  (5.6  und  6.5);  alao 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  5 . 6  zu  werfen,  gleich  ^/^  =  Vi«  **  0,056, 
oder  man  hat  den  Wurf  5.6  auf  1000  Würfe  56  mal  zu  erwarten. 
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—  Je  nachdem  für  ein  Ereigniss 

^  n  n  n 

2  2  2         *"      " 

kann  man  sein  Eintreffen  als  unmöglich,  unwahrscheinlich,  ungewiss, 

wahrscheinlich  oder  gewiss  bezeichnen. 

Nachdem  Fermat,  Pascal  (vergl.  81),  etc.  einige  Aufgaben  der  Wahr^ 
scheinlichkeitBrechniiDg  gelOst  hatten,  gab  Hngens  in  seiner  Schrift  „De 
ratiociniis  in  ludo  ale»  (als  Anhang  an  Sehooten's  Exercltatlonum  mathe- 
maticarnm  libri  quinqne,  Lvgd.  Batav.  1667  In  4.,  erschienen)  eine  erste, 
etwas  systematische  Behandlung  und  Begründung  solcher  Berechnungen,  und 
dann  folgte  bald  Jak.  Bemoalira  „Ars  coigectandi  (vergl.  81)^,  durch  welche 
die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  su  einem  eigenen  AVissenschaftssweige  er- 
hoben wnrde,  der  sich  dann  allerdings  seither  noch  ausserordentlich  aus- 
gebildet, und  eine  aiemlich  umfangreiche  Literatur  erhalten  hat,  —  vergleiche 
„Pierre  Ramend  de  MontmoH  (Paris  1678  —  Paris  1719;  Canonicus  an 
N6tre-Dame  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris;  vergl.  sein  Eloge  durch 
FonteneUe  in  Mto.  de  Par.  1710),  Essai  d'analyse  sur  les  jeux  de  hasard. 
Paria  1708  in  4.  (2  M.  1713),  —  M^lYTCt  De  mensura  sortis  (PhU.  Trans. 
1711)  und:  Doctrine  of  Chances.  London  1718  in  4.  (8  ed.  1760),  —  Th. 
SlnpflOii*  Treatise  on  the  nature  and  laws  of  chance.  London  1740  in  4.,  — 
Marie- Jean- Antoine-Nicolas  Caritat  de  C^ntercet  (Ribemont  1748  —  Bourg- 
hi-Reine  1794;  Mitglied  und  sp&ter  8ecret&r  der  Pariser- Academie;  vergl. 
seine  Oeuvres,  Paris  1847«- 1849,  12  Vol.  in  8.,  und  Arago  Oeuvres  U),  Essai 
anr  Papplioation  de  l'analyse  k  la  probabilit4  des  dMslons  rendues  k  la  plu- 
ralit^  des  voix.  Paris  1784  in  4.,  —  Ijaplaee»  Theorie  analytique  des  proba- 
blUt^B.  Paria  1812  in  4.  (8  6d.  1820),  und:  Essai  philosophique  sur  les  pro- 
babiUt^.  Paris  1814  in  8.  (6  öd.  1840;  deutsch  von  Tönnies,  Heidelberg  1819), 

—  Laerolx»  Traitö  ölömentaire  des  probabilitös.  Paris  1816  in  8.  (4  M. 
1888),  —  J.  J.  LIttroWt  Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Wien  1883  in  8., 

—  Qotihilf  Heinrich  Ludwig  Hafen  (Königsberg  1797;  Oberbaurath  und 
Academiker  in  Berlin),  Qrundsüge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Berlin 
1837  in  8.  (2.  A.  1867),  —  Potsson»  Recherches  sur  la  probabilit4  des 
jugements  en  matiire  criminelle  et  en  mati^re  civUe.  Paris  1837  in  4.  (Deutsch 
von  Schnuse,  Braunschweig  1841  in  8.),  —  Jakob  Friedrich  Flies  (Barby 
1773  —  Jena  1848;  Professor  der  Mathematik  und  Pbilosophie  su  Heidelberg 
und  Jena),  Versuch  einer  Kritik  der  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung. Braunschweig  1842  in  8.,  —  Jean-Baptiste- Joseph  Llagre  (Toumay 
1815;  erst  Qehfilfe  an  der  Sternwarte,  sp&ter  Professor  an  der  Milit&rschule 
in  Briissel),  Calcul  des  probabilit^s  et  th^orie  des  erreurs.  Bruxelles  1862 
in  B.j  ^  ^netelet«  Theorie  des  probabilit^s.  Bruxelles  1863  in  12.,  —  R. 
Dedekind«  Ueber  die  Elemente  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (Zlirch. 
IHertelj.  1860),  —  J.  Todhnntert  A  History  of  the  mathematical  Theory 
of  Probability  from  the  Time  of  Pascal  to  that  of  Laplace.  Cambridge  1866 
in  8.,  —  etc.« 

linigd  8nindr0gdin.  Bezeichnen  p  nnd  q  die  zwei  von 
unabhängigen  £2reignissen  günstigen,  m  und  n  aber  die 
möglichen  Fälle,  so  zählen  pn+q  m  die  dem  £intre£fen  mindestens 
eines  von  ihnen,   pq  die  dem  £intre£fen  beider  günstigen  Fälle, 
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während  es  mn  mögliche  Fälle  gibt,  —  also  bezeichnen 

m  .n  m         n  mn        m       n 

die  respectiven  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  des  einen 
Ereignisses  oder  beider  Ereignisse. 

Es  geht  aus  2  hervor,  dasa,  wenn  l:m  die  Wahrscheinlichkeit  des  ein- 
maligen Eintreffens  eines  Ereignisses  bezeichnet,  die  n  malige  Wiederholung 
nnr  noch  die  Wahrscheinlichkeit  l:m''  für  sich  hat,  —  dass  also,  weil  die 
hohem  Potensen  jedes  Achten  Bruches  immer,  und  relativ  rasch,  kleiner 
werden,  jede  vielfache  Wiederholung  unwahrscheinlich  wird.  Entsprechend 
würde  z.  B.,  wie  schon  Laplaee  betont  hat,  einer  durch  iwanzigmaliges 
Wiedererzlhlen  Überlieferten  Thatsache,  wenn  auch  die  Glaubwttrdigkeit  jeder 
einzelnen  Mittheilung  0,9  betragen  wttrde,  nur  noch  die  Glaubwürdigkeit  0,9*®, 
d.  h.  circa  Vs  ankommen.  —  Befinden  sich  z.  B.  In  einer  Urne  a  weisse, 
b  schwarze  und  c  rothe  Kugeln,  und  ist  a-|-b-|-c=sn,  so  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, auf  den  ersten  Zug  eine  weisse  Kugel  zu  erhalten  a:n.  Je 
nachdem  man  sodann  die  Kugel  wieder  hineinwirft  oder  nicht,  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, auch  beim  zweiten  Zuge  eine  weisse' Kugel  zu  nehmen,  entweder 
noch  a :  n  oder  (a  —  1} :  (n  —  1),  —  also  die  Wahrscheinlichkeit,  zwei  weisse 
Kugeln  nach  einander  zu  ziehen  (a:n}*  oder  a(a— 1)  :n(n  — 1),  ^—  etc., 
endlich  die  Wahrscheinlichkeit,  in  a  Zflgen  auch  a  weisse  Kugeln  zu  erhalten 

/±V  oder  ^»-^>'-^ =  1:^M  « 

\n/  n(n^l)...(n^a  +  l  Va/ 

und  zwar  ist  nach  8,  da  a<n,  die  zweite  Wahrscheinlichkeit  kleiner  als  die 
erste.  Halten  wir  nur  den  zweiten  Fall  fest,  so  ist  entsprechend  die  Wahr- 
scheinlichkeit, nachher  erst  alle  schwarzen  und  zuletzt  alle  rothen  Kugeln 
zu  ziehen, 

a    a  — 1  1  b  b— 1  1         ^  c— 1       1^ 

n  •S::ri---n  — a  +  l^n-a'n  — a  — l'-*H^^  c  'c  — l***  1        4 

=zalb!cl:(a  +  b  +  c)l 

Dieselbe  Formel  kann  man  aber  auch  auf  folgende  Weise  erhalten:  Die  n Kugeln 
lassen  sich  nach  82  offenbar  auf  (a  -{-  b  -(-  c)  1 :  a  1  b !  c  1  Arten  permutirea, 
und  von  diesen  möglichen  Fällen  ist  nur  Eine  Anordnung  für  den  Zug  der 
Reihe  nach  gtknstig,  also  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafttr 

(a  +  b  +  c)!  __  alblc! 
alblc!  ""(a  +  b  +  c)l 
wie  oben  in  4.  Hat  man  z.  B.  2  rothe,  8  schwarze  und  2  weisse  Kugeln,  so 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  sie  nach  dieser  Folge  zu  ziehen,  V^q.  —  In  dem 
eben  besprochenen  zweiten  Falle  ist  das  folgende  Ereigniss  von  dem  vorher- 
gehenden nicht  ganz  unabhängig;  aber  es  konnte  dieser  Abhängigkeit  durch 
eine  nach  Eintritt  des  ersten  Ereignisses  vorgenommene  Veränderung  der 
Wahrscheinlichkeit  Rechnung  getragen  werden. 

SV«  Die  relative  Wahneheinlichkeit.  unter  der  relativen  Wahr- 
scliemlichkeit,  dass  ein  Ereigniss  eher  als  ein  anderes  eintreffe,  ver- 
steht man  den  Quotienten,  den  man  erhält,  wenn  man  seine  absolute 
Wahrscheinlichkeit  durch  die  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten  der 
beiden   zu  vergleichenden  Ereignisse  theilt    So  z.  B«  geben  von 
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den  36  Wüifei:^  6  (1 . 6,  2 . 5,  3 . 4,  4 . 3,  5 . 2,  6 . 1)  7  Angen,  tmd 
nur  3  (1.39  ^-^v  ^'^)  ^  Augen,  also  ist  die  relative  Wahrscliein- 
lichkeit  eher  7  als  4  zu  werfen  Vsc^  (*/s6  + Vae)  =  6:  (6  +  3)  =  2/3- 

Wenn  swei  Ereignisse  eenträr  sind,  d.  h.  wenn  Eines  von  Urnen  eintreffen 
miisa»  so  erg&nzen  sich  ihre  "WahrscheinUchkeiten  nothwendig  snr  Einheit^  — 
es  tritt  also  einerseits  fOr  diese  beiden  FftUe  susammen  Gewlsshelt  ein, 
und  anderseits  kömmt  die  relative  Wahrscheinlichkeit  jedes  derselben  mit 
seiner  absoluten  Wahrscheinlichkeit  flberein.  So  s.  B.  sind  es  zwei  contrftre 
Ereignisse,  mit  zwei  gewöhnlichen  Wfirfeln  einen  paaren  Wurf  (Pasch)  oder 
einen  unpaaren  Wurf  su  machen.  Das  erstere  Ereigniss  hat  (85)  die  Wahr- 
scheinlichkeit Vss^Ve»  ^M  letztere  «%e=:Ve}  «o  dass  Ve  +  Ve^^;  ^® 
relative  WahrschelnUchkeit,  eher  einen  unpaaren  Wurf  als  einen  Pasch  su 
erhalten,  ist  somit  % :  (»/e  +  Vt)  =  */•• 

SS.   Die  bfabnuigiwaluicheiiilidikeii   Wird  die  Anzahl  der 

günstigen  und  die  der  möglichen  Fälle  durch  die  Anzahl  der 
günstigen  und  die  der  sfimmtlichen  Versuche  ersetzt,  so  erhält  man 
die  sog.  Erfahrungswahrscheinlichkeit  (Wahrscheinlichkeit  nach  der 
wahrscheinlichsten  Hypothese).  So  z.  B.  warf  ich  mit  zwei  gewöhn- 
lichen Würfehi  unter  100000  Versuchen  5928  mal  5.6,  also  ist 
die  betreffende  Erfahrungswahrscheinlichkeit  0,05928,  was  sehr  nahe 
mit  der  mathematischen  (35)  stimmt 

Meine  schon  im  Texte  erwUinten  sahireichen  „Versuche  zur  Yergleichung 
der  Erfahrungswahrscheinlichkeit  mit  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit 
(Bern.  Ifitth.  1S40  his  1S68)^  ergaben,  wie  ich  glaube,  einige  nicht  uninteressante 
Resultate.  Die  ausgedehnteste  meiner  Versuchsreihen  bestand  darin,  dass  ich 
1S60  mit  swei  gans  gewöhnlichen  (absichtlich  nicht  mit  zwei  zu  diesem  Zwecke 
besonders  sorgfUtig  construirten,  und  auch  nicht  mit  zwei  ganz  schlechten 
oder  gar  gefUschten)  Wttrfeln  1000  mal  so  lange  wflrfelte,  bis  je  jeder  mög- 
Uche  Wurf  wenigstens  Ein  Mal  zum  Vorschein  gekommen  war,  und  mir 
jeden  Wurf  notirte,  —  schliesslich  die  hiefOr  nothwendig  gewordenen  97899 
Wurfe  noch  bis  auf  100000  ergänzte.  Ich  erhielt  so  die  umstehend  mit- 
getheilte  Tafel,  in  Beziehung  auf  welche  ich  vorlftuflg  (einige  weitere  Betrach- 
tungen werden  in  208  folgen)  aufmerksam  mache,  dass  die  in  ihr  enthaltenen 
Reihen  auf  den  ersten  Blick  zeigen,  wie  nahe  schon  die  aus  relativ  wenigen 
Versuchen  abgeleitete  Erfahmngswahrscheinlichkeit  mit  der  mathematischen 
Wahrscheinlichkeit  übereinstimmt,  so  dass  z.  B.  aus  ihnen  fUr  einen  unpaaren 
Wurf  schon  aus  100  Versuchen  die  Wahrscheinlichkeit 

0,88       statt  nach  86 :       4"  =  0,88883       d.  h.  ein  um  5,6  % 

o 

IQ  grosser  Werth  folgt,  ~  dass  die  tJebereinstimmung  allerdings  mit  der 
Anzahl  der  Versuche  zunimmt,  indem  1000  Versuche 

0,886  oder  einen  nur  noch  um  0,82  % 

an  grossen  Werth  ergeben,  —  dass  dann  aber  später  in  Folge  der  nunmehr 
in's  Gewicht  fallenden  tJnvoUkommenheit  der  Versuche  (hier  zunächst  der 
Würfel)  ein  Btagniren  eintritt,  und  so  z.  B.  10000  Versuche 

0|8861  oder  einen  immer  noch  um  0,21  % 

Wolf,  Hiadteoh.  L  ^ 
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Es  ersehien  unter  den  Würfen  1  bis 

Unter  1000 

Versnohen 

Wurf 

100 

1000 

10000 

100000 

als 

im 

liliii*t«lnAiMl 

4  mal 

«niar 
Wurf 

l«tat«r 

3  n«! 

8  mal 

Warf 

1.1 

2  mal 

23 

241 

2455 

39 

1 

0 

25 

139 

1.2 

5 

71 

539 

5656 

264 

12 

1 

56 

14 

1.3 

4 

46 

487 

4631 

192 

11 

1 

46 

32 

1.4 

6 

53 

515 

5245 

214 

12 

1 

55 

24 

1.5 

5 

53 

566 

5737 

273 

11 

0 

58 

16 

1.6 

6 

54 

512 

5004 

283 

21 

2 

58 

26 

•  .• 

0 

34 

330 

3253 

73 

2 

0 

80 

84 

2.3 

9 

54 

568 

5697 

263 

11 

1 

52 

14 

2.4 

9 

57 

618 

6197 

334 

19 

2 

60 

7 

2.5 

6 

70 

639 

6529 

401 

23 

0 

59 

11 

2.6 

9 

63 

599 

5869 

299 

18 

0 

66 

16 

Z^Z 

1 

20 

231 

2179 

23 

0 

0 

21 

181 

8.4 

9 

51 

531 

5140 

269 

17 

2 

56 

20 

8.5 

3 

45 

549 

5377 

243 

15 

1 

51 

29 

8.6 

2 

45 

508 

5001 

209 

10 

0 

46 

18 

4.4 

6 

83 

292 

2930 

63 

1 

0 

31 

97 

4.5 

5 

61 

612 

6186 

357 

18 

0 

58 

14 

4.6 

7 

63 

538 

5436 

253 

6 

0 

64 

19 

B.9 

1 

32 

286 

2982 

77 

1 

0 

22 

101 

5.6 

3 

50 

570 

5928 

297 

19 

1 

65 

20 

6.6 

2 

22 

269 

2668 

53 

1 

0 

26 

118 

paar 

12 

164 

1649 

16467 

328 

6 

0 

155 

720 

impaar 

88 

836 

8351 

83533 

4151 

223 

12 

845 

280 

ja  100000  VerBuche 

0,88533  oder  einen  sogar  nm  0,24  % 

tu  grossen  Werth  finden  lassen,  —  dasa  femer  bei  einer  bestimmten  AnaaU 
von  Versnchen  die  sich  daraus  ergebende  Erfahrungswahrsoheinllohkeit  um 
so  weniger  von  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit  abweicht,  je  grösser 
letstere  ist,  indem  s.  B.  aus  je  10000  Versuchen  die  Wahrscheinlichkeit,  einen 
unpaaren  Wurf  in  werfen 

0,8351       stau       V,  ==  0,83333       also  nur  um       0,21  % 
diejenige  einen  paaren  Wurf  zu  werfen 

0,1649       statt       Vi  =  0,16667       also  schon  um       1,06  % 
diejenige  denselben  unpaaren  Wurf  zweimal  nach  einander  lu  werfen 

0,0027  stau  (Vis)*  =  0,00309  also  sogar  um  12,64  7o 
etc.,  unrichtig  gefunden  wurde,  ^  das«  also,  um  eine  bestimmte  Genauigkeit 
SU  erhalten,  in  entsprechendem  Maasse  wie  die  Wahrscheinlichkeit  abnimmt, 
die  Anzahl  der  Versuche  zunehmen  muss,  —  etc.  —  Wie  schon  oben  an- 
gegeben, waren  durchschnittlich  97,899  Wflrfe  nöthig,  um  jeden  möglichen 
Wurf  mindestens  einmal  zu  erhalten.  Es  mag  diesem  Resultat  beigefQgt 
werden,  dass,  während  theoretisch  genommen  jene  Zahl  zwischen  21  und  oo 
schwanken  könnte,  sie  factlsch  bei  allen  1000  Versuchen  nie  unter  34  und 
Die  über  341 ,  ja  nur  114  mal  unter  60  und  nur  147  mal  über  140  ging.   Es 
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geht  bieranfi  herror,  wie  aelten  extreme  Fille  eintreten,  jedoch  darf  man  sie 
nicht  alB  quasi  unmöglich  betrachten:  80  £.  B.  ist  beim  Anstheilen  eines 
Spieles  von  52  Karten  unter  4  Spieler  nach  82  unter  2230  Quadrillionen  mög- 
licher FUle  nur  Ein  Fall  vorhanden,  in  dem  jeder  Spieler  nur  Bine  Farbe 
erhUt,  und  doch  soll  sich  dieser  Fall  (vergl.  Grüner ts  Arohiv  47,  pag.  457) 
vor  Kunem  in  Husum  wirklich  ereignet  haben,  —  dtlrfte  nun  aber  allerdings 
binnen  Tausenden  von  Jahren  nicht  wieder  vorkommen. 

B9.  Die  Wetten  und  laxardspiele.  Bei  einer  Wette  oder  einem 
Spiele  sollen  Bich  offenbar  die  Einsätze  (P,  Q)  ebenso  wie  die  Wahr- 
scheinlichkeiten zu  gewinnen  (p,  q)  verhalten,  d.  h.  es  soll 

P :  Q  =  p :  q  oder  p  .  Q  s=:  q .  P 
sein.  Das  Prodnct,  aus  der  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen  und  dem 
zu  hoffenden  Gewinn  nennt  man  ErwartaoK  (Lucrum,  espirance 
maihämatique),  und  es  ist  somit  eine  Wette  oder  ein  Spiel  nur 
ehrlieb  9  wenn  beide  Parteien  gleiche  Erwartung  haben  können. 
Bei  den  aus  90  Nummern  bestehenden  Zahlenlotterien  z.  B.  werden 

nun  je  5  Nummern  gezogen,  und  damit  also  z.  B.  I  a  )  ==  10  Amben, 

2  1  ===  4005  Amben  gibt,  —  also  ist  die 

Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  gewisse  Ambe  herauskomme,  ^Vioes? 
diejenige,  dass  sie  nicht  herauskomme,  ^^^/mos»  — '  ^^  sollten 
sich  Einsatz  und  möglicher  Gewinn  wie  10:3995  verhalten,  oder 
Q SS 399,5. P  sein.  Bei  dem  französischen  und  dem  Berliner  Lotto 
wurde  aber  für  eine  gewonnene  Ambe  nur  das  270fache  der  Ein- 
lage bezahlt,  somit  nur  das  269fache  als  Gewinnst,  —  also  waren 
die  Spielenden  bedeutend  übervortheilt 

In  Besiehimg  anf  die  Ehrlichkeit  der  OiTentlichen  Spiele  sagte  schon 
George-Louis  Ledere  de  Bnffon  (Monthard  1707  —  Paris  1788;  Director 
des  Natoraliencabinets  und  Mitglied  der  Academie  an  Paris;  vergl.  sein  Eloge 
in  Mta.  de  Par.  1788):  „1^  banqnier  n'eet  qn'nn  iUpon  avonö  et  le  ponte 
nne  dnpe,  dont  on  est  convenu  de  ne  pas  se  moquer.''  -=-  In  einem  sonst  sehr 
müssigen  Bchriflchen  „Mannel  de  la  loterie  nationale  de  France  ou  livre  des 
songes.  Nonv.  ed.  Paria  An  VI  in  IS.'^  sind  die  beim  fransöslschen  Lotto  von 
1768  bis  1793  gezogenen  Nummern  vollst&ndig  verceiohnet  Auf  628  Ziehungen 
▼on  je  5  Nummern  erschien 


Xr. 

mal 

Sr. 

i^^i 

Vr. 

i^^i 

Vt. 

mal 

Nr. 

m$l 

Blr. 

mal 

1 

80 

9 

88 

17 

43 

35 

38 

38 

83* 

41 

39 

3 

86 

10 

86 

18 

38 

36 

85 

84 

39 

43 

43 

8 

88 

11 

84 

19 

80 

37 

43 

35 

40 

48 

35 

4 

81 

13 

39 

30 

35 

38 

81 

86 

48 

44 

87 

5 

89 

18 

30 

31 

43 

39 

37 

87 

48 

45 

37 

6 

89 

14 

81 

33 

49 

80 

40 

38 

88 

46 

35 

7 

89 

15 

85 

38 

38 

81 

83 

89 

86 

47 

88 

8 

38 

16 

83 

34 

37 

83 

44 

40 

88 

48 

89 

6» 
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Nr. 

mal 

Kr. 

mal 

Hr. 

mal 

Nr. 

mal 

Nr. 

mal 

Nr. 

mal 

49 

81 

56 

28 

63 

45 

70 

82 

77 

28 

84 

89 

50 

88 

57 

85 

64 

41 

71 

41 

78 

87 

85 

80 

51 

87 

58 

26 

65 

24 

72 

28 

79 

28 

86 

89 

52 

87 

59 

87 

66 

85 

78 

42 

80 

86 

87 

82 

53 

87 

60 

80 

67 

86 

74 

85 

81 

28 

88 

50 

54 

85 

61 

85 

68 

82 

75 

44 

82 

48 

89 

80 

55 

82 

62 

42 

69 

28 

76 

42 

88 

88 

90 

40 

"Während  aleo  gem&ss  der  ^90  =  Vi  8  betragenden  Wahrscheinlichkeit  aus 
Einer  Ziehung  hervorzugehen,  durchschnittlich  jede  Nummer  in  sftmmtliehen 
Ziehungen  628 :  18  ^  84%  mal  erscheinen  sollte,  wurde  im  Min.  Nr.  18  nur  20, 
im  Max.  Nr.  88  aher  50  mal  gezogen,  und  dabei  ist  merkwflrdig,  dass  daa 
Mittel  dieser  extremen  Werthe  85,  oder  also  so  zu  sagen  die  obige  Mittelzahl 
ergibt,  und  dass  aich  gegen  diese  letztere  Überhaupt  Alles  hindr&ngt,  indem 
20—26  27—81  82—87  88—42  43—50    mal 

7  22  30  23  8        Nummern 

gezogen  wurden. 

40«  Die  Mortalität  Bezeichnet  (m)  die  Anzahl  der  Personen 
ans  einer  abgeschlossenen  Bevölkerung,  welche  das  Alter  von  m 
Jahren  überschreiten,  und  ist  (m+1),  (m+2),  etc.  die  Anzahl  der 
Individuen  derselben  Personengruppe ,  welche  das  höhere  Alter 
m-f-1,  ni  +  2,  etc.  erreichen,  so  finden  sich  die  Wahrscheinlich- 
keiten für  die  angenommenen  Alter  je  das  nächste  Jahr  zu  durch- 
leben 

_(mH-l)  (m  +  2)  _(m  +  3)  ^ 

P"""      (m)  P"+^'*(m  +  l)        P"+^""(m  +  2)  ••*       * 

Femer  finden  sich   die  Wahrscheinlichkeiten   für  den  m -jährigen 
successive  die  nächsten  1,  2,  3,...  Jahre  zu  durchleben 

(m+l)_  (m+2)_ 

Multiplicirt  man  diese  letztem  Wahrscheinlichkeitswerthe  sämmtlich 
mit  ein  und  derselben  grossen  Zahl,  z.  B.  mit  10000,  so  erhält  man 
die  Werthe,  die  in  den  gebräuchlichen  Mortalitätstafeln  QU)  für  die 
verschiedenen  Alter  als  Anzahl  der  Lebenden  angegeben  sind, 
und  als  Grundlage  der  Renten-  und  Versicherungsrechnungen  dienen. 
Diese  Werthe  sind  natürlich  nicht  mit  den  wirklich  in  den  ver* 
schiedenen  Altersklassen  Lebenden  einer  bestimmten  Bevölkerung 
zu  verwechseln.  —  Trägt  man  die  Alter  m  als  Abscissen  und  die 
Anzahlen  (m)  der  Lebenden  nach  der  Mortalitätstafel  als  Ordinalen 
auf,  so  erhält  man  die  sog.  MortalUStscarre»  welche  beim  hoch* 
sten  Alter  m'  durch  die  Abscissenaxe  geht.  Theilt  man  den  Inhalt 
der  von  dieser  Curve,  der  Ordinate  (m)  und  dem  Stücke  m' — m  der 
Abscissenaxe  bestimmten  Fläche  durch  (m),  so  erhält  man  die  sog. 


(m-f-3)  ^ 

— ^^jT— =Pm.pm+l.pm+a)-    * 
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■dtUore  Iiebensdaaer^  während  die  Anzahl  der  Jahre,  welche 
die  in  dem  Alter  m  noch  Lebenden  auf  die  Hälfte  redncirt,  die 
wahnchelnllche  Lebeiudauer  dieses  Alters  genannt  wird. 

Dia  obigen  AnBeinanderseiniiigen  sind  den  neusten  Ansichten,  nnd  nament- 
lieh  deigenigen  entsprechend,  weiche  mein  lieber  Frennd  Qnstav  Zcnncr 
(Chemnits  1828;  Professor  der  Mechanik  am  sohweiserischen  Polytechnikum) 
demnlehst  in  einer  eigenen  Schrift  su  entwickeln  gedenkt  FrOher  legte  man 
#  sich  diese  Verhftltnisse  in  ungenauerer  Auffassung  gewöhnlich  in  folgender 
Weise  aurecht:  Bezeichnet  Nq  die  Anzahl  der  j&hrlichen  Qeburten  (Geburts- 
register), Im  die  Aniahl  der  Individuen  von  n  Jahren  (Volkssihlung) ,  Gn  die 
Ansahl  der  zwischen  n  und  (n-j-l)  Jahren  Gestorbenen  (Todtenregister)  und 
Kb  die  Anzahl  der  von  den  N^  Geborenen  nach  n  Jahren  noch  Lebenden,  so 
steUt  angenihert  Gn  :  Ln  die  Mortalität  zwischen  n  und  (n-|-l)  Jahren  dar, 
und  man  hat 

No^Ni  =  Go         Nj  — N,  =  Ni-^...         N«  —  N.+i  =  N«  . -^       S 

woraus  sich  successive  N^,  K|,...  berechnen,  und  ebenfalls  zu  einer  Art 
MortaUtfttBtafel  zusammensteUen  lassen.  Bezeichnet  B  die  Bevölkerung  eines 
Landes  lu  einer  gewissen  Zeit,  G  die  Anzahl  der  jfthrlichen  Geburten,  T  die- 
jenige der  Todesf&Ue,  —  sind  femer  B'G'T',  B"G''T'',  etc.,  dieselben 
Grössen  fllr  folgende  Jahre,  —  und  setzt  nun  die  Anzahl  der  Geburten  und 
TodesflUle  der  Bevölkerung  proportional,  so  hat  man 

B*  =B  +G  — T  =B  (l4-g-t)c=B.r 

B"  =  B'  +  G'— T's=B'(l+g  — t)  =  B',Tc=B.r« 

ete.,  oder  es  steigt  in  diesem  FaUe  die  Bevölkerung  nach  geometrischer 
Progression.  Ltagre  fand,  dass  man  für  Belgien  r er  1,0062  setzen  dürfe, 
wfthrend  r  :=  1  offenbar  einer  staUonftren  Bevölkerung  entsprechen  VTttrde.  — 
Wlre  die  Bevölkerung  eines  Landes  au  einer  gewissen  Zeit  a,  und  wttrde  sie 
mtsprechend  obiger  Annahme  nach  1,  2,...  n  Jahren  a.r,  a.r*,...  Assa.r» 
betragen,  so  hätte  man 

log  r  ®  n 

und  hienaeh  ergäbe  sich  z.  B.  fllr  a  =  2  und  A  =  1000  Ifillionen,  wenn  man 
r=s  1,0062  setzen  wttrde,  n  =  8240,  —  und,  wenn  man  ns=6000  setzen 
wttrde,  rc=  1,0088,  —  an  welche  Zahlen  sich  aUerlei  naheliegende  Betrach- 
tungen anknftpfen  lassen,  auf  welche  ich  schon  Ende  der  ÖO*'  Jahre  bei  ein- 
tretender Discussion  ttber  die  Möglichkeit  der  Abstammung  aller  Menschen 
von  Einem  Eltempaare  hinwies.  —  Yergl.  im  weitem  für  Mortalitätsbestim- 
mnngen,  Rentenermittlungen  und  Verwandtes  „Joh.  Peter  SfiMinlleh  (Berlin 
1707  —  Berlin  1767;  Oberconsistorialrath  und  Academiker  in  Berlin),  Die 
göttliche  Ordnung  in  den  Veränderungen  des  menschlichen  Geschlechts,  aus 
der  Geburt,  dem  Tode  und  der  Fortpflanzung  desselben.  Berlin  1740  in  8. 
(4.  A.  durch  Chr.  Jak.  Baumann,  Berlin  1775—1787,  8  Bde.),  —  Th.  SlmpsOüt 
TheDoctrine  of  Annuiües  and  Reversions.  London  1742  in  8.  (New.  ed.  1776), 
—  Francis  BaUy  (Newbury  1774  —  London  1844;  Geldmäkler  in  London 
und  Präsident  der  Roy.  Astronom.  Soc),  The  Doctrine  of  Ihterest  and  Annuities 
aaalytieaUy  investigated  and  expUdned.  London  1808  in  4.  (Deutsch  von 
Schnuse,  Weimar  1880  in  8.),  —  Job.  Heinrich  ülejrer»  Etatsrath  und  Director 
der  Wtttwencasse  zu  Kopenhagen:  Anleitung  zur  Berechnung  der  Leibrenten 
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lud  AnwartBchAffcen.  Kopenhagen  1823,  2  Bde.  in  8.,  —  J.  J.  v.  Uttrsw« 
Anleitung  znr  Berechnung  der  Lebensrenten.  Wien  1829  in  8.,  —  G.  Hobbard« 
De  Porganisation  des  soci^t^s  de  pr^voyance  ou  de  seconrs  mutnels.  Paris 
1862  in  8.,  —  Th.  WIttiteln»  Mathematische  Statistik  und  deren  Anwendung 
auf  Nationalökonomie  und  YerslcherungswissenBchaft.  Hannover  1867  in  4^ 
—  Bailleoz  de  Marisy,  Des  Assurances  sur  la  vie  (Revue  des  denx  mondes, 
Fevrier  1867),  —  O.  F.  Knapp«  Vorstand  des  statistischen  Buieau*8  au 
Leipzig:  Ueber  die  Ermittlung  der  Sterblichkeit  aus  den  Aufseichnungen  der 
Bevölkerungsstatistik.  Leipsig  1868  in  8.,  —  etc.*^ 

VI.  Der  binomiidie  Lehnatz. 

41«  Begriff  des  binomischen  Lehrsaties.  Multiplicirt  man  n 

Binome  (a  + 1»)?  (&  +  0)9  a  +  d), . . .  mit  einander,  und  setzt  sodann 
b  s=  0  «s  d  sas . . . ,  so  erhält  man  (33) 

oder  den  sog.  binomischen  Lehrsatz  für  ganze  Exponenten. 

Bezeichnet  man  eine  Summe  von  Produoten,  welche  den  CSombinatlonen 
von  n  Elementen  b,  c,  d, .. .  zur  Classe  h  entsprechen ,  mit  O  (b,  c,  d,...)» 
so  erhält  man  offenbar  durch  einfache  Multiplication  der  n  im  Texte  er- 
wähnten Binome 

a»  +  C*  (b,  c,  d, . . .)  a»-»  +  C«  (b,  c,  d, . . .)  a«-»  + 
-j-  C»  (b,  c,  d, . . .)  a«»-" 4- . . .  +  C«  (b,  c,  d, . . .) 
und  hieraus  ftb*  b  =  cs=d=:. . .  nach  38  unmittelbar  den  im  Texte  enthaltenen, 
auch  unter  der  Form 

(a  -f  b)» an  a»—'       b'  a»-*       b*    .         .    b» 

nl      •""nl'+'Cn-l)!*  11  +(n  — 2)!'  21  '^•••"*"  n! 

darstellbaren  Sats,  der  zugleich  begründet,  warum  das  Symbol  ^^^  zumeist 

unter  dem  Namen  Binomialcoeflleient  bekannt  ist  Die  Folge  der  Binomial- 
coefAdenten  wird  für 

nssO  1 

1  11 

2  12      1 

8  13      8      1 

4  14      6      4      1 

5  1      6     10    10     5      1 

■  ■  ■ 

•  •  • 

und  diese  von  Pascal  als  Triangulus  arithmeticus  bezeichnete  Zahlenfolge, 
deren  Bildungsgesetz  in  42:1,2  enthalten  ist,  —  und  damit  die  erste  Spur 
des  binomischen  Lehrsatzes,  der  dann  allerdings  erst  durch  IVewton  in  all- 
gemeiner Form  aufgestellt  wurde,  findet  sich  schon  in  der  1544  durch  Stffel 
(vergL  2}  herausgegebenen  „Arithmetica  integra^.  —  Bildet  man  successive 
das  Product  (a-fb-f-c-f-***)'^»  ^^  erkennt  man  leicht,  dass  seine  Glieder 
die  Variationen  der  Elemente  a,  b,  c, . . .  zur  Classe  n  mit  Wiederholung  dar- 
stellen, und  dass  Jedes  Glied 


a 
a 


.b'^.c^...  wo  o+/J-|-y  +  ...ssn 


—  Der  binomisohe  LehrMts.  — 

ist,  80  oft  erschelnti  als  sich  die  Complezion 

^•ft*«*a.b.b...b.c.o...c...  nj 

*      ^      '  ^      '      "      V  permutiren  l&sst,  d.  h. 
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^  ß  r        '"  a\ß\f\,,. 

maL  Man  kann  also 

(a  +  b  +  c  +  --0°  =  i:,,.°', .".b'».c»'... 

u\  pi  f\  ... 

aetaen,  und  in  dieser  Gleichheit  besteht  der  sog.  polyn^mlaebc  LehFsatB. 

4t.  Eigensckaften  des  Symboles  n  Aber  L  Das  (33)  eingeführte 

Symbol  (Jj  hat  verschiedene  merkwürdige  Eigenschaften.    Sind  n 
nnd  h  ganze  Zahlen,  so  ist 

(S)  =  (nlh)         BOZ.B.         (S)  =  (S)-=1  t 

und  wenn  anch  nur  h  einen  ganzen  Werth  hat 

ft=i)+erV(E)-(°f)-(.-.)         » 
("i-)=(s)  {{)+(?)  (.i,)+-+U)(s)     • 

Es  können  z.  B.  diese  Beziehungen  zur  Sommation  der  sog.  flgorlr» 
ten  Zahlen  verwendet  werden. 

Die  Besiehnngen  1  nnd  2  verifloiren  sich  leicht;  um  dagegen  8  an  erhalten, 
▼ersichert  man  sich  erst  der  Gleichheit 

=^(S)0.=k)+^U^)(bJ£-i) 

schreibt  sodann  diese  tXa  ksO,  1,  2,...  (h  —  l)  anf,  und  erhUt  nnn  als 
Bnmme  die  Recnrsionsformel 

-(if)(S)+(?)(h'?,)+(S)(h"^0+"+(2)('?)      * 

dnrch  deren  snocessive  Anwendung  für  hz=2,  3,  4,...  man  endlich  nun 
Ziele  gelangt  —  Da  nach  1,  wenn  h  eine  ganse  Zahl  ist, 

(S)+er)=i+et^)=et')=(Si?) 

und  nach  2 

(iii:?)+er)=(st?).  (uo+er)=(!it}).  ^ 

so  erhUt  man  dnrch  Addition 

(£)+en+er)+-+(s)'=(st})  » 

lud  daher  mit  Hfllfe  von  64 : 1 

»+«i  +  «t  +  ---  +  «Si=     » 

+     a      +    A» 

+     »       +(?)Aa   +(|)A»a 

+     •      +(?)Aa  +(|)A»*+(J)A»* 

.  •  • 

+     a      +(?)A*  +(il)A»»  +-..  +  A"» 

=Cr)*+("JOA*+("JOA»»+--+A'*  • 
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Wird  A"  ft  oouBtant,  bo  heisst  die  Reihe  der  Zahlen  a  aritlUBeitoelie  IMite 
der  n***  Ordnuiig^»  and  so  sind  e.  B.  die  ans  einander  dnroh  Addition  ab- 
geleiteten Reihen 

1         1         1         1         1         1         1 derO^ 

1         2         3         4         6         6  7 1 

1  3  6         10        16        21        28   ...    .  2 

1  4         10        20        35        66        84  ..    .  8 

1  5         15        35        70       126      210     .  4 

etc. 

Ordnung.  Sie  heisBen  flgnrlrte  Zahlen»  —  Bpeciell  die  der  zweiten  Ord- 
nung, deren  n  erBte  nach  6  die  Summe 

•.=(?)+2(§)+(s)=("r)  « 

haben,  Trif^nalsablen*  da  eine  ihnen  gleiche  Ansahl  von  Punkten  je  in 
ein  gleicheeitigeB  Dreieck  eingeordnet  werden  kann,  —  die  der  dritten  Ord- 
nung, deren  n  erste  nach  6  die  Summe 

e,  =  (?)  +  8(;)  +  8(||)  +  (5)  =  (-r)  » 

haben,  Tetraedralsahlen •  da  eine  ihnen  gleiche  Anaahl  von  Kugeln  Blch 
je  zu  einem  regelmässigen  Tetraeder  aufhäufen  läset,  —  etc. 

4S«  Terallgemeinenmg  des  binomischen  Lebrsatiei.  Durch  Mnlti- 

plication  erhält  man  (42:3),  wenn  m  und  n  ganz  beliebige  Zahlen 
sind,  und  h  unter  dem  Summenzeichen  JS  alle  Ganzen  von  0  bis  oo 
durchläuft,        \ 

je(^)a«-*.b»»XJe(2)a»-^b»»  =  -S("'^'')a«+»-^.V         1 

d.  h.  das  Product  zweier,  folglich  auch  mehrerer  solcher  Reihen, 
ist  wieder  eine  Reihe  derselben  Form,  und  zwar  ist  der  Zeiger 
(m-4-n+...)  des  Productes  gleich  der  Summe  der  Zeiger  (m,  n,...) 
der  Factoren.  Hiemach  ist  z.  B. 

-^(2)a'^-^b^x-s(V)a— ^v  =  Je(2)a-  V  =  l      S 

folglich  hat  man 

-^(Y)»"""'-l>'  =  (a  +  h)-,  -r("f)a'^^\v  =  (a  +  br  * 
oder  es  dehnt  sich  der  binomische  Lehrsatz  auch  auf  negative  und 
gebrochene  Exponenten  aus,  nur  dass  in  diesen  beiden  FäUen  die 
Reihe  nicht  abbricht. 

Durch  Multipllcation  von 

a-  +  (°»)a'— *h  +  (?)a— 2b«  +  (?)a'»-8b«+... 

a-+(»)a'^-^b  +  (S)a-«b«  +  (?)a-H«+... 
erhält  man  unmittelbar 

*-+"+[(?)+(?)]a-+-»b  +  [(»)  +  («')({')  +  (S)]»-+-«b«+ 

+  [(?)+(?)(?)+(?)(S)+(J)l  «"■'-''*••+• 


•^  Der  binomiBohe  LelinMli.  — 
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and  hiemis  mit  Hlllfe  von  43 :  ft  unsere  1.  ^  Der  hier  dnrobgeAhrte  «U- 
gemeine  Beweis  des  binomisohen  Lebrsatses  Ist  dem  durch  Umiller  in 
seiner  Algebra  (vergl.  6)  Gegebenen  nschgeblldei 


44»  lioige  AnwtndlBgtn.  Mit  Hülfe  des  binomiBchen  Lehrsatzes 
erhilt  man  s.  B. 

(l±a)--l±(;)a  +  (5)a?  +  (S)»»+... 
(l±»)-.  =  iq:(;)a-f('>t')»'  +  Ct>'  +  - 

b         n  — 1 


1 
t 


yTa-^b^a 


,  (n-l)(2n-l)  /    b    \«  _ 
.  -^  2.3  Vn»"/ 


•  •  • 


WO  4  Anleitung  gibt,  wie  man  ans  einer  Zahl  durch  Zerfällen  in  swei 
Theile,  von  denen  der  erste  eine  ihr  möglichst  nahe  n^  Potenz,  der 
zweite  eine  kleine  Correction  ist,  leicht  die  n^  Wurzel  ziehen  kann. 

So  B.  B.  Ist  nach  4 

2  /      3 


fSSSles  pl9*  —  3  =s  19  [l  —  — 


6«ö9"""\8.6S69 
=  19  [1-0,0000  9730  —  0,0000  0001] 

=  18,9981680 


)•-...] 


w&hrend  Veg^-Httlsse  (vergL  14)  18,9981&81  gibt  —  Wird  einer  Oleichnng 

Os=»x»H-bx"-*  +  cx— *  +  ...  +  px  +  q 

durch  zwei  Annahmen  oi  und  «i  (tlr  x  so  nahe  QenUge  geleistet,  dass  ihre 
Substitution  swar  nicht  Null,  aber  doch  gans  kleine  Werthe  d|  und  äf  ergibt, 
so  darf  man  offenbar  annehmen,  dass  die  Fehler  ^s=0| — x  und  l^csoi— x 
der  gemaehten  Annahmen  klein  genug  seien,  um  ihre  sweiten  und  hOhem 
Potensen  ohne  grossen  Schaden  vemachlftssigen  su  dflrfen.  Man  hat  alsdann 
mit  Hülfe  von  41  und  48 

=  a.(x  +  fO»  +  b(x  +  fO»-*  +  ...  +  p(x  +  li)  +  q 

=  a(x*  +  n.x— »fi)  +  b(x— »  +  (n-l)x— H)  +  ---  +  q 
=  ax"  +  bx""*4-cx'-*  +  ...  +  px  +  q  + 

+  [anx"-^+b(n— l)x"-*H hPlA 

=  [anx"-*4-b(n— l)x»-^  +  ...+p]li 

^=:[anx"-*  +  b(n— l)x"-»  +  ...+p]li 
also 

Entspricht  dem  nach  dieser  Formel,  der  sog.  Regula  Falelt  berechneten 
Werthe  Ton  x  bei  Substitution  in  die  vorgelegte  Gleichung  noch  ein  merk- 
Uoher  Werth  ^ ,  so  betrachtet  man  ihn  als  eine  neue  Annahme  «% ,  sucht  su 


i 
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dieser  und  der  bessern  der  frühem  Annahmen  nach  6  nochmals  einen  nenen 
Werth,  etc.  Vergl.  für  eine  andere,  anch  transcendente  Qleiehnngen  nm- 
fassende,  Ableitung  60,  —  für  eine  ebenso  allgemeine,  und  noch  einfachere  Ab- 
leitung, sowie  fUr  Anwendungen  aber  132. 

VII.  Die  Lehre  von  den  Reihen. 

45«  Die  sog.  Flinctioneil.  um  die  Abhängigkeit  einer  Qrösse  x 
von  andern  Grössen  j,  z,...  im  Allgemeinen  auszudrücken ,  nennt 
man  sie  eine  Function  derselben,  und  schreibt,  je  nachdem  die 
betreffende  Beziehung  nach  x  aufgelöst  ist  oder  nicht, 

x  =  f(y,  z,...)  oder  F(x,y,  z,.. .)  =  0 
wo  jedoch,  um  gleichzeitig  verschiedene  Functionen  bezeichnen  zu 
können,  f  und  F  auch  Zeiger  oder  Stellvertreter  erhalten  dürfen.  — 
Entsprechend  den  Gleichungen  (s.  16)  werden  die  Functionen  in 
alKebraiscIie  und  transcendente  getheilt,  —  wobei  erstere  noch 
in  rationale  und  Irrationale  zerfallen,  je  nachdem  die  Variabehi 
nur  mit  ganzen,  oder  auch  mit  Bruch-Exponenten  behaftet  sind. 

Fttr  die  mit  diesem  Abschnitte  beginnende  höhere  Arithmetik  und  ihre 
snccessive  Entwicklung  können  ausser  den  vielen  schon  in  8,  4,  6  etc.  ge- 
nannten Werken  z.  B.  noch  Folgende  verglichen  werden:  „GKiillaiime  Fran^ois 
de  FHospItal  (Paris  1661  —  Paris  1704;  BchOler  von  Joh.  Bemoulli  und 
Ehrenmitglied  der  Academie;  vergl.  sein  Eloge  durch  Fontenelle  in  MtaL  de 
Par.  1704),  Analyse  des  infiniment  petlts.  Paris  1696  In  4  (3  6d.  1716,  4  6d. 
1768;  Commentaire  von  Crousas  1721,  von  Varignon  1726),  —  Hewton» 
Arithmetica  universalis.  Ed.  Wilh.  Whiston.  Cambridge  1707  in  8.  (2.  ed.  1722; 
engl,  von  Rulphson,  London  1 728  in  8. ;  lat.  mit  Gommentar  von  Joh.  Castillion, 
Amstel.  1761,  2  Vol.  in  4.;  franz.  von  N.  Beaudeuz,  Paris  1802,  2  Vol.  in  4), 

—  IVewt^üt  Method  of  Fluzions  and  infinite  Series.  Ed.  J.  Colson.  London 
1786  in  4.  (franz.  durch  Buffon,  Paris  1740  in  4.),  —  Colin  Maelaoiin 
(Kilmoddan  1698  —  York  1746;  Professor  der  Mathematik  in  Aberdeen  und 
Edinburgh),  Treatise  of  Fluxions.  Edinburgh  1742,  2  Vol.  in  4.  (franz.  dnrch 
Pezenas,  Paris  1749,  2  Vol.  in  4.),  —  Maria  Oaetana  Agncsi  (Mailand  1718 

—  Mailand  1799;  1750  zum  Professor  der  Mathematik  in  Bologna  ernannt, 
zog  sie  sich  schon  1761  nach  dem  Tode  ihres  Vaters  in  ein  Kloster  rarttck; 
vergL  ihr  von  Frlsi  herausgegebenes  „Elogio,  Milane  1799^),  Istitnzione  an»- 
litiche  ad  nso  della  gioventu  italiana.  Bologna  1748,  2  Vol.  in  4.  (engl,  durch 
Colson,  London  1801,  2  Vol.  in  4.;  der  zweite  Band  franz.  durch  BossQt  als: 
Traitö  de  calcul  diffS^rentlel  et  int^al,  Paris  1776  in  8.),  —  Etiler»  Ihtro- 
ductlo  in  Analysin  infinitorum.  Lausannie  1748,  2  Vol.  in  4.  (deutsch  von 
Michelsen,  Berlin  1788^1791,  8  Bde.  in  8.;  franz.  durch  Labey,  Paris  1796 
bis  1797,  2  Vol.  in  4.),  ^  Euler»  Insütutiones  calculi  dlfferentiaUs.  Petropoli 
1766  in  4.  (2.  ed.  Ticini  1787,  2  Vol.  in  4.;  deutsch  von  Michelsen  und  Grilson, 
Berlin  1790—1798,  4  Bde.  in  8.),  -—  Euler»  Insütutiones  caleuli  integralis. 
Petropoli  1768-- 1770,  8  Vol.  in  4.  (8.  ed.  PetropoU  1824—1846,  4  Vol.  in  4.; 
deutsch  von  Salomon,  Wien  1828—1830,  4  Bde.  in  a),  —  Umlller»  Exposi- 
tion ^ementaire  des  principes  des  oalouls  sup^ieurs.  Berlin  1786  in  4.,  — 
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Le§^eiidret  Memoire  sur  les  transcendantes  elliptiqiiee.  Paris  1794  in  4.,  — 
Ijhulliert  Principiorum  calculi  dürerentialis  et  integralis  expositio  elementaris. 
Tabing»  1795  in  4.,  —  Jacques -Antoine- Joseph  Cooaln  (Paria  1789  —  Paria 
1800;  Professor  der  Mathematik  nnd  Academiker  in  Paris),  Le^ons  de  calcnl 
dUr^rentiel  et  int^aL  Paris  1777,  2  Vol.  in  8.  (Trait«  1796,  2  Vol.  in  4.),  — 
Lacrolx«  Trait^  du  calcul  diff^renüel  et  du  calcul  int^al.  Paris  1797^1800, 
3  VoL  in  4.  (2  M.  1810—1819),  und;  Trait^  ölömentaire  du  calcul  diff(6rentlel 
et  du  calcul  int^al.  Paris  1797  in  8.  (7  öd.  par  Hermite  et  Serret  1867; 
deutsch  von  Fr.  Baumann,  Berlin  1880—1831,  3  Bde.  in  8.),  —  Laf^ng«» 
Theorie  des  fonotions  analytiques.  Paris  1797  in  4.  (3  öd.  par  Berret  1847), 
und:  Ije^ns  sur  le  calcul  des  fonctlons.  Nouv.  ödit.  Paris  1806  in  8.  (die 
erste  Auflage  erschien  1801  in  den  8öances  de  l'öcole  normale  und  1804  im 
Joom.  de  P4cole  polyt),  —  Joh.  Gottlieb  Friedrich  von  Bohneiiberger 
(Simmosheim  im  Bchwarswald  1766  —  Tübingen  1881 ;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Astronomie  zu  Tübingen),  Anfangsgründe  der  hohem  Analysis. 
Tübingen  1811  in.  8.,  —  Legendre»  Exercices  de  calcul  integral.  Paris 
1811—1817,  8  Vol.  in  4.,  —  Meier  Hirsch»  Integraltafeln.  Berlin  1810  in  8., 
—  Itfei^endre»  Trait4  des  fonotionB  elliptiques  et  des  integrales  Eul4riennes. 
Paria  1826—1828,  8  YoL  in  4.,  —  Canehy»  Exercices  de  mathtoatiqnes. 
Paris  1826—1880,  61  LiTrs.  in  4.  (Als  Fortsetiungen:  Nouveauz  exercices 
de  Mathteatiques,  Prague  1836 — 1886,  8  Cah.  in  4.;  Exercices  d'analyse  et 
de  physiqne  math^matiques,  Paris  1840—1847,  4  Vol.  in  4.),  —  .Jaeobl» 
Fnndamenta  nora  theoriie  Ainetlonum  elUpticarum.  Regiomonti  1829  in  4.,  — 
Joseph  Ludwig  Raabe  (Brody  in  Oallisien  1801  —  Zürich  1869;  Professor 
der  Mathematik  in  Zürich;  vergl.  Bd.  2  meiner  Biographien),  Die  Differenaial- 
und  Integralrechnung.  Zürich  1889—1847,  8  Vol.  in  8.,  —  Caoehy»  Legoas 
de  calcul  dtffißrentiel  et  de  calcul  int^al.  Rödigtes  par  Moigno.  Paris  1840 
bis  1844,  2  Vol.  in  8.,  —  Claude-Louis-Marie-Henry  WaTler  (D^on  1786  — 
Paria  1886;  Ingenieur  des  ponts--et-chanss6es,  Professor  der  Analysis  und 
Mechanik,  sowie  Academiker  in  Paris),  Lebens  d'analyse,  avec  des  notes  de 
UouYille.  Paris  1840,  2  Vol.  in  8.  (2  öd.  1866;  deutsch  von  Wittoteio,  Hannover 
1848 — 1849  und  1864),  —  A.  A.  Conmot»  Th^rie  des  fonctions  et  du  calcul 
infinit^imaL  Paris  1841,  2  Vol.  in  8.  (2  6d.  1867;  deutsch  von  Schnuse, 
Darmatadt  1846  in  8.)9  —  O.  Sehlonüleh»  Höhere  Analysis.  Braunsohweig 
1848  in  8.  (2.  Ausg.  in  2  Bdn.  1862—1866),  ^  G.  H.  Schttvae«  Sammlung 
ausgewählter  Formeln,  Beispiele  nnd  Au  gaben  aus  der  Düferenaialrechnung 
und  deren  Anwendung  auf  Geometrie.  Braunschweig  1844  in  8.,  —  Ferdinand 
Gatthold  Max  Elsanatein  (Berlin  1823  —  Berlin  1862;  Mitglied  der  Berliner- 
Academie;  vergl.  Monatsberichte  1863),  Mathematische  Abhandlungen  aus  dem 
Gebiete  der  hohem  Arithmetik  und  der  elliptischen  Functionen.  Berlin  1847 
in  4.,  —  Serret»  Gours  d'algdbre  supörieure.  Paris  1849  in  8.  (3  öd.  in  2  VoL 
1866;  deutsch  von  Wertheim,  Lelpsig  1868),  •—  Sohnke»  Bammlung  von 
Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Halle  1860  in  8.,  — 
Aloya  Mayr  (Stadtamhof  bei  Regensburg  1807;  Professor  der  Mathematik 
und  Astronomie  au  Wünburg),  Theorie  des  Differenzial-Galculs.  Regensburg 
1864  in  8.,  —  Cierhardt«  Die  Entdeckung  der  höhern  Analysis.  Halle  1866 
in  8.,  —  Jean-Marie-Constant  Dohamel  (Bt  Malo  1797;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Calcul  inünit^imal.  Paris  1866, 
3  VoL  in  8.  (deutsch  von  Wagner,  Braunschweig  1866—1866),  —  H.  Weissen« 
i»  Die  Principlen  der  hohem  Analysis  in  ihrer  historischen  Entwicklung. 
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Halle  1856  in  8.,  —  Sturm»  Conrs  d'analyse,  pnbL  par  E.  Pronhet  Paria 
1857 — 1869,  2  VoL  in  8.,  —  G.  Salmon»  LeBsons  introductory  to  the  modern 
higher  Algebra.  Dnblin  1859  in  8.  (2.  ed.  1866 ;  franz.  durch  Badn  mit  Koten 
von  Hermite,  Paria  1868),  —  Job.  Heinrich  Dnrtge  (Danaig  1821;  Profeaeor 
der  Mathematik  in  Zürich  nnd  Prag),  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 
Leipsig  1861  in  8.  (2.  A.  1868),  —  Joseph-Louis-FranQOis  Bertrand  (Paria 
1822;  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Trait6 
de  calcul  düfiärentiel  et  de  calcul  integral.  Vol.  1.  Paris  1864  in  4,  —  Dortge» 
Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complezen  veränderlichen  Grösse. 
Leipzig  1864  in  8.,  —  Karl  Heinrich  Sehellbaeh  (Eisleben  1805;  Professor 
der  Mathematik  und  Physik  in  Berlin),  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Lite- 
gralen  und  den  Theta-Functionen.  Berlin  1864  in  8.,  —  Fr.  Anfenheiner» 
Elementarbuch  der  Differenzlal-  und  Integralrechnung.  Weimar  1866  in  8.,  — 
F.  Freuet»  Becueil  d'exercices  sur  le  calcul  infinit^imal.  Paris  1866  in  8., 
—  B.  Rlemann»  Ueber  die  Darstellung  einer  Function  durch  eine  trigo- 
nometrische Reihe.  Göttingen  1867  in  4.,  —  Serret»  Ck>ur8  de  calcul  difF6- 
rentiel  et  int^al.  Paris  1868,  2  Vol.  in  8.,  —  O.  Sehlömllch»  Uebungabnch 
zum  Studium  der  hohem  Analysis.  Bd.  1.  Leipzig  1868  in  8.,  —  Eugen 
Lommel  (1837;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Schwyz,  Zürich 
und  Hohenheim),  Studien  über  die  BessePschen  Functionen.  Leipzig  1868  in 
8.,  —  eto.*^  Ver^.  auch  65. 

40»  Die  Eiponentialrelhe.  —  Setzt  man 

a-1        (a-1)»        (a-1)» 
A  =  — j 2 h g 1 

so  hat  man  für  jeden  Werth  von  x  und  n  (43) 

a'  =  [(l  +  (a-l))-]"  =  [H-ii(A+nf(a,n))F 
oder  (43),  da  diese  Gleichheit,  weil  n  links  nicht  erscheint,  nor 
bestehen  kann,  wenn  sich  auch  rechts  die  Glieder  mit  n  heben, 

Ax    .    A^x^    .     A^x' 


*'""^"^"T"+t:2"+t:2:3'+ 


•  •  • 


d.  h.  die  sog.  Exponentialreihe. 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  erh&lt  man  unmittelbar 
[l  +  («-l)r  =  l  +  (?)(a-l)  +  (5)(«-l)»  +  (;)(a-l)«  +  ... 

+  '»»[y(*-l)»  +  ^(«-l)'  +  ...] 

=  l  +  n[A  +  i.f(a,i,)] 
und  ferner 

[l  +  n  [A  +  nf  (a,  n)]]~=  1  +  ^  •  n  [A  +  nf  (a,  n)]  + 

+  'i?a~n«^  ■  n*  [A  +  n  f  (»,  n)]«  + 

+        1.2.3.n»       •  »' [A  +  nf  (a,  n)]»  +  . . 


—  Die  Lehre  von  den  Reihen.  —  77 

eine  Oleichheit,  welche  nur  fOr  F  (a,  n,  z)  =  0  bestehen  kann ,  d.  h.  wenn 
die  Reihe  2  statt  hat,  welche  IVewton  snerst  aufgestellt  haben  soll,  w&hrend 
man  Ejmfurmnge  die  eben  gegebene  einfache  Entwicklung  zu  verdanken  hat 

4y.  Die  logarithmiselie  Rdhe.  Ist 

a*  =  7  oder  x  =  log  7  1 

BO  erhält  man  durch  (46  entsprechende)  Entwicklung  der  identischen 

Gleichheit 

Il  +  (a-l)]»  =  [H-(7-l)J- 

wenn  für  A  noch  46 : 1  besteht, 
d.  h.  die  sog.  logarithmische  Reihe. 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatse  erhält  man 

[1  +  (.  -  1)]««  =  1  +  ^  (•  - 1)  +  ü^iull  (a  - 1)« + 

=  l  +  nAx  +  n«9(a,n,x) 
und  femer 

[1 + (y-i)r  =  1 +"  [^- Ö^^' +^^^*— •  •] + n»*  (n,  y) 

also  durch  Qleichaetsung 

woraus  ftr  n  =  0  sofort  2  hervorgeht  —  Man  verdankt  diese  einfache  Ab- 
leitung der  logarithmischen  Reihe  ebenfalls  Lagranget  dagegen  ist  die 
Reihe  selbst  viel  frfiher,  und  swar  zuerst  in  der  4S :  6  gegebenen  Form  siem- 
lieh  gleiclueitig  theils  von  Kicolaus  Mereator  in  der  8  angegebenen  Schrift 
bekannt  gemacht  worden,  theils  von  James  Gregory  (Aberdeen  1688  — 
Edinburgh  1676;  Professor  der  Mathematik  in  Bt  Andrews  und  Edinburgh) 
in  seinen  „Exercitationes  geometricaD.  London  1668  in  4.*^  Letsterer  ist  nicht 
KU  verwechseln  mit  seinem  Neffen  David  Gregory  (Aberdeen  1661  —  Maiden- 
head  1710;  Professor  der  Mathematik  in  Edinburgh  und  der  Astronomie  in 
Oxford),  dem  Grossvater  oder  wohl  eher  Urgrossvater  von  Duncan  Farquharson 
Gregory  (Edinburgh  1813  —  Cambridge  1844;  Examinator  der  Mathematik 
in  Cambridge;  vergl.  dessen  „Mathematical  writings  with  biography  by  R. 
Leslie,  Cambridge  1866  in  8.^),  einem  der  Grflnder  des  Cambridge  Mathe- 
matical  Journal. 

48«  Die  nattrlielien  LogarithmeD,  Für  x  «  VA  gibt  die  Expo- 

nentialreihe  46:2 


aV^-H-y  +  j-2+T:273""*' ^' 


71828  18285  =  e 

A=l  wird  somit  a^se,  und  heisst  dann  Basis  der  natür- 
lichen oder  Neper^schen  Logarithmen.  Bezeichnet  man  daher  letztere 
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schlechtweg  mit  log.,  so  hat  man  (46,  47) 

1  y-i      (y— 1)»   ■  (y— 1)»  • 

A  =  loga  logy  =  -^.logy  » 

a' =  l+x.  log  a-hj^  (log  a)*  +  i^y73  (log  *)•  +  •••        * 
oder,  wenn  in  4  successive  z  a=  1  und  a  =  z  gesetat  wird, 

x=l  +  logx  +  j  2^*'«*^'~'"r.2T3*^*'**^'"*""*  * 

Für  7  =  1  +  z  erhält  man  nach  2 

log(l  +  z)  =  ±z  — -i-z«±-g-z»  — -^z*±"-  • 

und  hierana 

Die  letztere  Reihe  gibt  für   z^Vs?  V4>   Vs»---  ^^  natürlichen 
Logarithmen  von  2,  3,  4,  etc. 

Weitere  Decimalen  von  e,  der  gemeine  Logarithmns  dieser  Zahl  und  seine 
Vielfachen  finden  sich  in  IV.  Letztere  dienen  (vergl.  49),  da  nach  8 

•  1  1  •  • 

lQge  =  -r-.loge=-T-       also        log  y:=  löge,  log  y  S 

snun  Umsetsen  der  natürlichen  in  gemeine  Logarithmen.  —  Beseichnet  man 
die  Werthe,  welche  die  Exponentiidfanction 

y=:a.eP«  +  h.e-»«  • 

für  x^Z|,  Zi  +  i|  X|  +  3^  annimmt,  mit  y|,  y^,  y,,  so  hat  man 

y^  +  y,_ae'^.e^'^  +  be-'^.e-'^'  +  >e''i  +  be"^ 

y«      "  aeP''i.eP«  +  be-''i.e-»*  *® 

=  eP»  +  e-P' 
so  dass  dieses  VerhUtniss  von  den  Constanten  a  und  b  onabhingig  wird. 

49«  Die  gemeinen  LogariUimen.  Hat  man  von  einer  Reihe  von 
Zahlen  die  natürlichen  Logarithmen  berechnet,  so  hat  man  sie  (48 : 3) 
zur  Reduction  auf  eine  andere  Basis  a  nur  mit  dem  sog.  Sfodalufl 
1 :  log  a  zu  mnltipliciren,  so  z.  B.  um  sog.  gemeine  oder  Brigg'Bclie 
Logarithmen  zu  erhalten,  mit 

1 :  log  10  =  0,43429  44819 

Setzt  man  z  =  d :  (2  7  4-  d),  so  erhält  man  (48 : 7) 

d.  h.  eine  ganz  bequeme  logarithmische  InterpolationsformeL 
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Weitere  Decimalen  des  Modolue,  sein  reciproker  Werth,  und  ihre  Viel- 
fiichen  finden  sich  in  IV,  unterhalb  der  zehnstelligen  natttrlichen  und  gemeinen 
Logarithmen  aller  Primzahlen  von  1  bis  1000,  mit  deren  Hfllfe  jeder  Logarith- 
mus nach  der  soeben  gegebenen  Interpolationsformel  leicht  gefunden  werden 
kann.  So  z.  B.  ist  48624  =  486,24 .  100  s=  100  (2 . 3»  +  0,24),  also 

10  10  10  2  0  24 

log48624  =  2  +  log2  +  61og3  +  .j3^.-A_^ 

=      2,00000  00000 

+  0,30102  99957 


+  2,88660  62735  .  .  .  5.0,47712  12647 

48 
log  10 


+  0,00021  44136  .  .  .  -j-^ '  0*^224 


=      4,68685  06828 

was  mit  der  Angabe  des  Thesanrus  bis  auf  eine  Einheit  in  der  10^  Decimale 
übereinstimmt. 

SO«  Die  goniometrisclien  Reiben.  Setzt  man  mit  Enler 

S-: =  Sin  X  — ^ =  Cos  X  1 

2i  2 

oder  e-**  =  Cos  x  +  i .  Sin  x  S 

80  folgen 

Sin«x  +  Cos«x==l         oder         Cosx=  Fl  — Sin^x        S 
(Cos X  +  i  Sin x)"  «  Cosnx  +  i.  Sinnx  4 

Sin  (x  +  y)  s=  Sin  x .  Cos  y  +  Cos  x .  Sin  y  ^ 

Cos  (x  +  y)  =  Cos  X .  Cos  y  +  Sin  x .  Sin  y 
etc.,  imd  nach  48 

o.  iL  _      3L^         I.  X^ X[ 

ömx—  j       l.2.3"^1.2.3.4.5      1.2.3.4.6.6.7"^""     ^ 

X,  X  X 

CoBX=  1         r^"^   1.2.3.4  ~  1.2.3.4.5.6  '^'" 

Entwickelt  man  in  4,  dem  sog.  Sfolvre'schen  Lebnatze  (vergl. 
99) y  die  Seite  links  nach  43,  so  findet  man,  dass  die  Gleichheiten 

Sinnx  =  (^)Cos»-ix.Sinx  — (5)Cos«^x.Sin»xH-.-. 

Cos  nx  =  Cos»  X  —  (2)  Cos»-2x .  Sin«  xH 

bestehen  müssen,  dass  so  z.  B. 

Sin  2x  =  2SinxCosx  Sin  3x  =  3Sin  x  — 4Sin8x      ^ 

Cos  2x  =  2 Cos«x  —  1  Cos  3 X  =  4 Cos^x  —  3  Cos x 

Setzt  man  femer  Sin  x :  Cos  x  «=  Tg  x,  so  folgt 

^  e««»  — 1  _  ..      l  +  i.Tgx  ^ 

mid  mit  Hülfe  von  3,6  und  43 : 4 
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Tg  X  =  Smx(l  — Sin'x)"*/' 

=  Sinx-|-4-Sm»x  +  -|-Sm»x+r^Sm»x  +  .--      lO 
2  8  16 

Und  so  weiter. 

Die  Gleichheiten  8  bis  10  veriflclren  sich  mit  Hfllfe  von  1  bis  2,  nnd 
flberhavpt  anf  die  im  Texte  angegebene  Weise  sehr  leicht;  so  s.  B.  ist 

81nx.Ooay  +  Cosx.Siny  = — . — -^ 1 ^ -"lH 

(x+j)l_     -(«+7)1 

=  5 äp =  Sin(x  +  y) 

etc.  —  Aus  6  folgt  auch  mit  Hülfe  der  Taagentendeflnition 

Tg  (x  4- y)  = -^lüiZü-  11 

nnd  entsprechend  10  erh&It  man 


1 

fE^Ttr-r ^^ .      _ 


Sinx=Tgx(l+Tg«x)     *=Tgx-4-Tg»x+i-Tg»x-ATg»x+...  M 


Setst  man 

Cosx  +  iSinxsn  Cosx  — iSinx  =  v  IS 

nnd  somit 

U=s2.Co8X=zu  +  v  Vc=2i.8inx  =  n  — ▼  i  =  n.v        M 

so  erh&It  man,  wenn  m  eine  positive  ganae  Zahl  ist,  nach  dem  Binomischen 
Lehrsatie  nnd  unter  Berfloksichtigung  thells  von  4,  theils  der  aus  8  folgenden 
Gleichheiten  Bin  (—  x)  =  —  Bin  x  und  Cos  (—  x)  =  Cos  x , 

U-  =  u-  +  mu--W  +  ?^-?!^u--«v«  +  ...  +  v- 

=  U    -|-mu  i j— jj U  +...  +  U 

=  Cos mx  +  m  Cos  (m— 2)  x  +  — —-- — ^  Cos  (m— 4) x  -f  •  • .+  Cos mx 

1  •  ^ 

+  i[8inmx+mBin(m— 2)x  +  5-^^8in(m— 4)x  + Sinmx] 

V"=:n"-mu— »v  +  5L^iz:llu"-«v» +  (-1)"'" 

=  n- -  m  n—«  +  5L^i=l)  u— *-...  +  (- 1)- u— 

ssCosmx— mCo8(m-2)x+5ii5:ZlDcos(m-4)x +(— l)"Co8mx 

+  i[8inmx--mSin(m-2)x+2^i^Sin(m-4)x--...--(--l)"Sinmx] 

Beachtet  man,  dass  in  beiden  Entwicklungen  rechts  die  symmetrischen  Glieder 
gleich  gross  sind,  aber  bald  gleiches,  bald  entgegengesetstes  Zeichen  haben, 
so  ergeben  sich.  Je  nachdem  man  ftlr  m  den  geraden  Werth  2n  oder  den 
ungeraden  Werth  2n+  i  einführt,  die  vier  wichtigen  Reihen 
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Qon^n^^±   2n(2n-l)(2n-2)...(n+l) 
4''  1.2.8...n 

Co82nx  +  2nCoB2(n-l)x+^°^f°r"*^Coa2(n~2)x+ 

1    •  iB 


+^ 


^  1.2...(B— 1) 


IS 


Co.«-+»x=i. 
4' 


Co8(2n+l)x+(2n+l)Co8(2n-l)x+^^2i^Co^^ 
,  (2n  +  t)2n...(n  +  2) 

+ — titt; — -^^^ 


g^^^2«^_     t       2n(2n-!)(2n--.2)...(n  +  <)  . 
4"     '  1.2.8...n 


Co82nx— 2nCos2(n— l)x  +  ^^5^^-l^Co82(n— 2)x- 

.••■•-K--)-''°?°r.'!i.-V''<>"«- 

Sin(2n+I)x— (2n+l)SiQ(2n— l)x+*-?5±^Sin(2n--2)x-- 


1« 


IS 


2 
(-^)" 


(-*)■ 

i  .2...n 

snr  ümsetiTing  der  Potensen  von  Sinue  und  Cosinns  in  Siaue  nnd  Cosinus 

der  Vielfachen.  —  Die  beiden  Reihen  6  soll  schon  Newton  anfgestellt,  nnd 

sodann  Molvre  in  seinen  y^iscellanea  analyüca  de  seriebns  et  qnadraturis. 

Londini  1780  in  4.^  die  Formeln 

(Cos  X  +  i  Sin  x)'  +  (Cos  X  —  i  Sin  x)'^ 
Cos  X  y  =  -^ -i '    T  ^ '— 


-,,                 (Cos  X  +  l  Sin  x)'^  —  (Cos  x  —  i  Sin  x)'^ 
Sin  xy  =  -i ! '—^ ^ 


10 


gegeben  haben,  welche  allerdings  die  seinen  Namen  tragende  4  in  sich  fassen; 
aber  eigentlich  soll  4  selbst  erst  bei  Enler»  dem  wir  auch  1  und  2  ver- 
danken, vorkommen.  Es  mag  dabei  noch  bemerkt  werden,  dass  man  4  fiuch 

die  Form 

(Cos  X  HhiSinx)'^  =  (Cos  y  +  i  Bin  y)'  «O 

geben  kann. 

Btm  Die  umgekehrten  Reihen.  Setzt  man  (50 : 2,9) 

e^'«  =  C082y+i.Sm2y  =  i±|     oder     z  =  5J=|  =  i.Tgy 
80  erhält  man  durch  Logarithmiren  (48 : 7) 

=  Tgy-i.Tg3y  +  lTg«y-lTg7y  +  ... 
oder  mit  Hülfe  von  60 :  10 

y«Siny  +  -g-Sin3y  +  ^Sin«y  +  jy2S^^'y+   ••  » 

Und  so  weiter. 


W«lf,   HaadUwh.    L 
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Statt  2  kann  man  auch  schreiben 
,_q«„,a.*     Siii«y        1.8     8ln»y   .    1.8.6     Bln'y   , 

nnd  wenn  daher  Vt  t*  ^^i^®  ^^^^  bezeichnet ,  deren  Sinns  gleich  der  Einheit 

ist,  80  folgt 

«_  1      1    ,    1.3     1    ,    1.3.6     1  . 

t-*+tt"^t:7'T'^  2.4.6  •  7  ■*■•••  * 

eine  Reihe,  welche  jedoch  fOr  wirkliche  Berechnung  von  n  tn  langsam  con- 

1 

vergirt.    Setzt  man  dagegen  Sinx=:-^,  so  wird  nach  60:8 

8in8x  =  8.  — --4.-3-  =  l  also  *  =  •?• 

nnd  man  hat  daher  die  weit  rascher  convergircnde  Reihe 

31  _  1        1      1      1    ,    1.8     1      1     ,    1.3.5     i 1_  ,  - 

T^"2""»"TTT"*"'2Tr'  5    "äl""*"  2.4.6  •  7  •  128  "*"    ' ' 

deren  erste  6  Glieder 

»  =  3,14169 

ergeben.  —  Aus  SIn---=2l  folgen  nach  50:3,  5,  8 

Sin-^=1        Sin  ff  =  0  Sin  4-«  =  —  ^        Sin  2«  =  0 

Co8-^  =  0        Cosä=z  — 1        Cos  — «  =  0  Cos2«=l 

J»  2 

und  so  fortan. 

B9^  Weitere  Entwicklnogen.  Ist 

Tgx  =  a.Tgy         und         -J^  =  l>  * 

so  folgt  (48,  50) 

x  =  7  +  b.Sin2yH- -5- Sin 4 y  +  -q-  ^^'^  ^ ^  + ' ' '  * 

Setzt  man  dagegen 

Tgy  =  — !^i^i5j^-==aSinx(l  +  aCosx  +  a2Cos2x  +  ...)  » 
^•^       1  — a.Cosx  "^ 

so  ergibt  sicli  (51 : 1  und  50 :  8) 

y  =  a.Smx4--ySin2x  +  -^Sin3x  +  ...  4 

Setzt  man  (50 : 2) 

y  =  Co8x  +  iSinx  =  e**  oder         logy  =  xi 

so  folgt  (50 : 1,  9) 

logy=  i .  ArcSin  2ji:;i=  i .  Are  Cos  ^o^-  =  2  i  Are  Tg  ^-ö-ZlZl  f 
^•^  2yi  2y  ®    1+y 

üeberdiess  hat  man 

log  VH-2 a Cos X  +  a«  =  a C08 X  — 4- Cos 2x H- -1- Coa 3x— ...  « 

Ferner,  wenn  n  eine  Zahl  bezeichnet,   für  welche  Sin  -^  gleich 
1  ist, 
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'^- b-<^nb-<mb-<m- 

und  zur  Bestimmnng  von  n  aus  der  erstem  dieser  Factorenfolgen 

n  _  2.2.4.4.6.6.8.8.... 

2  ~  1.3.3.5.5.7.7.9.... 
Endlich 

1    _  1      2(2-1)  2(23-1)  2(2»-!)^  ,,  . 

Sk^-x-'—TTT-^'''  +T.2T3.4  °«^ +1.2.3.4.5.6^' +••  ^ 

C^==  '  +-lVE«''+X2W^'^*  +  i:2Ä5:6^-''+' 

T^,__^^=1Lb  X  -4-2*(2*-1)b    .  ,  26(26-1) 

Tgx-         j2         ^»^  +T.2.TT^''  +1.2.3.4.5.6^''  +  -^ 

J 1  2»     p  2«       p  26  *" 

Tgx—x         1.2    "•'        1.2.3.4^         1.2.3.45.6^' "•"■• 

wo  in  der  ersten  and  vierten  Reihe  z<Cff)  in  der  zweiten  tind 
dritten  Reihe  x<^-^^  und  wo  die  sog.  Beriioulll'schen  ZalileD 

öi-ß-        ^-3Ö       "»-42        "*-3Ö       ^»~66 

2       ^1  U 
Bm  =  1.2. 3... 201-^2^^75;^^  -^ 

und  die  sog.  Ealer'scbeii  Zablen 

Ei=l        E2  =  5       £3  =  6!        E4  =  1385       E5  =  50521 

Em  =  1.2.3...2m  (Y^^)2-.+i  -f  (2r— l)«-+i  ** 

sind. 

Aus  1  folgt  znnäcliBt  nach  60:9 

1  — aiTgy      l  +  a  +  (l--Ä)e^'*  *1— be^'» 

hientta  durch  Logarithmiren  mit  Hfilfe  von  48 : 6 

2xl  =  2yi-.(be-2x«+^e-*'*  +  ^e-«''  +  ...) 

2  o 


und  hieraofl  2  nach  50: 1.  —  Aus  60 : 1,  0  folgen 


1 

EUnxs         ^ 
ai 

C«BX=       / 

_y._l 

-    2yl 

-     2y 

T  * y — * 

^«T-i(y  +  l) 

-    «  +  y 
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und  hieraus  die  5.  —  Nach  48 : 6  findet  man 
logyi+2aCo6z  +  a<=:ylog[l  +  (2aCo8z  +  a*}]  = 

=4-C(2aCo8x  +  a«)  — 4-(2aCo8x  +  a«)«  +  4-(ÄaCo8x  +  a«)»  — ...] 

A  4  ö 

=:aCo8x  — -^(2Co8«x  — l)  +  4-(4Co8«x  — 8Co8x)— ... 

worane  6  mit  Hfilfe  von  50:8  hervorgeht  —  Für  die  Ahleitnng  von  7  — 12 
halte  ich  mich  an  den  von  Raab«  im  eraten  Hefte  seiner  ^Mathematischen 
MittheUnngen.  Zürich  1857—1868,  2  Hefte  in  8.*'  eingeschlagenen  Weg:  Ana 
50 : 6  folgt 

ß*"=^t*  ---rTT+i.2.t4.5-— J 

ein  Ausdruck,  welcher  nach  5i  Null  werden  muss,  theUs  wenn  x  den  Werth  0, 
theils  wenn  x  einen  der  Werthe  +xc,  +2ir,  4;^3»,...  annimmt  Es  müssen 
also  ±nj  +29r,  +891,...  Wurzeln  des  Ausdruckes  in  der  Klammer  sein. 

Setzt  man  In  demselben  xs= —  und  multipllcirt  mit  y",  so  erhilt  man 

v»"2 

y' h 

mit  den  Wurzeln 

1  1  1 

also  kann  man 

'•-ro+rxTO-=('-T)('+T)('-s;)('+^)- 

={''-^)('--.4.)  • 

setzen,  oder  mit  y"  divldirend,  und  —  wieder  durch  x  ersetzend, 

^■"1.2.3+1.2.8.4.6  •••='V"""S^)0""'4^)" 
d.  h.  es  besteht  die  erste  der  Reihen  7.   Die  zweite  wird  ganz  entsprechend 

gefunden,  indem  man  61  entnimmt,  dass  Cos  x  für  dz-W}  "h-r^«»"  ver- 
schwinden muss.  —  Aus  7  folgt  für  x=2-^ 

»18     3     5  2n~l      2n+l 


y-^ 

1.2.8.4.6 

1              i 

1 

n                  2n 

3jf 

2     2     2     4     4  2n  2n 

und  somit  8.  —  Aus  7  folgt  femer 

1  1 


ßinx  n  —  X  «  +  x  2n  —  x   2ff  +  x        ryt  — x  r»  +  x 

n  n  2it  2n  in  rm 

oder  mit  Benutzung  der  in  66  nSher  besprochenen  Methode  des  Zerlegens  in 
sog.  Partialbrüche 
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X  ^^  rjr  —  x  ^-^  r«  +  x 

wo  die  a  und  ß  sofort  näher  sn  bestimmende,  von  x  unabhängige  oder  con- 

stante  Grössen  sind,  nnd  das  Bonunenxeichen  von  r  :=  1  bis  r  =  oo  eu  nehmen 

ist,  —  oder 

.  Sinx    .    „  Sinx      ,    _.       Binx  ._ 

X       '       ^    rj»  — X    '  •**  "    rsi-j-x 
Setsen  wir  hier  fttr  x  eine  ohne  Ende  abnehmende  Grösse  w,  so  redneirt 
sich  das  erste  Glied  rechts  anf  aw:we=a,  während  alle  übrigen  Glieder 
mit  w  verschwinden;  es  ist  also  a^l.  Setsen  wir  dagegen  xzsrjv  — w  oder 
x  =  ~rj*-|~'^9  ^  redneirt  sich,  da  nach  60:5  nnd  61 

8in(r»  — w)  =  — Cosr«.Sinw  =  (— l)""*.w 
Sin  (w  —  r  ff)  :=      Cos  r  ff .  Bin  w  ^  ( —  1)' .  w 

ist,  13  im  ersten  Fall  anf  o^=(— l}'"**  und  im  sweiten  Falle  anf  ^,=(— 1)', 
und  man  hat  daher  statt  18 


Sinx      x'x—i     «+x      2«— x^*«+x'      ■*    r»— x  ^  tu+x 

—_  4-2x1? -tl!2 14 

oder,  'wenn  imui  x  durch  -^  —  x  ersetst, 

_J 1      .  _1_        i  1      ,      .    (-t)'~^    .      (-0'      , 

Co8X— S         f"«  ,     ~8«        ""3*  ,     ■T"-T"2r-1     ,     '^2r+l        ^'^" 

2-*     2+*     T-*     T+*  -T-*+*     -2-*-* 


irr* — ~iB^* — -+■•+(-<)    •;j7— i 


Fflr  alle  Werthe  von  x,  welche  nmnerisch  kleiner  als  rff,  oder,  da  r  die 
nntere  Grenie  1  erreichen  kann,  kleiner  als  n  sind,  bat  man  aber  die 
Gleichheit 

(rff)«~x«-      r«ff«      L^  +  lTTi  +lrffi  +•  i 

und  entsprechend  für  alle  Werthe  von  x,   welche  nnmerisch  kleiner  als 

2r 1  ff 

— - —  ff,  oder  also  kleiner  als  -^  sind,  die  Gleichheit 

(-1)'"'     -,4.(-i)'-^r     r    ^^    \*  I  r    ^^    V I    1 

^»r-l   x«_^,^(2r-.l)«ff«l*'*"H2r-l)«^   ^H»'— 0»'  "^  "J 

also  kann  man  14  nnd  15  durch 

_t «    .    «^       (-1)'"^    .   2x«   „  (-1)'^^    . 

*      _  2»       (-1)'"^    ,    2*x«  „  (-l/"*    ,    2«x*   „  (-1)""^ 


Cosx 


""  ff  -^    2r-l    "^    ff»    -^(2r-^l)»+    «»     -^  (2r-l)»  +  *' 
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ersetzen.   Da  endlich  letztere  Gleichheit  fOr  x  =  0 

._2*p(-0'~'       oder        «-1-1  +  1-1  + 
'-ir^    «r-1  *""        4—'       8  +  6        7+" 

d.  h.  die  sehoii  von  laeiknItE  Ittr  »  aufgestellto  Reihe  gibt,  und 

y  (-  iy-^ ! 1_+J! L_+ 

1  fit 

=-2;'72^  ~^  (^ +^;[2^  +  "^ + •  • -^ 


ist,  80  erhUt  man  die  zwei  Reihen 

1      _  1        2(2-l)x        1        2ffl-l)x»        1 


1 


'— 1         o<.4         /      t\t—l 


Cosx-*^^    «>    -^(2r-l)«^    »»    -^(2r-l)»^'"     ,     " 

welche,  unter  EinfQhmng  der  Bemonlli'schen  und  Euler'schen  Zahlen  nach 
11  und  12,  sofort  in  die  heiden  Reihen  9  Ühergehen.  Um  letztere  Zahlen 
hequem  berechnen  zu  können,  lassen  sich  leicht  Recursionen  aufstellen:  Man 
hat  hiefUr  nur  jede  der  beiden  Reihen  9  mit  der  betreffenden  der  Reihen 
50:6  zu  multipliciren ,  wodurch  sich  zwei  neue  Gleichheiten  ergeben,  welche 
links  1 ,  und  rechts  ausser  1  je  eine  nach  den  geraden  Potenzen  von  z  fort- 
schreitende Reihe  enthalten,  also  für  jeden  Werth  von  x  nur  dann  bestehen 
können,  wenn  die  einzelnen  Factoren  dieser  Potenzen  für  sich  Null  sind, 
d.  h.  wenn 


2(2-1),»         1   _  ^2(2»-l)  2(2-0-,    .     i   _o 

2(2»-l)  2(23-1)        ,2(2-1)  1    _ 

und 

E.-1  =  0  B,-(*)B.  +  (J)  =  0 

E.-(S)E,  +  (S)Bj-(J)  =  0  etc. 

sind.  — i  Durch  Logarithmiren  der  Gleichheiten  7  erh&lt  man 


10 


•O 


logSinx  =  logx4r2'[log(l  +  -;^)  +  log(l--^)]  •! 


logCosx  =  ^[log(l+-^^^^)  +  log(l.-^^^ 


•• 


Wird  in  diesen  Gleichheiten  x  durch  x  -|-  w  ersetzt,  und  je  von  der  so  er- 
haltenen neuen  die  alte  abgezogen,  so  erh&lt  man 

Da  aber  ftlr  einen  kleinen  Werth  von  w 

Sin(x  +  w)_  w  CoB(x  +  w)_ 

kinx        — *^Tgx  Ci^        — *      ^^^"^ 
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SO  folgen  unter  Anwendung  von  48 : 6  aus  diesen  Reihen 


w 


w' 


1     w« 


Tgx       2  Tg« 


4-    -^:!L— i.  ^4- 


+  1 


w 


w 


rw  +  x 
w 


1 


2-(r«  +  x) 


W 


t  T  •  •  • 


— wTgx---5-w«Tg«x— ..=2' 


r»  —  X       2  '(rÄ  —  x)* 
2w 


2w 


(2r  — l)ff  +  2x       "2  H2r— 1)«— 2x/  "*■'• 

2w _1_  f         2w  x2 

(2r--l)»— 2x      2  H2r— 1)«— 2xJ        * 

oder,  wenn  man  beidseitig  durch  w  dividirt,  und  dann  w  verschwinden  lässt, 

Tgx""  x^-^  Uff  +  x      r«  — xJ~x       -*(rÄ)«  — X« 

_f^f ? ? l^v — 

^gx  — 2  l(2r_i)^_2x      (2r  — l)»  +  2xJ  — -^    ,2r  — 1    s. 

(— j— ä)*  — X« 

Da  endlich  entsprechend  oben 

2x         _    2x  X«  x^ 

(r„)«-xt  -  (r^)i  Li-t-  (,„),  1-  (,„)4  -r-"J 


2x 


2»  X  2*  X« 

—  (2r— l)«jr«'^*  +  (2r— 1)«Ä«+  "^ 


und 


(2r-l) 


3b 


2n 


3 


1^    ..Qn    T^    -9«    T^'*' 


2n 


5 


2n 


r2n 


=  rJI (_L+    1 


.211 

2"— 1 


r 

►2ii 


•  2n 


22n 

1 

.2n 


2n 


6 


2n 


.    .) 


^S 


S4 


2--  r 

so  gehen  die  letzten  Reihen  in 

J__J._  «X  j, _L     liElvJ 

Tgx=iL?^i:^+iii4i'i^-^+... 

«*      ^  r«  w*        '*'  r4    • 

über,  und  diese  stimmen  unter  Berücksichtigung  von  11  mit  10  zusammen. 

SS«  Convergeni  und  Divergeni.  Wenn  die  Summe  der  n  ersten 
Glieder  einer  ins  Unendliche  fortlaufenden  Reihe  sich  immer  mehr 
einem  Ghrenzwerthe  nähert,  je  grösser  n  wird,  so  heisst  die  Reihe 
eonvergent,  sonst  divergent  $  so  ist  z.  B.  die  Reihe  26:4  für 
a=>l  conyergent,  sonst  divergent,  da  nach  26:2 

j_     1 J. 

1.1.1.  .l_a'a»        a  1  1 

a 


--+-i?+ij+-+^= 


a' 


a 


—  1 


a— 1      a"(a— 1) 


istj   und  1 :  a°  (a  —  1)   sich  beim  Wachsen  von  n  der  Grenze  0 
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oder  oo  nähert,  je  nachdem  ar>l  ist  oder  nicht,  —  nnd  jede 
Beihei  deren  Glieder  von  einem  bestimmten  Gliede  hinweg,  kiemer 
oder  grösser  als  ihre  Glieder  im  ersten  oder  zweiten  Falle  sind,  ist 
ebenfalls  convergent  oder  divergent  —  Bezeichnen  t  Zahlen,  die 
mit  Zunehmendem  Index  sich  Null  nahem,  so  ist 

If  — t,  +  ta  — ti  +  t|  — t5  +  ...<t^  — t,  +  ...-|-ts.  ^ 

r^  i^ — 1|  -|- . . .  —  t  j«— 1 

Es  weicht  also  die  Summe  der  2n  ersten  Glieder  von  der  Smnme 
aller  Glieder  nicht  nm  das  erste  der  vemachlftssigten  Glieder  ab, 
nnd  die  Reihe  ist  daher  convergent;  so  z.  B.  ist  die  Reihe  48:6 
für  log  (1  +  z)  convergent,  sobald  z<cl.  —  Ist  in  einer  Reihe 
t«  +  ti  +  tt  +  ...  vom  n*^  Gliede  hinweg  das  Verh£ltniss  jedes 
Gliedes  zum  vorhergehenden  kleiner  als  r-<il,  so  ist  die  Reihe 
convergent,  da  in  diesem  Falle  ts^.i<:r:r.t.,  t.+s<cr.t.^.i<:r:r'.tB, 
•  • • ,  aiSv 

«•  +  tlH-tt  +  -..<l«  +  t,  +  ...  +  t._,  +  rr^  » 

1  —  r 
So  z.  B.  ist  die  Reihe  48:6  für  log  (1  —  z)  convergent,  sobald 
z  <::  1 ;   ebenso  48 : 1 ,  da  n  immer  so  gewählt  werden  kann ,  dass 

das  VerhältnisB  —  <::  1.  —  Die  Ghrösse  n  kann  immer  gross  genug 

angenommen  werden,  damit  x":(1.2...n)  kleiner  als  eine  beliebige 
Grösse  wird,  da  für  x<:p<:::n 

1.2...n""l.2...(p— !)•  p'p+l'"n^^l.2...(p— l)'Vp/ 
So  z.  B.  convergiren  die  Reihen  50 : 6  von  einem  gewissen  Gliede 
hinweg. 

In  einzelnen  Fftllen  kann  man  allerdings  fast  auf  den  ersten  BUck  erkennen, 
ob  eine  unendliche  Reihe  Converglrt  oder  divergirt,  —  in  andern  FUlen  könnte 
man  sich  dagegen  ohne  genauere  Prüfung  leicht  t&nschen.  So  z.  B.  könnte 
man  leicht  glauben,  dass 


VT  '  YY  '  VT  '  yr 

eine  convergente  Reihe  sei;  nun  ist  aber  offenbar 


VT-  VJ^ yr^'"^ y^^ Y^^ Y^^ ]/T^"'^Y^ 

nnd  setsen  wir  hier,  nm  die  nnendliche  Reilie  m  erhalten,  n  =  oo,  so  TPrird, 
d»  yM:=oo,  nnd  grösser  als  oo  gewiss  nun  mindesten  anoh  oo  ist, 

Es  ist  also  nicht  ohne  Nutzen,   Regeln,   wie   die   beispielswetse  im  Texte 
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Gegebenen,  anfsnetellen ,  nach  denen  man  eine  Reihe  auf  Gonvergens  pritfen 
kann,  und  es  hat  sich  nach  dieser  Richtung  besondere  Caucby  entechledene 
Verdienste  erworben.  *—  Die  in  3  liegende  Regel  folgt  ans  der  in  sich  selbst 
klaren  Ungleichheit 

in  Verbindung  mit  der  Gleichheit 

.j-l-^=l  +  r  +  r«  +  r«  +  ... 

die  aber  selbst  wieder  nur  unter  der  bereits  gestellten  Bedingung  r  <  1 
richtig  ist  —  Setzt  man  die  in  4  vorkommende  Grösse 

1.2...(p-l;  '\p/  ^  1.2...(p  — i).p"-'  +  ^  "■* 

so  erhUt  man  durch  Logarithmiren  In  Besiehung  auf  n  eine  Gleichung  vom 
ersten  Grade,  aus  welcher  man  somit  n  für  gegebene  Werthe  von  z,  p  und  a 
berechnen  kann. 


B4«  Die  InteipoUtioil.  Hat  man  eine  Reihe  von  Zahlen  a... . . . 

a-.i  a  a|...aa9  ^^^  bildet  ans  ihnen,  indem  man  jede  Zahl  von  der 
Folgenden  abzieht,  sog.  erste  Differenzen  Aa^  aus  diesen  durch 
entsprechende  Operation  sog.  zweite  Differenzen  A'a,  etc.,  die 
in  der  durch  die  Figur  angegebenen  Weise  mit  Indices  versehen 
werden  mögen,  so  ergibt  sich  leicht,  dass  jede  Zahl  der  Tafel 
erhalten  wird,  indem  man  zu  der  über  ihr  stehenden  die  rechts 
oben  von  ihr  stehende  addirt,  —  dass  überhaupt,  wenn  irgend  eine 
Zahl  der  Tafel  aus  andern  nach  einem  bestimmten  Gesetze  erhalten 
werden  kann,  auch  jede  andere  nach  demselben  Gesetze  aus  ent- 
sprechenden erhältlich  ist,  —  und  das«  namentlich 


».  =  a+(;)AaH-(5)A«a  +  (5)A» 


a  +  . .. 


=  a  +  n[Aa  +  ?-gi[A«a  +  5-3^(A»a  +  ...)]] 

ist.  Die  praktische  Anwendung  dieser  sog.  ]Vewton*seben  Inter« 
poiationsformei  setzt  dann  allerdings  noch  voraus,  dass  das  durch 
sie  ausgedrückte  Gesetz  auch  für  Zwischenglieder  gelte,  und  dass 
die  hohem  Differenzen  Null  zur  Grenze  haben.  Statt  den  Differen- 
zen I  kann  man  femer  die  zunächst  über  oder  unter  IE  stehenden 
Zahlen  zur  Interpolation  benutzen,  wenn  man  1  ditrch 

a.=a+(j)Aa+(5)A2a^x+('*+l)A»a.i+(''tO^'^^^^ 
-a+n[Aa+5rl[A2a-i-}-^(A»a.,+^A*a.8+..0]] 

ersetzt.  Die  hier  erscheinenden,  geraden  Differenzen  liegen  mit  a 
auf  derselben  Horizontalen  m,  die  ungeraden  unterhalb.  Führt 
man,   um  auch  Letztere  auf  UI  zu  bringen,  noch  die  Mittel  aus 


90 
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ihnen  und  den  ungeraden  oberhalb  ein,  und  bezeichnet  sodann  alle 
diese  Differenzen  mit  ä^  so  hat  man  endlich 

a«  =  a+   n   [*  a  — -«  ^^a4--Q?r  **»— i^iA*^a  +  .  •  • 


+ 

n2 
2 

+ 

6 

+ 

n* 
24 

+ 

120 

-L 

n« 

[d2a-^d»a  + 


30 
J_ 
90 

7 


140 


f^'— T^'»+120 


SU— 


[5«a  — -i-i'a-f 


720 


[d«»- ]  + 


welche  Reihe  in  dem  Falle  grosse  Vorzüge  hat,  wo  a»  gleichzeitig 
für  verschiedene  Werthe  von  n  berechnet  werden  muss. 

Da  nach  den  ausgesprochenen  Grundsätzen  aus 

a^=:a-f-AA nothwendig 


.2, 

-1 


1 


At, 


-1 


i 


a\ 


-3 


'-^ 


a\ 


-3 
-2^ 


-f 


«^^. 


0.. 


Aa|=5       Aft+A'ft folgt,  also 

a,=:a4-2Aa+A'a *lflo  *^<^^ 

Aat=  Aa+gA*a+A'a   •  folglich 

a8=a+8Aa+3A*Ä+A**   •  ß*®* 

also  muthmasslich 
-1  ~       «„=»+(?)  A*+(2)A'a+"  und  dann  jedenfalls 

"^0[    Aa„= 


-3 


m 


Aa+(^)A'Ä+---  folgUch  auch 


etc. 


a.+,=a+("+»)A«+(°r)A»»+... 
SO  ist  1  durch  Induction  erwiesen.  Die  Ableitung  von  2  aus  1  wird  durch 

«Si  =  »+(?)  A»+(§)(A»«_i  +  A»«_i)  +  (S)(A»*_x+A*»_,)  +  ... 

vennittelt,  —  die  von  3  ans  2  durch 

A*+A*  i  +  A**  1  1  1    . 

A«=  ~^  -'a=aa  +  -i-J«>,  A»*_x  =  »»»+-Jj*«, 

und 

»,  =  «  +  (»)(»a  +  l*«.)  +  (S)a«a  +  ("J>)(»»a+la«a)4-... 
Da  2.  B.  nach  lY 

logl01  =  2.004S2lSm  .  ,^*  ^'*        ^'*     ^*«    ^'^  ^'^ 

102  086001718  +  *"'"'^  — 417451  ,  .-.- 

103  128872247   f^^f.      409383 +  !?!?- 833 

104  170338303   """'   401648   !?^   223 
106    211892991    J^*   398936   !?j!   214 

106  263068653   "IJJf^   388538   '^W 

107  203887777   "'™»** 
Bo  Imt  man  nach  1  für  ii=:0,43 


+  10  _, 

9 
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log  101,43  z=  log  101  +  0,43  [42787980  —  ?^  [-  41 7451  -  ^  (8068  — . . .)]] 

=  2,0061664253 
Ferner  gibt  s.  B.  das  Berliner-Jahrbuch  für  die  Rectascension  des  Mondes 


16"  U- 26',88  „      . 

16  39    80,82  +  ^    2?'t4  +  «*>-1-89 

17  4    58.00       ,        '         82.30      ''—0'.85 

17    56    58,38      ^     ^^ '^^ 


1848  Vn  12,  0* 

12 
13,0 

12 
14,  0 

also  hat  man,  wenn  in  3 

a=17'*4"58',06,  «fa=+25'"38',92,  ^«a=-f  22',86,  ^»a=-l*,81,  a*ai=--0',85 

gesetst  werden,  fttr  n^  Ytt  t 

a„  =  17**  4"  Ö8*,06  +  128 •,2683 .  t  —  0',07792 .  t«  —  0*,000174 1»  —  0*,000002 .  t* 

womach  s.  B.  die  JR  des  Mondes  1848  VII 13  fOr  alle  Stunden  von  Mittag 
bis  Mitternacht  leicht  berechnet  werden  kann,  indem  man  einfach  t  successive 
die  Werthe  1,  2,...  11  gibt. 

YIII.  Die  Differential-  und  Integral-Reduiniig. 


»#  Begriff  der  DifferentialrechnuDg.  Nimmt  in  y  »=  f  (x)  die 

unabhängige  Variable  x  einen  bestimmten  Zuwachs  A  x  an ,  so 
erhält  auch  die  abhängige  Variable  j  einen  bestimmten  Zuwachs 
A  7*  Das  Verhältniss  A  j :  A  x  dieser  Zunahmen  hängt  einerseits 
mit  der  Natur  der  Function  f  und  der  Grösse  von  x  zusammen, 
ist  aber  anderseits  auch  von  der  Grösse  von  Ax  abhängig,  sobald 
die  Function  in  Beziehung  auf  x  nicht  vom  ersten  Grade  ist.  Um 
diesen  Einfluss  von  Ax  zu  entfernen,  lässt  man  dasselbe  unendlich 
abnehmen,  wodurch  sich  Aj:  Ax  einem  bestimmten  Werthe,  der 
sog.  Limes  (Aj^Ax),  nähert,  den  man  mit  dy:dx  bezeichnet,  und 
Dlfferentlalqaotlent  9  oder  Fluxlon^  oder  ernte  AMeltuDS 
nennt  Da  somit  nothwendig 

Ax        dx^^ 
wo  w  eine  mit  Ax  verschwindende  Grösse  bezeichnet,  so  folgt 

Ay  =  (-T^H- wj Ax        und  somit        dy  =  -j-^.dx 

d.  h.  das  sog.  Differential  einer  abhängigen  Variabein  ist  gleich 
dem  Differentialquotienten  multiplicirt  mit  dem  Differential  der  un- 
abhängigen Variabein.    Die  allgemeine  Vorschrift  zur  Auffindung 
dieser  Differentialquotienten  aber  liegt  in  den  Gleichheiten 
_Ay^f(x  +  Ax)-f(x)        ^^        J^^^AZ 
A  X  A  X  dx  Ax 

wie  wir  unter  den  folgenden  Nummern  sehen  werden. 
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Die  ganse  Entwicklung  der  Mathematik  nnd  apeeiell  der  Cnnrenlelire, 
drftngte  nach  der  Mitte  dea  17.  Jabrhnnderta  aur  Entdeckung  der  DiiTerential- 
rechnung  bin,  und  es  ist  daher  begreiflicher,  dass  Letatere  nahe  gleichseitig 
durch  Mehrere  der  damals  lebenden  grossen  Mathematiker  gemacht  wurde, 
als  dass  sich  diese  durch  unerquickliche  Priorit&tsstreitigkeiten  das  Leben 
verbittern  mochten.  Ohne  genauer  auf  den  mit  grosser  Heftigkeit  geführten 
langen  Kampf  einsugehen,  dürften  am  Besten  (entsprechend  8)  Leibnita  nnd 
Newton  gemeinschaftlich  als  Entdecker  genannt,  dagegen  Lelbnits  als  der- 
jenige beseichnet  werden,  der  einen  bequemen  Algorithmus  fUr  die  neue 
Rechnung  fand,  —  IVewton  als  derjenige,  der  luerst  grossartige  Anwendungen 
derselben  machte,  —  w&hrend  Jakob  und  Johann  Bem^olli  der  Ruhm 
bleiben  würde,  sich  des  neuen  Hülfsmittels  sofort  bem&chtigt,  und  dasselbe 
rasch  in  ausgeseichneter  Weise  ausgebildet  su  haben.  Fflr  den  genannten 
Streit  selbst  sind  ausser  einigen  schon  in  8  erwUmten  Bchriflen  s.  B.  noch 
SU  vergleichen :  „John  C^lliiifl  (Wood-Eaton  bei  Oxford  1625  —  Malmsbury 
1688;  erst  Buchhftndlerlehrling ,  dann  Civilingenieur  und  Becretftr  der  Roy. 
Society)  et  aliorum.  Commercium  epistolicum  de  analysi  promota.  Lond.  1712 
in  8.  (Neue  Ausg.  durch  Biot  et  Lefort,  Paris  1856  in  4.),  —  Oabr.  CTnuaer» 
Yirorum  cel.  O.  Leibnitii  et  Joh.  Bemoulli  Commercium  philosophienm  et 
mathematicum.  Lausanne  1746,  %  Vol.  in  4.  (Neue  vervollstftndigte  Ausg.  von 
Gerhardt  in  Leibnits's  Werken  vergl.  8),  —  Gerhardt  #  Historische  Ent- 
wicklung des  Princip's  der  Differentialrechnung  bis  muf  Leibnits.  Salawedel 
1840  in  4.;  ferner*.  Historla  et  origo  oalculi  düTerentialis  a  Leibnitio  con- 
scripta.  Hannover  1846  in  4.;  und:  Die  Entdeckung  der  Dlfl^Brentialrechnung 
durch  Leibnits.  Halle  1848  in  4.,  —  Bdleitoii»  Oorrespondence  of  Sir  Js. 
Newton  and  Prof.  Gotes,  including  letters  of  other  eminent  Men.  London 
1860  in  8.,  —  H.  Slomann»  Leibnitsens  Anspruch  muf  die  Erfindung  der 
Differentialrechnung.  Leipzig  1857  in  4.,  —  etc."  —  Fflr  LehrbUcher  der 
Differentialrechnung,  etc.  vergL  45. 


Diff«reBtiatioB  der  algabniidheii  Fuctionen.  Ist 

t  =  a  —  b.x  +  y.zH 

so  hat  man  entsprechend  55  successive 

t+At=a  — b(x  +  Ax)  +  (y  +  Ay)(z  +  Az)  +  ;j"^3 

v—p  za ▼ 

dt  = — b.dx4-(y  .dz4-z.dy)H — ^ — ■ — 

woraus  die  Differentialregeln  für  ein  constantes  Glied,  einen  con- 
stanten  Factor,  ein  Product  nnd  einen  Quotienten  hervorgehen.  — 
Ist  y  =  x",  so  folgt  (43) 

Ay       (x-l-Ax)"  — x*"        j         j  /  «N  «-.1   j         » 

-T-^  =  "^ T^ oder      d  (x")  =  m .  x"^  .  d  x       m 

Ax  Ax  ^     ^ 

d.  h.  die  Differentialregel  für  Potenzen. 
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Anstatt 
kann  man  offenbar  auch 


d.  y  =  '^y^y^ 


a(,..)=,.(lI.  +  iL)     ^     a.i=2(^-ii) 


schreiben,  nnd  entsprechend  kann  allgemein 


S<b«U«>a 


B»li«U«>« 


ds         dt         du 

8  t  U 


gesetat  werden. 

SV#  Diferentiation  der  transcendeDteii  FunctioDeD.  Ganz  ent- 
sprechend findet  man  (48,  50,  56) 

d .    a*    B  a'  .  log  a .  d  X  d .  log  x         = 


dx 


d .  Sin  X  =      Cos  x .  d  x  d  .  Are  Sin  y  == 


d .  Cos  X  =  —  Sin  x .  d  x 

dx 


X .  log  a 
d  .  Are  Cos  y  = ,    7~^ 


d .  Tg  X  = 

und  so  weiter. 


Cos^x 


d .  Are  Tg  y  = 


dy 


1+yS 


Aus  y  ^  a'  folgt  sunftchst  mit  Hülfe  von  40 : 1 

Ay  _  a'-<-^'^a'        a'(a^'--l)  _ 

_    a'    rWft'A^t    ,    Qoga.Aa^)*    ,       1_ 

="ArL — i — + — rr» — +   j^ 

=  aMoga[l  +  ^Ax  +  ...] 

oder  auf  die  Grenzen  übergehend 

dv 

•^-^=:a'.loga      oder      d.a'  =  a^.loga.dx      also      d.e*  =  e*dx 

Analog  folgt  aus  y=:logx  mit  Hülfe  von  49 

Ay ,_  iog(x  +  A^)"-log3^  _ 
Ax  Ax 

g  r    1     ■  1    Ax«        -1 

oder  auf  die  Grenzen  übergehend 

dy  1        1       j        ,   ,•  1        dx      ,        ,   ,  dx 

-T^=-i . —    oder    d.logxr:-; . also    d.logxc 

dx        loga     X«  ^  loga      x  *'  x 

und  ferner  nach  60 : 1 


d.8inx=d. j^j =  —11 


.  d  X  =  Cos  X .  d  X 
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etc.   Ist  aber  ArcSinyzrx    oder    Sinzasy,  so  folgt 

d  y  =  Cos  X .  d  X        also        d  x  = ^  — ^ — ?- 


Co»  X        Vi  — Sin«  X        yi  — y» 
und  80  fori 

M.  Differentiation  der  Functionen  mit  mehreren  Tariabeln.  Ist 

z  5=  f  (y)  und  y  =  y  (x) ,  so  hat  man  offenbar 

d  z  dz     d  y  ^ 

dx         dy  *  dx 

Ist  dagegen  z  =  f  (x ,  y) ,  so  ist 

j  dzj,dz.|  ^ 

dz=--3 — .ax-f--j — .dy  % 

dx  dy       -^ 

oder  das  totale  Differential  einer  Function  von  mehreren  Variabein 
ist  gleich  der  Snmme  der  partiellen  Differentialen  nach  den  ein- 
zelnen Variabein.   Wenn  endlich  u  =  y  (y ,  z) ,  wo  y  =  F  (x)  und 

z  =  f  (x) ,  so  ist 

du  du  dy    du   dz  ^ 

dx    dy  '  dx    dz  '  dx 

und  entsprechend  für  mehrere  Variable. 

Die  parüellen  Differentialquotienten  werden  oft  in  Klammem  eingeschlossen, 
so  dass  man  statt  2 

"=(lf)''+(47)'' 

schreibt  Da  sodann  entsprechend 

und  das  s  weite  Differential  von  z  nach  x  und  y  offenbar  denselben  Werth 
behalten  muss,  ob  man  zuerst  nach  x  und  dann  nach  y,  oder  suerst  nach  y 
und  dann  nach  x  differentlrt,  so  folgt  somit 

d..=(^)d..+,(ji!j^)....,+Q.,. 

und  entsprechend  erhUt  man 

etc.,  so  dass  also  hier  wieder  die  Binomialcoefficienten  auftreten. 

•9«  Differentiation  der  Gleielivngen.  Ist 

f(x,y)  =  0  1 

so  muss  auch  f(x+Ax,  y-4-Ay)  =  0  und  daher 

f(x4-Ax,y  +  Ay)-f(x,y)^Q      ^^^      d.f(x,y)^Q 

A  X  dx 

sein.  Man  hat  daher  (58) 

lJL4.iJ:.iX=:0      oder      A^  =  _AL:Ü        9 
dx         dy     dx  dx  dx     dy 

und  entsprechend  bei  mehreren  Variabein. 


s 
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Differentirt  man  2  nochmals,  so  erh&lt  man 

d'f         d«f  /dy\«       df     d«y  d«f       Ay  _o 

dx«'T"dy»\dx/  "^dy  'dx«"^*  dx.dydx""" 

oder  mit  Benutzung  von  2 

dty  _       rd«f         d«f  /dyy  d«f         dy  1      df 

dx«  ""       Ldx«  "^  dy«  \dx>!  '^'^  dx.dy  *  dxj*  dy 

rd«f  /dfy             d«f  df     _d£  ,  ^^    /^\*1    /UV 

—      Ldx«  Vdy/  dx.dy  •  dx  •  dy  "^  dy«  '\dx)  J'\dy/ 

etc.  —  Ist  1  unter  der  Form 

x=:9(t)  y  =  V(t)                                         41 

gegeben,  so  erh&lt  man 

dx         w*^       ,         dt  1  j     dy  w,v  dt        v^'W 

_  =  ^.(t)    oder    ^  =  ^j;7^    «nd    _  =  V'' (0 ^  =  |r^       S 

Ferner  mit  HOlfe  von  66 :  i 

dx«  ~  9'(t)  •  L  V'(*)         »'  (t)  J  ■  dx  ~ 

=  -^7^[V"(t)»'(t)-»"(t)V'(0]  « 

etc.  —  Ist  speciell 

X»  — 3cxy-|-y»=:0 

so  folgt  durch  Differentiation 

8x«dx  — Scydx  — 3cxdy  +  8y*dy  =  0 
also 

dy        X«  —  cy  -.j  d«y  2c«xy 

-3-^  = T-  '»»d  sodann  -T-Tr  =  7 tTT 

dx        ex  —  y«  dx«        (ex  — y*)' 

und  so  weiter. 

60«  Der  Taylor^sche  Lehrsatz.  Ist  y  =  f  (x)  so  beschaffen,  dass 

den  Substitutionen  x,  x  +  Ax,  x  +  2Ax,...  reelle  Werthe  7, 
yi  =  y+Ayj  y2  =  y  +  Ayij...  entsprechen,  und  bezeichnet  man 
die  hohem  Differenzen  mit  A^y,  A'y,...  so  hat  man  entsprechend 
54:1 

y»  =  y  +  (j)Ay  +  (|)A^y  +  (^)A3y  +  (j)A*y  +  ... 

1-- 

=  y  +  n.Ax.^4-(n.Ax)2.--j^.-|^  + 

+  (n.Ax)3. j-^-g •^  +  -- 

Nimmt  man  an ,  die  Zunahme  n .  A  x ,  welche  x  erhält,  während  y 
in  ya  übergeht,  habe  einen  constanten  Werth  h,  d.  h.  die  Zahl  n 
nehme,  während  A  x  ohne  Aufhören  kleiner  werde,  in  gleichem  Ver- 
hältnisse zu,  so  erhält  man,  da  die  Brüche  11 j,  (l )?••• 

sich  der  gemeinschaftlichen  Grenze  1  nähern,  wenn  man 
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A  X        d  X  '  A  x^        d  x'*  ' 

setzt,  die  sog.  Taylor'scbe  Reibe 

oder  nach  Lagrange's  Schreibart 

f(x  +  h)  =  f(x).-+yf'(x)  +  ^f"(x)  +  ...  S 

wo  die  sog.  zweite  Ableitung  P  (x)  ebenso  aus  f'  (x)  hervorgeht, 
wie  diese  aus  f  (x),  etc.   Entsprechend  findet  man 

f(x  +  h,y  +  k)»f(x,y)  +  A.|l+k^.di  + 

.    hg     d2£  ,  hk      d^f  V     d«f  ^ 

■^1.2dx2+    1  •dx.dy"^1.2-dy2"^"'" 
und  so  weiter. 

Der  Taylor'sche  Lehrsais  wurde  entaprechend  seinem  Namen  snerst  von 
Brook  Taylor  (Edmonton  1686  —  London  1731;  Secret&r  der  Roy.  Society) 
in  seinem  Werke  y,Methodu8  incrementorum  directa  et  inversa.  London  1715 
in  4.^  ausgesprochen;  spftier  beschäftigte  sich  namentlich  Lta^range  (vergl. 
seine  beiden  in  45  angeführten  Werke)  einl&salich  damit,  und  lehrte  s.  B. 
den  sog.  Rest  der  Reihe  oder  zum  mindesten  Grenzen  zu  bestimmen,  zwischen 
welchen  der  aus  dem  Wegwerfen  der  spfttem  Glieder  entstehende  Fehler 
enthalten  ist,  —  eine  Untersuchung,  die  nachmals  besonders  durch  Andr^ 
Marie  Ampere  (Lyon  1775  —  Marseille  1886;  Professor  der  Mathematik 
und  Physik  in  Paris,  sowie  Academiker;  vergl.  Arago  Oeuvres  II)  vervoll- 
kommnet und  erweitert  wurde  (vergl.  Joum.  de  l'^cole  pol.,  cah.  13).  — <  Zur 
Ableitung  von  3  hat  man  zunftchst  nach  1 

r/     I  V     ^      1./       N  I    ^      df    ,     h«       d«f    , 

'(»+»»>  y)=f  (3t,  y)+y-^;r+T:y"di«"+'** 

und  sodann 

f(x  +  h,y  +  k)  =  f(x,y)  +  4il+JE!L.^  +  ... 


,    h  /df        k      d«f       ,     k«         d»f  \ 

■*"lVdx"^l   dx.dy"^1.2   dx.dy«'^"7 

,     h«    /d«f        k        d»f  \   , 

^  1T2'U1?^'^T-  dx«dy  +  •7-1-  •• 


woraus  3  unmittelbar  folgt  —  Ist 

Cos  ycsz  +  b  wo  zs=  Cos  x 

so  folgt  nach  2 

y=:ArcCos(z  +  b)  =  f(z  +  b)  =  f(z)  +  ^f'(z)  +  ^f"(z)  + 

wo 

f(z)  =  ArcCosz  =  x  f'(z)  =  4^=r-.        ^  ^ 


d  z  yi £t  Sin  x 

-..-.       d«x  CoBX 

so  dass  also  schliesslich,  wenn  y  und  x  in  der  gewöhnlichen  Winkeleinheit 
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aiugedrllckt  (d.  b.  naoh  100  die  flbrigen  Glieder  mit  Sin  1''  dividirt)  werden, 

b b'CoBX 

^""*       Slnx.Sinl''        28in»x.8inl"       •"  * 

Wird  yc=f(z)  fttr  x^«  gleicb  Null,  fttr  a|^a-|-h  aber  su  ^|,  und  für 
a^  =  « -<|-  k  SU  Sf,  80  bat  man  nacb  3 

a,=f(«)+^f'(«)+...        a,=f(«)+^f'(«)  +  ... 

also,  da  f(a)=rO,  fOr  kleine  Wertbe  von  b  nnd  k  angen&bert 

ai  =  bf'(a)  ^  =  kf'(a)  oder  A.^A^AZIfL 


a«  *—  a* 
woraus  orsaj  — ^i  ^      ^ 


d^        k        a,— a 


d,-d, 

folgt,  d.  b.  die  in  44 : 6  gefandene  Begala  falsi,  welobe  nan  aber  biemit  nicbt 
nur  wie  dort  für  algebraiscbe ,  sondern  aacb  für  transcendente  Functionen 
erwiesen  ist 

61«  Die  ■a6lairiQ*8cli6  Reihe  ud  die  Lagruge^sche  Revenions- 

fomeL  Setzt  man  in  der  Tajlor'schen  Reihe  x  =»  0  und  bezeichnet 
durch  f  (0),  f  (0), ...  die  entsprechenden  Werthe  von  f  (x),  f  (x), . . . 
so  erhalt  man,  wenn  schliesslich  h  mit  x  vertauscht  wird,  die  sog. 
Maclaurin'sche  Reihe 

f(x)  =  f(o)  +  ^f'(o)+^f^'(o)4-...  1 

und  mit  ihrer  Hülfe,  wenn 

n  =  tp(y)  y  =  w  +  x.y(y)  — ^^  =  z  t 

ist,  die  sog.  Lagrange'sche  Reversionsformel 

.  ,  ,    Xr    ,   X     1  ,    x2  d[9?(w)2.z]  ,     X»    d%(w)8.z]  ,       ^ 
u==y(w)+y[y(w).z]+3^    ^^^^^      ^  +  lg3     ^^a\.2      ^+-» 

über  deren  Anwendung  namentlich  416  zu  vergleichen  ist 

Aus  2  erbUt  man  durcb  DUferentiaiion 

-r-^-=l  +  x.«'(y)-j-^  oder       -5-^-  =  -; rr-r- 

dw  '        ^  ^''^  dw  dw       1  —  x.9'(y) 

4f=,(,)  +  x.,'(,)Aj       Oder       4^  =  ^^£^  =  ,(y).-Z 

d.— 
d«ii  ,.      i*u       ,     ,,  ^  iy     du  ...dttdy.      ,.     '  dx  

di5-=»  (yJ  d¥:dr+»^y5d7'd¥=»^y)  d¥dr+»<y^-d^= 

=«fCy).f'Cy)4|:X-^+»(y)«xi^=d[,(y)».ii]:dw 

etc.,  oder,  wenn  man  x=0,  also  yssw  setst 

(du\  .   .  /d«n\        dr«(w)«.s]       . 

Wolf,  Bndbatk    I.  ^ 
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also  nach  1 ,  da  y;  (y)  nach  2  auch  eine  Fnnctlon  von  x  iat,  sofort  8»  —  Ftlr 
die  Reihe  von  Maclaiirin  vergleiche  dessen  in  45  erw&hnte  Schrift,  wfthrend 
für  die  Reversionsformel  von  Lag^rao^e  dessen  Ahhandlung  ^8ar  le  problöme 
de  Keppler  (Möm.  de  Berl.  1769)"  nachzusehen  ist  Für  Letstere  nnd  ihre 
yerallgemeinerang  vergl.  auch  ^Laplace«  Theorie  du  monvement  et  de  la 
figure  elliptique  des  planstes.  Paris  1784  in  4.,  —  Joh.  Friedrich  Pfaff 
(Stuttgart  1766  —  Halle  1825;  Professor  der  Mathematik  eu  Helmstedt  und 
Halle;  vergl.  die  von  C.  Pfaff  herausgegebene  Sammlung  von  Briefen.  licipsig 
1853  in  8.),  Analysis  einer  "wichtigen  Aufgabe  des  Herrn  Lagrange  und  An- 
wendung derselben  auf  die  Umkehrung  der  Reihen  (Hindenburgs  Archiv  1794), 
und:  Disquisitiones  analytic»  maxime  ad  calculum  integralem  et  doctrinam 
serierum  pertinentes.  Helmstadli  1797  in  4.,  —  Ludwig  SehlälU  (Bnrgdorf 
1814;  Professor  der  Mathematik  in  Bern),  Ueber  eine  Yerallgemeinerang  des 
Lagrange'schen  Lehrsatzes,  für  die  der  Beweis  noch  gefordert  wird  (Bemer 
Mitth.  1848),  —  etc.;  femer  ffir  Anwendungen  416. 

69«  Unbestimmte  insdracke.  —  Da  nacli  60 

^<-^  +  ^^      F(x)  +  Aiv(^)  +  3?^P"(x)  +  ... 

SO  hat  man ,  wenn  für  x  =  a  sowohl  f  (x)   als  F  (x)  gleich  Null 
werden,  für  ein  unendUch  abnehmendes  h 

fW   ^O^nn,   f(ft  +  h)   -   f^W 
F(a)  ■"  0  ~'™  F(a  +  h)  ""  F' (a) 

Sollten  auch  f  (a)  und  F'  (a)  Null  werden ,  so  würde  der  Quotient 

der  zweiten  Ableitung  an  die  Stelle  treten,  etc.;   würde  dagegen 

nur  {*  (a)  oder  nur  F  (a)  Null ,  so  hätte  f  (a) :  F  (a)  den  Werth  0 

oder  oo;  etc. 

So  z.  B.  ergiht  sich  aus 

X  (1  —  Xn)  ^  ^  0 

y  sz  — ^^ —  für  X  z=  1  y  S2  — 

^1  —  X  i-r-..«-  '—0 

Nun  ist  aher 

d  fx  —  x"+^"i 

--^-^j— ^==(n  +  l)x»-.l  also  für  x  =  l  y  =  n  . 

und  in  der  That  folgt  auch  dlrect  durch  Division 

y  =  x(l-f  x+x*  +  ...4-x"~^)  also  für  x  =  l  ys=n 

Ehenso  erhält  man  aus 

ax*  —  2acx4-ftc*  *.  0 

y  =  ^ir— 5 — nT >    m  fOrxssc  y  =  -7r 

bx*  — 2hcx-|-bc»  '       0 

aber  auch  noch  aus 

d(ax»~2acx-|-ac»)  ax  —  ac        a*       ^_  0 

d(bx«  — 2bcx  +  bc«)  ""  bx  — bc       «^  ^  — «       7— q- 

nnd  erst  aus 

-j4r r— v-  =  'T-  den  bestimmten  Werth  y  =  -r- 

d(bx  —  bo)b  '^b 

welchen   man    übrigens   auch    bei   gehöriger  Reduction   des   ursprünglichen 
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AnsdmekeB  ohne  weiteres  gefanden  haben  wflrde.  Ist  aber  der  unbestimmt 
werdende  Ausdruck,  wie  s.  B. 

y^_L woraus  fttr  X  =:  1  y  =  -s- 

folgt,  von  der  Art,  dass  der  fon  Z&hler  und  Nenner  fQr  einen  bestimmten 
Fall  versehwindende  Factor  einen  gebrochenen  Exponenten  hat,  so  hilft  auch 
ein  fortgeseUtes  Differentiren  nichts,  da  alsdann  jener  Factor  nie  verschwindet 
Dagegen  kann  man  in  solchem  Falle  das  Verfahren  anwenden,  in  dem  fttr 
zs=a  unbestimmt  werdenden  Ausdrucke  die  Grösse  x  durch  (a-f-h)  au 
ersetaen,  dann  nach  h  au  entwickeln,  und  Euletat  h  =  0  au  setaen.  Snbstituirt 
man  a.  B.  in  dem  eben  erwähnten  Falle  l-|-h  flir  x,  so  wird 

y=  ,    ^^ — =  a^^_  also  fttr  hc=0  y  =  0 

l/2F+h»        V^+h 

Es  ftthrt  sogar  dieses  letitere  Verfahren  auch  oft  da  schneller  sum  Ziele, 

wo  das  Erstere  brauchbar  bleibt. 


■azimiim  Ud  linimuOL  Offenbar  nimmt  f  (x)  für  jeden 
Werth  von  z,  dessen  Nachbarwerthe  zu  beiden  Seitep  entweder 
beide  Abnahme  oder  beide  Zunahme  von  f  (x)  bedingen,  ein  Maxi- 
mum oder  ein  MminmTn  an.  Da  nun  eine  Grösse  h  immer  so  klein 
angenommen  werden  kann,  dass  ein  mit  einer  Potenz  derselben  be- 
haftetes Glied  über  die  Gesammtheit  der  Glieder  mit  hohem  Potenzen 
dominirt,  so  folgt  (60),  dass  für  jeden  Werth  von  x,  der  f  (x)  =  0 
macht,  f  (x)  ein  Maximum  oder  Minimum  annimmt,  je  nachdem  für 
denselben  Werth  von  x  die  zweite  Ableitung  f'  (x)  ein  negatives 
oder  positives  Vorzeichen  erhält 

BoUte  in  einem  gegebenen  Falle  derselbe  Werth  von  x ,  der  f '  (x)  =  0 
entspricht,  auch  f''(x)^0  machen,  so  hätte  nach  denselben  Qrundsfttsen  nur 
dann  ein  Maximum  oder  Minimum  statt,  wenn  auch  noch  r'^(x)^0  und 
f^  (x)  negativ  oder  positiv  wttrde;  etc.  —  Gans  entsprechend  wird  nach  60 

für  jede  Werthe  von  x  und  y,  welche 

=sO  und  -1 —  =  0 


dx  dy 

machen,  ein  Maximum  oder  Minimum  annehmen,  wenn  fOr  dieselben  Werthe 

d«B     h*    .       d«g       ^^  ,    d«g     k« 

d?-"2"'^  dx.dy  '^'"^  d^*"F  ■ 

negativ  oder  positiv  wird,  —  etc.  —  Bell  a.  B.  eine  Zahl  a  so  in  awei  TheUe 
X  und  (a^x)  g^theUt  werden,  dass  das  Product 

y  =  x(a  — x) 
ein  Maximum  wird,  so  muss  xssh/^  genommen  werden,  da  dieser  Werth 
von  den  Grössen 

dx  dx' 

die  erste  auf  Null  reducirt,  während  die  aweite  negativ  ist  »-  Soll  eine 
Zahl  2 B  in  drei  Theile  a,  b,  o  serlegt  werden,  so  dass 

F  =  Vs(8^a)(8  — b)(8— o) 

7* 
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ein  Haximmn  wird,  so  seise  man 

28    ,  .        28    ,  2s 

Dann  folgt 

E  =  (8-a)(8-b)(8-c)  =  (|-x)(|~y)(|.+x  +  y) 

und  hieraus 

4f=-(|-y)(2x+y)  4^=-(|.-x)(x+»y) 

d'E  «^B  ^  d««  «lA  B  d*«  -.,8  . 

Da  nun  -r —  und  -i —  fttr  z  =  0=:y  verschwinden •  nnd  ftir  diese  Werthe 
dx  dy  ' 

der  Ansdruck  2 

d«B     h«  d»«       V,.,    d»«     k«  »,v,v., 

dl?  "F+di:-d7-^^+T^T=-Tt^+^>* 

also  bestimmt  negativ  wird,  so  erhUt  somit  F  ittr  assb^css'/gS  einen 
Maximnmswerth.  Geometrisch  gedeutet  sagen  diese  beiden  Resultate,  dass 
von  allen  Rechtecken  gleichen  Umfanges  das  Quadrat,  von  allen  Dreiecken 
gleichen  Umfanges  das  gleichseitige  Dreieck  die  grösste  Fläche  habe.  VergL 
113,  106  und  108.  —  Vergl.  fttr  eine  andere  Anwendung  390,  —  für  die 
Geschichte  „Jacques-Denis  Ch«lfly  (Jussy  1799  —  Gen^ve  1869;  Professor 
der  Philosophie  und  Prediger  in  Genf),  Essai  historique  sur  le  probltoie  des 
Maximums.  Genöve  1823  in  4.^ 

64«  Begriff  der  Integralreehnmig.  Ist  y  «=  F  (z)  und  ^  =  f  (z), 

d.  h.  ist  f  (x) .  d  z  das  Differential  von  F  (x) ,  so  nennt  man  umge- 
kehrt F  (z)  das  Integral  von  f  (z) .  d  z.  Das  Operationszeichen  des 
Integrirens  ist  /,  und  es  besteht  somit  die  Gleichheit 

/f  (x) .  dz  =  F  (z)  +  Const.  1 

wo  Constans  beigefügt  worden,  da  (56)  beim  Differenziren  constante 
Olieder  wegfallen.   So  z.  B.  erhält  man  (66,  57) 

/a.dz  =  az  +  C.  /z"dz«    ^'^\-  +0.  2 

^  m  +  1 


du        u    .   fu.dv 


/v.du«=uv— /u.dv  J-il  =  i+J. 

•^**-^^  =  T^^^-  /^  =  loga.log.z  +  a 

/Cosz.dz  =  Sinz-f  C.         r/^    .=«ArcSinz  +  0> 


s 


/cfe  =  Tgz  +  C.  /^  =  ArcTgz  +  a       6 

Und  so  weiter. 


Die  Integralreehnung  wurde  namentlich   von  Johannes  Bem^olli  mit 

Erfolg  in  AngriiT  genommen,  und  seine  Abhandlung  „De  methodo  integralium 
(Opora  ni)«<y  die  er  1691  und  1692  su  Gunsten  seines  damaligen  Bchfilera 


i 
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Hoflpital'B  schrieb^  könnte  als  ein  eratea  Lehrbnch  derselben  betrachtet  werden. 
Fttr  spfttere  Werke  über  diesen  wichtigen  Abschnitt  der  Arithmetik  vergil.  46. 
—  Statt  4  kann  man  auch  schreiben 

/e*.dx  =  e*  +  a  f^ssiogx  +  C. 

Die  letstere  Gleichheit  tritt  fVr  2**  in  dem  speciellen  Falle  ein,  wo  diese 
Letstere  für  m  ^  —  1  den  Dienst  versagt 


M.  btegratioQ  durch  Snbttitntion.   Nach  64:4  erh&It  man, 

wenn  x  mit  a  +  bx,  also  dx  mit  +bdx  vertauscht  wird| 

oder,  wemi  man  diese  Formel  für  +  und  —  aufschreibt  und  addirt, 

/dx  1       ,      ä  +  bx    ,  ^  ^ 

Yertanscht  man  hier  b  mit  b  i  und  benutzt  52 : 5,  oder  setzt  (64 : 6) 
statt  X,  so  erhält  man 


/..  f'.-.-:^.ArcTg-^4-C. 


a*  +  l)*x*       ab *    a 

Vertaiucht  man  (64 : 5)  ebenfalls  x  mit  ,  so  wird 


/ 


-r- .  Are  Sin 1-  C. 


Va«  — b^x«        1>  a 

oder,  wenn  man  noch  b  in  bi  verwandelt  (52:5), 

,     ^^        .  =  j-log(bx+yag  +  h^x^)  +C. 

oder,  wenn  man  x  durch  —  ersetzt  und  a  mit  b  wechselt« 
'  X  ' 

dx  1  ,      a+Va^  +  b^x«    ,  ^ 

r=— —  log ^- hC. 


/ 


/ 


xVa^  +  b^x»  a     ^  X 

Vertauscht  man  endlich  x  mit  x  —  c  oder  x  +  c,  so  erhält  man 
nach  2  bis  5 

C        }^  -  1  ,     V4ar-hß^  +  2rx-ß     ^     ^ 

Jtt  +  ßx  —  rx.^       V4ay-^ßi    *  y4ay-|-^_2yx4-/S 

Ja  +  /JxH-yx2       V4ay  —  ßi  ^  V4oy  — /S« 

f         ^/  =-LArcSin   f^'-^^  +  C  » 

Und  so  weitetf 
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Setct  man  in  2  statt  x  nach  gegebener  Vorschrift  x±c,  so  erhUt  man 

f dx 1  a  +  b(x±c) 

J  a«  — b«(x«±2cx  +  c«)  ""  2ab  *^  a  — b(x±c)  "^    ' 

nnd  hieraus  fOr 

die  Formel  7.   Auf  ähDÜche  Welse  werden  die  folgenden  Formeln  geftinden. 
—  Ist  Are  Sin  x  z;  s ,  so  folgt 

Tgg=^-^     ^  -  =  ■  /        *"-    *^^^     Are  Sin  X  =  Are  Tg 


/• 


yi  —  Sin«  Ä        Vi  — X«  VX-x« 

also  kann  man  statt  9  auch 

,        ^'  =-^ArcTg      ,      ^/'-^  +a  il 

Yu+ßx-rx*    VT         2VyY»+ßx-,x* 

setzen.  Da  femer 

und  -T=^  log  (fi*  —  4  a  y)  als  constant  mit  der  Constanten  vereinigt  werden 

Vr 

kann,  so  ist  es  erlaubt,  10  mit 

dx  1      -  1  i    n  mm 

=  -7=^  log ; ,— .  .    .         .        ,  +  C.       M 


/i 


Va  +  /?x  +  yx«        vT        2yX  +  /?-2/7V«  +  ^^  +  y3l» 
Bu  vertauschen. 

66.  lotegration  durch  Zerlegung  oder  infiOnng  io  Reihen.  Hat 

man  f  X     , 

WO  X  und  X^  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind,  wo  femer  der 

höchste  Exponent  von  x  im  Zähler  kleiner  als  der  im  Nenner  sein, 

und  Letzterer  die  reellen  binomischen  oder  trinomischen  Factoren 

(a  +  bx)",  (c  +  dx),...  (aH-/?x  +  yx'^),...  haben  soll,  so  kann 

man 

X__       A  B  .      .      G      .      ,      M+Nx 

X'      (a+bx)'-'^(a+bx)— ^"^••"^c+dx"^""^a-f/yx+yx«"^'** 

setzen,  —  die  unbestimmten  A,  B,...  ermitteln,  indem  man  beid- 
seitig die  Nenner  wegschafft,  —  und  dann  j  gleich  der  Summe  der 
Integralien  dieser  mit  dx  multiplicirten,  sog.  PartlalbrOche^  an- 
nehmen. —  Die  Integration  durch  Reihen  mag  folgendes  Beispiel 
erläutern:   Es  ist 


a"  +  x"        a»         a^"  a»" 

X» 


also  hat  man,  wenn  beidseitig  mit  d  x  multiplicirt,  und  rechts  glied- 
weise integrirt  wird, 


/; 
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x".dx  x»+i  x"+"+*  x^+^'+i 

+ 


a-+x-      (m4-l)a-      (m4-n4-l)a«"  '  (m-f-2n+l)a»- 


m— n+1         m— 2n  +  l      '       m— 3n  +  l  " 

1^0  die  erste  Reihe  für  kleine ,  die  zweite  für  grosse  Werthe  von  x 
convergirt,  also  anzuwenden  ist 

Hftt  man  i.  B. 


-Jx»— 7x— 


6*^ 


SU  bestimmen,  so  setst  man,  da  z*— •7x  —  6  =  (x4-l)  (z-f-S)  (x  — 3)  ist, 

x«  +  l       __      A  B  C 

X»  — 7x  — 6  ""  x  +  1  ■'■  x-l-2  "^x  — 8 

Hierans  folgt  durch  Wegschaffen  der  Nenner 

x«  +  l  =  A(x«  — X  — 6)  +  B(x«  — 2x-^8)  +  C(x«4-8x  +  2) 

=  x«(A  +  B  +  C)  —  x(A+2B— 8C)  —  (6A  +  8B  —  2  0) 
oder 

1=:C4-B  +  A        0=s8C  — 2B~A        1  =  2C  — 8B  — 6A 

oder 

A  =  -i-  B  =  l  C  =  i 


Man  hat  also  mit  HlUfe  von  64 : 4 

"    ^  'x 
8 


y=       2  Jx+l"T"Jx  +  2"T"  2  Jx- 
=  — ylog(x  +  l)  +  log(x  +  2)+i-log(x-8)  +  ConBt. 

=      log[(x  +  2)|/|H|]  +  Const. 

womit  die  gestellte  Angabe  gelöst  ist  —  Setat  man  (64 : 8)  y  ^  X ,  wo  X 
liegend  eine  Function  von  x,  nnd  n  =  x,  so  erhält  man 

/Xdx  =  Xx— /x  4^dx 

d  X 

Seist  man  aber  v  =: -3 —  nnd  n ^  Vi  ^'s  so  '^'^^ 

dx  /■     » 

^    dX  ^  X«     dX        1  ^  ,  d»X  ^ 

•^^■dr^^=-r -dr^T-^^'-dir^^ 

Seist  man  femer  v^-^ — =-  und  u=;-:r-x')  bo  wird 

dx«  8      ' 

^  ,d«X  ,  X»     d«X        1  .  .d»X  . 

/x»  ,    ,  dx:s-^-.-T— = — /x*-3— ä-dx 

•^       dx«  8      dx«        8  dx' 

ete.,  also  hat  man 

fiTA    -_▼  *•      dX    .       x<      d«X  X*  d»X    ,         ^ 

/Xdx  — Äx-y-^.-^^-f  ^   2.8    dx«         1.2.3.4  "dl?" ■+■••   * 

d.  h.  die  den  Namen  von  Joh.  Bem^nlli  tragende  Reihe,  durch  welche  man 

jedes  Integral  der  Form  /Xdx  in  eine  nach  Potensen  von  x  fortschreitende 

Beihe  entwickeln  kann. 

Btm  iDtagntion  durch  RecmioiL  Setzt  man  z.  B. 

m — 1  m-f-l 
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also 

du  =  Tg—«  q> .  p— y- 1      d  v  =  —  (m  +  n)  Cofl-+— » y .  Sin  y .  dy 

du'  =  Tg-y .  02"»    d  v'  =  —  (m+n+2)  Co8-+"+i  9 .  Sin  9 .  df» 

so  erhält  man  nach  64 : 3  die  Recursionen 
/Sin"  fp .  Cos" qp  .  dy  = 

Sin"-*  g> .  Cos"+* «    ,    m — 1   .ß-  «-«       n    «       j        « 

= :^ZiIZ ^  +  -;;n[-;r/Sin— *9>.Cos»y.dy    1 

m-f-n  m^n  '  ' 

Sin"+*op.Co8»-»-ia)    ,    m+n4-2  .«.  «.^^  n    .      j       m 
= sVl ^     m  +  1     /Sm^-^-^y.Cos'y.dy    t 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man 

/y" .  Sin  9> .  dqp  SS  —  y« .  Cos  ^  +  m/y """* .  Cos  y  .  dy         • 
/y".Cosy  .dy  =      9".  Sin  qp  —  m/qp"-*.Sin  y  .dy        4 

und,  wenn  X  =  a  +  hx*  ist, 

/x".(a4-bx»)».dx=/x-.Xp.dx« 

ElL^Li^! LE^^ ./x-+-.X-t.dx  • 

m-}-l  m4- 1  ^ 

X— +'.X'+'  m-n  +  1  ^  ...  xp+1   dx    6 

nb(p  +  l)  nb(p  +  l)         ••'^       ••*•       •*''    * 

£2+1^X^1 (m  +  n  +  np-f-Db  -^  ^ 

a  (m  4- 1)  a  (m  H- 1)  •' 

^  x—-^' .  X'^^  (m  - n  +  1)  a  ■^.   ^^        ^ 

b(m+np+l)  (m  +  np4-l)b      ^ 

= i r^r-^ r^^ — r^ /x".Xp-*.dx      9 

m  +  np+l  m-}-np+l        '' 

x-+'.X>+'  m  +  n  +  np  +  1  j,^,  ^ 

nach  denen  sich  eine  grosse  Reihe  von  Integralen  finden  lassen. 
So  z.  B.  findet  man  nach  3,  4,  8,  9  mit  Hülfe  von  64:5  und 
65:2,  4 

/gp.Sinqp.dqpss — qpCosqp+Siny,  /9>.Cosqp.d9>=5qpSin9>+Cosqp  11 

/y2.Siny.dy  =  — y2.Cos9>  +  2ySinqp4-2Cosy  IS 

Jx^.dx a_  ,       a  +  hx         x  ^- 

a2  — b^x«  -  2b3  '^^S  a  — bx  ~'W 

JV^irp^dx^  xVa?-b^i^  4.^ArcSin^       14 
^  2  2b  a 

Und  so  weiter. 
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Ffir  m  =  2,  4,  6,  etc.  nnd  n=:0  gibt  1 
/Sin'^ .  d  9  = — -^  CoB 9 .  Bin  9 -| — ^9 

fS\n*f.dip^ — ^Cos^.Sln'y  — 5-^Co8  9  Sin  9  +  ^-79  !• 

/8in*9.d9  =— — Co898in»9--jj^C)o89Sln»9  — ^^^^CoB^Sinf+^^^y 
ete.  Ffir  msr  — 2,  —4,  —6,  etc.  nnd  n  =  0  aber  gibt  2 

SiB<9 


TZ  =  -Ctg» 


etc.  —  Ana  64:3  erhUt  man  3  für  n=:9»  und  v  =  —  Cos  9,  —  4  dagegen 
für  n  =r  f  "*  und  y  =  Bin  9,  —  fOr  u  ^  log  x  und  d  v  =  x  d  x  aber 

X«  1 

/x.Iogx.dx=-^(Iogx — j)  IV 

Betit  man 

a  +  bx»  =  X  und  x"+^X'  =  ü 

so  findet  man  durch  Differentiation  und  einfache  Umgestaltungen  die  drei 
identischen  Ausdrücke 

dU=r(m  +  l)x"X»dx  +  npbx''+"XP-Mx 

=  (m+l)ax''X»"^dx  +  (m  +  l  +  np)bx~+»X>^Ux 

=  (m  +  l  +  np)x"X'dx  — npax^X'^^dx 

und  hieraus  durch  gliedweiae  Integration,  indem  man  Je  eines  der  angedeuteten 
Integrale  ausrechnet,  und  in  demselben  die  Exponenten  von  x  und  X  durch 
m  und  p  ersetzt,  die  sechs  Recursionen  5  bis  10.  —  Aus  9  findet  man  s.  B. 
auch  fBr  m=:0,  n=s2  und  p=  Vt}  °^^  Utilfe  von  66:10 

dx 


Jv^^.^^iv^+^f. 


yä+bx* 


Vertauacht  man  in  1  und  2  die  QrOsse  9  mit  -^ — 9,  so  gehen  diese  beiden 
Gleichungen  in 

/Coa-9.Bin>.d9=     Co»""^  SiP'"*"V  .     "-^    /Cos"~V'Sin'9.d9  19 
^         ^     ^  m+n  '      m  +  n  t         x     ^ 

= ^^ 2:j — J-— L_-/Cos"'+V.8in'9.d9tO 

m+l  m+l  XXX 

ilber.   Fflr  m  =  2,  4,  6,  etc.  und  nsO  gibt  19 

/Co8*9 . d 9  =: ~-  Bin 9  Cos  9  +  0  9 

2  2 

1  18  18 

/Co8^9.d9  =  -j-Sin9Cos'9-f-Q— 7Bin9  Cos  9H-^~j9  ** 

4  «  •  4  « •  4 

/Co8*9.d9=-^Bin9CosB9  4-T^Sln9Co8*9+^^-^8In9Co894-^^^^ 


106 


—  Die  Differential-  und  Integraliechnnng.  — 


etc.  Fttr  m=:  —  2,  ^4,  —6,  etc.  aber  nnd  n:=0  gibt  20 


Cos*  9 


i^)=:?^«-^3+Tg«v) 


r  dy         Tgg.g  . 4 ?_)j-,Tg9/i6  4.i0Tg««  +  3Tg^«) 

JCoß«9       3.6  ^^^CoB«9^Co8V        3-ö^     ^       ^  V-r^^g^V/ 


und  80  weiter. 


68«  Tenchiedene  Integralformeln.  Man  findet  femer 

jS^^£^„Sec-x  /Tgx.dx«— logCosx 


Cos^x 
dx 


/ 


Are  See  X 


dz  1   .      c     az 

— P=====  =  T- Are  See  T- 


f   Va-fbz.dz  =  -^(a  +  bx)'/» 


f— ^ 


15 

Va  +  bx  — Va 


dj^     =    Mog 
+  bx      VT    ^  Va  +  bx  +  VT      V=^ 


—  Are Tg  »^»+^ 


V^ 


Jy«  +  /?x  +  yz«.dz=^^  +  ^^'  V«  +  /gxH-yx»  + 


dz 


+  /?xH-yz2 


JzVo 


dx 


+  /?xH-yx2 


_  =  -J^l     2«  +  /?x  — 2K«Va  +  <?x  +  yx« 


1^ 
=  _1_  Are  Tr  ^."  +  ^' 

Sin'x.dx  _ m„ ^      ^  f         dx ,     -, 

dx 
a  +  b  Cos  X 


J  a  4-  b  Cos  X      i/a« 1,2  ^    a  Cob  x  +  b 


8 


I  x".log»x.dx  = 


log 


aCosx  +  b  +  Vbg  — a^Sinx 
a  +  b  Cos  X 


m-fl 


_  n(n_i)(n-2)   w.^»^   ■   .... 


10 


/ 
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— ^ — dx  =  — r-q-log"+*x       /a*.x.dx==-| 1 — s—  U 

X  n  + 1     °  ^  log  a        log^  a 

/a'.dx      ,  ,      ,  ,    (xloga)^    ,    (xloga)«    ,  ^^ 

-^ logx  +  xloga+\|/    +1.2  3^+'"  *» 

Und  80  weiter. 

Die  Formeln  1*,  1^,  3*,  4*,  5,  8^,  8^  und  11*  verstehen  sich  aus  dem 

Frühem  von  selbst,  oder  lassen  sich  durch  beidseitiges  DifTerentiren  leicht 

veriftdren;   die  flbrigen  Formeln  dagegen  kOnnen  i.  B.  auf  folgende  Weise 

abgeleitet  werden :  Aus  60 : 8  folgt 

8in2x  _,  ,      ,  X        V        m    X  Sinx 

-=— j-7= — 5 —  =  Tgx       also  ist  auch        Tg-rr-=  ,   ,  rs 

1  +  Cos  2  X         ®  *  2        1  +  Cos  X 

Tind  logTg-^:=log8inx  — log(l-^Cosx} 

folgUch 

-   ,      _    X       r  Cos  X    ,        Bin  X     1  ,  d  X 

d.logTg^  =  [-gg^+  l  +  CosxJ^^  =  -SÜir 

also  besteht  sr  -^  Nach  57 : 8  ist 

d .  Are  See  x  =:  d .  Are  Cos — =: ^  -  =r 


X  yi  — (l:x«)       X  Vx«  —  1 

also  muaa  2^  bestehen,  und  wenn  man  in  2^  einfach  x  in  ax :  b  nmsetit| 
wird  d*"  erhalten.  —  Nach  64:8*  ist 

/xya  +  bx.dx  =  x/Va  +  bx  dx— /[/Va  +  bx  dx]dx 
Da  nun  offenbar 

/(a  +  bx)*/«.dx  =  ^(a  +  bx)*/«    und   /l/rPbTdxss^Ca  +  bx)'/« 
80  folgt  somit 
/x  Va+bx  dx=  — (a+bx)  /i— _/(a+bx)  /« .  dx  =      15^1      (»+^^)  '* 

d.  h.  4^  —  Setst  man  in  67:18  einfkch  x-f  c  statt  x  ein,  und  sodann 
a=z(4a7— ^*}:4}r,  ^=}')  c=:/?:2;',  so  erhUt  man  6.  —  Setst  man  in  65:11 
die  OrOsse  >/x  an  die  Stelle  von  x,  also  — dx:x*  anstatt  dx,  und  vertauscht 
o  und  ß^  so  erhält  man  7%  —  und  aus  65 :  12  wird  entsprechend  7^  gefunden. 

—  Setst  man 

V  •— *  a  V  ^~"  a 

a-f^^>xc=y    oder    CoexsT-^-r —    oder    xssArcCos-^^: — 

u  D 

BO  folgt 

f— ^i— =-  r         ^y 

J  a  +  bCo8X  J  yyb*-a«  +  2ay-y« 

und  daher  nach  7  entweder 


/ 


d^         ^  1         ^,,Tr  2(b«-a«)  +  2ay 

a+bCosx  Va«-.b«  2  Va«  — b«  Vb«  — a«  +  2ay  — y» 

1         A     m         b  +  aCosx 

— Are  Tg  ^ 


Va«  — b«  Va«  — b«8inx 

oder 

J'      dx       _  1  2(b«-a«)+2ay— 2  VP^=?yb«— a«+2ay— y» 

A+bCosx""      |/bt_a«    *^  y 


Fl  a  +  bCo8X  ,     ..•■ 


Vb«  —  a«  ■■      »Co8x+b— |/P^i?81nx 


k.. 
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zwei  Integralfonnelii,  von  denen  die  erste,  da  nach 

X-4-V 
Are  Tg  X  4-  Are  Tg  y  =  Are  Tg      ^  ^ 


1-xy 
die  Differenz  der  beiden  Bogen 


A      m     Va«  — b«Sinx       f      *      m       b  +  aCo8X    1       .      „  » 

Are  Tg -i--^^ p- — ArcTg     .   ^  _ =rArcTgoo  =  — 

aCo8x  +  b         L  ^  )/ä«^b«SinxJ  ^ 

also   constant  ist,   mit  9*  Abereinstimmt,  —  die  iweite  aber,  wenn   man 

log  2  b  mit  der  Integrationsconstanten  vereinigt,  nnd  unter  dem  Logaritbmas 

Zähler  und  Nenner  mit  aCo8X  +  b4- fb«  — a«8inx  mulüplicirt,  mit  9^  — 

Setst  man  in  64:3 

d  X  x""*"* 

vnlog'x'      du^zx'^.dx        also        d v :=  n log""** x  . «=: — rr- 

*  "^  X  m+1 

so  erhält  man 

/x- log  "  X  .  d  X  =  .^^  log»  X -- jj^/x- log->  X  .  d  X 
also  auch 

/x-log»-lx.dx  =  -5^1og»--»x-i=l-/x-log»--«x.dx 

m-f- 1  m  +  1 

etc.,  also  durch  successive  Substitution  10.  —  Setat  man  dagegen  in  64:3 

v  =  x       du^a^dx       also       dv  =  dx       u  =  a':loga 
so  erhält  man  mit  Hülfe  von  64 : 4 

/««          x.a            X      i>vj     . X .  a  a 

x.a*.dx=:  , —   — -: /a^dxss 


dx  +  ... 


loga        loga  loga        log*a 

oder  11  ^  —  Mit  HOlfe  von  48:4  endUch  erhält  man 

d.  h.  12.  —  Für  weitere  Formeln  kann  man  die  in  45  aufgeaählten  Bpesial- 
werke,  besonders  auch  die  Integraltafeln  von  Meier  HIrseh  vergleichen. 

68.  Bestimmte  Integrale.  Nimmt  in 

i  y  =  F(x)=/f(x)dx  1 

1  die  Grösse  x  nach  und  nach  die  Werthe  x,  x  +  Ax,  x+2äx,.., 

X  +  n .  A  X  an,  so  erhält  y  die  Werthe  y,  yi  =  y  +  A  y>  Yt  =  7t 

+  Ai  yi . . .  yn  ==  y»-i  4-  A«-i  y ,  so  dass 

Gibt  man  n .  A  x  einen  constanten  Werth  h,  und  lässt  n  nnendlich 
zunehmen,  Ax  aber  abnehmen,  so  erhält  man  die  Ghrenzgleichheit 

F(x+h)— F(x)  =  [f(x)  +  f(x+dx)  +  ...+f(x+(n— l)dx)]dx» 
d.  h.  der  Werth  eines  Integrals  zwischen  gewissen  Ghrenzen  ist 
gleich  der  Summe  der  Werthe,  die  das  Differential  zwischen  diesen 
Grenzen  annimmt,  und  man  kann  symbolisch 

J'f(x)dx  =  F(b)  — F(a)  • 


—  Die  DilTeteiitlal-  vnd  IntegndrMliniiBg.  — 
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f: 


flcbeibeiL  So  z.  B.  ist  mit  Hülfe  von  65 : 4 

,,  „  =  I  Are  Sin  —  I  -■  Are  Sin  1  — Are  Sin  0  =  -^ 

Und  80  weiter. 

Das  beatimmte  Integral 

liBtt  aich  nicht  in  endlicher  OesUlt,  wohl  aber,  wenn  x:a  und  e  Achte 
Brftclie  Bind,  durch  eine  oonvergirende  Reihe  daratellen.  Setat  man  n&mlich 

x=3A.Go8  9        nnd  aomit        dx  =  —  aSin^.d^ 

wobei  die  Orenien  o  nnd  x  offenbar  in  %  n  und  9  flbergehen,  ao  erhUt  man 


Bit  HUfe  dea  binomiachen  Leliraatsea 


9 


2  ^  2 

1      e*  «     .  1.8 


Coa*  9  .  d  9 


-COB« 

1.3.5 


e« 


e" 


Coa*  f  — 


s— a  I 

J  ^ 

1.0.0     «    o    Ä 

oder  mit  Benntanng  Ton  67 :  33 


+ 


i 


Ea  gehört  dieaea  Integral  au  den  aogenannten  eUlptlseben  Fanetlonen» 
f&r  deren  genauere  Kenntniaa  auf  die  betreffende  Literatur  bei  46  au  ver- 
weSaen  iat,  —  und  ea  verdanken  ihm  aogar  Letatere,  wie  aua  143  begreiflich 
werden  wird,  ihre  Entdeckung  und  ihren  Namen.  —  Auch  für  die  beatimmten 
Integrale  im  Allgemeinen  iat  auf  die  unter  46  aufgea&hlten  Werke  au  Ter- 
weiaen,  und  flberdieaa  auf  ,,Blereiis  de  Haan,  Expoaö  de  la  th^orie,  dea 
propri^tte  et  dea  m^thodea  d'6valuatIon  dea  int^alea  d^flniea.  Amaterdam 
1863  in  4.,  —  und:  Tablea  d'int4gralea  ddfiniea.  Amaterdam  1868  —  Leyde 
1867,  3  Vol.  in  4.« 

VO»  Intagration  der  Differentialgleidiiiiigeii  erster  Ordnung.  Eine 

Oleichimg 

^^'^'  dx  ^    "di^"^*"^"" 
nennt  man  eine  DlfferentlalglelcbDiiK  der  ersten,  zweiten ,  etc., 
Ordnung,  je  nacli  der  Ordnung  des  höchsten  Differentialquotienten, 

und  zwar  linear^  wenn  y,  -r^ ,  etc.  nur  in  erster  Potenz  erscheinen, 

—  jede  ihr  Genfige  leistende,  eine,  zwei,  etc.  willkürliche  Constante 


X12  —  DifTerential-  und  Integralrechnung.  — 

W.  Begriff  der  TariationsrechllQDg.  Während  es  sich  bei  der 
Lehre  vom  Qrössten  und  Kleinsten  (63)  darum  handelt,  den  Werth 
einer  Unbekannten  so  zu  bestimmen,  dass  eine  andere,  als  eine 
bestimmte  Function  der  ersten  gegebene,  Grösse  ein  Maximum  oder 
Minimum  annimmt,  so  hat  dagegen  die  sog.  Variationsrechnung  die 
Aufgabe,  jene  Relation  so  zu  bestimmen,  dass  der  Werth  einer 
hinwieder  von  ihr  abhängigen  Function  so  gross  als  möglich 
werde.  Ist  y  s=  f  (x) ,  so  kann  es  sich  z.  B.  fragen ,  für  welchen 
Werth  von  x  nimmt  y  einen  grössten  Werth  an,  —  aber  auch  wie 
muss  f  (x)  beschaffen  sein,  damit  für  einen  bestimmten  Werth  von 

J     K  l  +  l^j"^)  ^^  ^®r  Werth  von  l    ydx  ein  Maximum  werde. 

Erstere  Aufgabe  löst  63,  Letztere  dagegen  die  Variationsrechnung, 
für  welche  Geometrie  xmd  Mechanik  in  den  Problemen  der  Isoperi- 
metrie,  der  Brachystochrone,  etc.  die  schönsten  Beispiele  liefern. 

Ausser  den  in  46  aufgecählten  allgemeinen,  mOgen  hier  noch  folgende 
Bpecialschriften  erwfthnt  werden:  ^Euler»  Methodos  invenlendi  llneas  curvas 
maximi  minimive  proprietate  gaudentes,  sive  solutlo  problematis  isopeilmetriei 
latlBsimo  sensu  accepti.  Lausannn  1744  in  4.,  —  E^f^ange»  Essai  dhine 
nouvelle  m^thode  pour  d^terminer  les  maxima  et  les  minima  des  formulea  int^ 
grales,  und:  Observations  sur  la  möthode  des  variations  (MisceU.  Boc.  Taurin.  n 
1760  und  IV  1766—1769),  —  Enler»  Elementa  calculi  yariationum,  vnd: 
Methodus  nova  et  facüis  calculum  variationum  tractandi  (Nov.  Comm.  Petrop. 
X  1766,  und  XVI  1772),  —  Mnrhardt  Bpedmen  historicB  atque  principiorom 
calcuU  quem  vocant  variationum.  Ootting.  1706  in  4.,  —  Enno  Heeren  DIrksett 
(Hamswerum  in  Ostfriesen  1792  •—  Paris  1850;  Professor  der  Mathematik  und 
Academiker  in  Berlin),  Analytische  Darstellung  der  Variationsrechnung.  Berlin 
1823  in  4.,  —  H.  Gräffet  Commentatio  historiam  calculi  variationum  inde 
ab  origine  calculi  differentlalis  atque  integralis  usque  ad  nostra  tempora. 
Gotting»  1826  in  4.,  —  Martin  Obm  (Erlangen  1792;  Professor  der  Mathe- 
matik in  Berlin),  Die  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten.  Berlin  1825  in  8^  — 
Ampdre»  Exposition  des  principes  du  calcul  des  variations  (Gergonne  XVI 
1825),  —  G.  W.  Straueh»  Theorie  und  Anwendung  des  sog.  Varlationscalcals. 
Zürich  1849,  2  Vol.  in  8.,  —  Karl  Franz  Glesel  (Torgau  1826;  Lehrer  in  Torgan 
und  dann  Bector  zu  Delitzsch),  Geschichte  der  Variationsrechnung.  L  Torgan 
1857  in  4.,  —  A.  Slayr«  Grundlegung  der  Theorie  des  Variationscalculs.  Wfirs- 
burg  1861  in  8.,  —  Todhnnter»  A  History  of  the  Progress  of  the  Calculua 
of  Variations  during  the  19^  Century.  Cambridge  1861  in  8.,  —  etc*< 
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O  JfeifikiMwl,  Zamm  der  PkmUatU  t 
Wer  dir  viil  folgm,  irrei  nie; 
Wer  Ohme  dich  wiU  geh*n,  dw  gUiieL 

(BoUer.) 


IX.  Geometrisehe  Vorbegriffe. 


VS»  Der  Ort.  Ein  Ding  ohne  endliche  Grösse ,  an  dem  einzig 
der  Begriff  der  Lage  haftet ,  heisst  Ponct*  Verändert  Letzterer 
seine  Lage,  so  heisst  man  ihn  in  Bewegang^  verbindet  damit  den 
orsprünglichen  Begriff  der  Riebt ang»  und  fasst  alle  Lagen,  welche 
einer  gegebenen  Bedingung  genügen,  nnter  dem  Ausdrucke  Ort 
zusammen.  So  nennt  man  den  Ort  eines  sich  bewegenden  Punctes 
gerade  Iilnle  oder  kramme  Iilnle^  je  nachdem  der  Punct  seine 
Richtung  fortwährend  beibehielt  oder  fortwährend  ändert,  und  es 
liegt  im  Begriffe  der  Richtung,  dass  von  einem  Puncte  zu  einem 
andern  nur  Eine  Gerade,  ihre  kürzeste  Verbindung,  führt  Den 
Ort  einer  sich  bewegenden  Linie  aber  nennt  man  FlBebe^  —  eine 
durchweg  gerade  Fläche  Ebene« 

Frfilier  stellte  man  gewöhnlich  den  Begriff  der  dreifachen  Ansdehniuig  an 
die  Bpitse  der  Geometrie,  und  stieg  davon  durch  Zerlegen  sn  dem  Pnncie 
hinab;  Jener  Begriif  ist  jedoch  erstens  nur  zum  Scheine  fttr  sich  klar,  da  die 
Richtigkeit  einer  mehrfachen,  aber  nicht  Aber  drei  steigenden  Ansdehnnng 
erst  bei  der  Lehre  von  den  rftnmlichen  Coordinaten  entwickelt  werden  kann, 
—  und  zweitens  ist  der  Begriff  der  Lage,  von  welchem  hier  ausgegangen 
wird,  schon  sur  oberflächlichsten  AufTassung  jenes  Begriffes  nothwendig,  und 
somit  jedenfalls  einfacher.  —  Eine  Fläche  kann  auch  als  Ort  eines  Punctes 
gedacht  werden,  obschon  nicht  eigentlich  durch  Bewegung  eines  Punctes  ent- 
stehen; so  8.  B.  nennt  man  den  räumlichen  Ort  eines  Punctes,  der  von  einem 
gegebenen  Puncte  einen  bestimmten  Abstand  haben  soll,  Kugelfläche.  —  Für 
die  geometrische  Literatur  sind  2,  8,  4,  6,  45,  etc.,  sowie  einige  erst  später 
folgende  Abschnitte  su  berathen;  hier  mOgen  speciell  folgende,  theils  allge- 
meine, namentlich  aber  elementare  Werke  aufgeftihrt  werden:  „P.  Ramas« 
Geometria.  Paris  1577  in  16.  (Holland,  durch  W.  Snellius,  Amsterdam  1622 
in  4.),  ~  Andreas  Taeqaat  (Antwerpen  1612  <—  Antwerpen  1660;  Lehrer 

W»lf,  BMdbMh.    L  ^ 
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in  den  Jesnitencollegien  m  L9wen  und  Antwerpen),  Elementa  geometrin 
plann  ac  solidn.  Antverp.  1654  in  8.  (Anch  sp&ter,  2.  B.  noch  Venet.  1746), 

—  Jean-Pierre  de  Groasas  (Lausanne  1668  ^  Lausanne  1760;  Professor  der 
Mathematik  und  Philosophie  in  Ghröningen  und  Lausanne,  auch  auswftrtiges 
Mitglied  der  Pariser- Academie;  vergl.  Bd.  2  meiner  Biographien),  La  göom^trie 
des  lignes  et  des  surfaces  rectilignes  et  circulaires.  Amsterdam  1718,  2  Vol. 
in  8.,  ^  AI.  Glairaalt»  EUments  de  G^om^trie.  Paris  1741  in  8.  (Auch 
später,  I.  B.  1768;  ital.  Rom  1771),  —  Th.  SimpsoB»  The  Elements  of 
Geometry.  London  1747  in  8.  (Auch  später,  ■.  B.  1760),  —  Matthew  Stewart 
(Rothsay  in  Schottland  1717  —  Edinburgh  1786;  Pfarrer  su  Roseneath,  später 
Professor  der  Mathematik  n  Edinburgh),  Propositiones  geometricaa  more 
veterum  demonstratn.  Edinburgh  1768  in  8.,  —  Abel  Bfirja  (Eikebusch  bei 
Berlin  1762  —  Berlin  1816;  Prediger  und  Professor  der  Mathematik  eu  Berlin), 
Der  selbstlehrende  Geometer.  Berlin  1787  in  8.  (Auch  später,  z.  B.  1801),  — 
Jan  Heuric  Van  Swlnden  (Haag  1746  —  Amsterdam  1828;  Professor  der 
Physik  und  Mathematik  su  Franeker  und  Amsterdam;  vergL  Moll,  Redevosring 
over  Van  Swinden,  Amsterdam  1824  in  8.),  Grondbeginselns  der  Meetkunde. 
Amsterdam  1790  in  8.  (2.  A.  1816;  deutsch  von  A.  Jaeobi,  Jena  1834  in  8.), 
^  Legendre»  Elements  de  göom^trie.  Paris  1794  in  8.  (14  ^.  1866;  deutsch 
Ton  Grelle,  Berlin  1822;  ital.  von  Gellai,  Firense  1884;  engl,  von  Ch.  Davies, 
New-York  1866),  —  Lorenzo  Maaeheronl  (Castagnetto  bei  Bergamo  1760 

—  Paris  1800;  Professor  der  Mathematik  su  Pavia),  La  geomeferia  del  com- 
passo.  Pavia  1797  in  8.  (franz.  von  Carette,  Paris  1798  in  8.;  deutsch  von 
Grüson,  Berlin  1826  in  8.),  —  Laeroix»  Elements  de  göomötrie.  Paris  1799 
in  8.  (17  öd.  durch  Prouhet  1866),  —  Meier  Hirseh»  Sammlung  geometrischer 
Aufgaben.  Berlin  1806—1807,  2  Bde.  in  8.,  —  F.  Sehweins»  Geometrie  nach 
einem  neuen  Plane  bearbeitet.  GOttingen  1806—1808,  2  Bde.  in  8.,  —  Lonia 
Bertrand  (Genf  1731  —  Genf  1812;  Professor  der  Mathematik  m  Genf; 
vergl.  Bd.  1  meiner  Biographien),  Elements  de  göomtoie.  Paris  1812  in  4.,  — 
Jsaac-Emanuel-Louls  DeTeley  (Payeme  1764  —  Lausanne  1839;  Professor 
der  Mathematik  und  Astronomie  in  Lausanne;  vergl.  Revue  suisse  III),  Ele- 
ments de  göomötrie.  Paris  1812  in  8.  (3  öd.  1830;  deutsch,  Stuttgart  1818),— 
Job.  Friedrich  Ladomas  (Bretten  1783  —  Earlsruh  18  . . ;  Professor  der 
Mathematik  zu  Karlsruhe),  Geometrische  Construotionslehre.  Freyburg  1812 
in  8.,  —  Gabriel  Lam^  (Tours  1796;  Ingönieur-en-chef  des  mines,  Professor 
der  Physik  zu  Paris  und  Mitglied  der  Academie),  Examen  des  dififörentes 
m^thodes  employ^es  pour  rösoudre  les  probl^mes  de  göomtole.  Paris  1818  in 
8.,  —I  A.  L.  Grelle»  Elemente  der  Geometrie.  Berlin  1826—1827,  2  Bde.  in  8^ 

—  A.  F.  Möbln«  •  Der  barycentrische  Calcul.  Leipzig  1827  in  8.,  —  F.  R. 
Hassler»  Geometry  of  planes  and  solids.  Richmond  1828  in  8.,  —  Nicolai 
Jvanowitsch  LobatseheTsliJI  (Nischnei-Novgorod  1793  -^  Kasan  1866; 
Professor  der  Mathematik  zu  Kasan),  lieber  die  Prinzipien  der  Geometrie. 
Kasan  1829—1880  in  8.,  —   Wolfgang  Boljral  (Bolya  in  Siebenbürgen  177li 

—  Marcs- VdsArhely  1866;  Freund  von  Gauss,  Professor  der  Mathematik  und 
Physik  EU  Maros-V&s&rhely ;  vergl.  Fr.  Schmidt ,  Notice  sur  la  vie  et  les 
travaux  de  W.  et  de  J.  Bolyai,  Paris  1868  in  8.),  Tentamen  juventutena. 
Btudiosam  in  elementa  matheseos  pur»  elementaris  ao  sublimioris,  methodo 
intuitive,  evidentiaque  huic  propria,  introducendl.  Maroa-V&ai^rhelyini  18»a 
bis  1833,  2  Vol.  in  8.,  —  Claude-Lucien  Bergeiy  (Orleans  1787;  Professor 
an  der  ArtiUerieschule  su  MeU),  G4om6trie  appUqute  k  Pindustrie.  8  öd.  Mets 
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1885  In  8.,  —  Ifichel  Chaales  (Epernon  1703;  Professor  der  hohem  Geometrie 
in  Paris  and  Mitglied  der  Academie),  Apercu  historlqne  sur  l'origine  et  le 
d^eloppement  des  m^thodes  en  g^m^trie.  Bmzelles  1837  in  4.  (Deutsch  von 
Bohncke,  Halle  1839  in  8),  -*  A.  W.  Bertel»  Sammlung  von  574  geometri- 
schen Aufgaben.  Leipzig  1838  in  8.,  —  B.  E.  Conslneryt  Le  calcul  par  le 
trait  Paris  1889  in  8.,  —  Joh.  Simon  Lorens  Wdckel  (Pegnitz  1807  —  Nürn- 
berg 1849;  Professor  der  Mathematik  in  Kttmberg),  Die  Geometrie  der  Alten 
in  einer  Sammlung  von  713  Aufgaben.  Nflmberg  1839  in  8.  (8.  A.  von  Tb. 
Schröder  1869),  —  Joh.  Rudolf  Wolf  (Zürich  1816;  Professor  der  Mathematik 
und  Astronomie  erst  in  Bern,  dann  in  Zürich),  Die  Lehre  von  den  gerad- 
linigen Gebilden  in  der  Ebene.  Bern  1841  in  8.  (2.  A.  1847),  ~  P.  J.  E.  Flnek» 
Professor  der  Mathematik  in  Strassburg:  G6om4trie  öUmentaire  basöe  sur  la 
ih6orie  des  inflniment-petits.  2  ^d.  Strasbourg  1841  in  8.,  —  C.  L.  A.  Knnce» 
Lehrbuch  der  Geometrie.  Jena  1842  in  8.,  —  Magnus  Georg  von  Paoeker 
(Simonis  Pastorat  1787  —  Mitau  1865;  Professor  der  Mathematik  und  Astro- 
nomie SU  Mitau),  Fundamente  der  Geometrie.  Mitau  1842  in  8.,  und:  Bildlehre •' 
Bfitau  1846  in  8.,  —  K.  Scholfleldt  On  elementary  and  higher  geometry, 
trigonometry  and  mensuraüon.  New- York  1845,  4  Vol.  in  8.,  —  Carl  Adams 
(Mersoheid  bei  Düsseldorf  1811  —  Winterthur  1849;  Lehrer  der  Mathematik 
und  Physik  su  Winterlhur),  Geometrische  Angaben.  Winterthur  1847—1849, 
2  Bde.  in  8.,  —  O.  Sehlömlleh«  Grundzüge  einer  wissenschaftlichen  Dar- 
stellung der  Geometrie  des  Maasses.  Eisenach  1849  in  8.  (3.  A.  1859),  — 
Eugene-Charles  Catalan  et  H.  Gh.  de  Lafr^molref  Th^ortoes  et  problömes 
de  göom^trie  dltoentaire.  Paris  1852  in  8.  (Deutsch  von  Eaufinann  und 
Renschle,  Stuttgart  1858  und  1862),  —  Ed.  Bei«  und  Esehweller»  Lehrbuch 
der  Geometrie.  Köln  1855^1858,  2  Bde.  in  8.  (4.  A.  1867  in  8  Bdn.),  —  Job. 
Karl  Philipp  Spita  (Wieblingen  bei  Heidelberg  1826;  Professor  der  Mathe- 
matik in  Karlsruhe),  Geometrische  Aufgaben  sum  Gebrauche  an  hohem  Lehr- 
anstalten. Leipzig  1855  in  8.,  •—  Wilhelm  Fiedler  (Chemnits  1832 ;  Professor 
der  darstellenden  und  neuem  Geometrie  am  schweiserlschen  Polytechnikum), 
Die  Elemente  der  neuem  Geometrie  und  der  Algebra  der  blnftren  Formen. 
Leipsig  1862  in  8.,  —  Honsei»  Introduction  k  la  göom^trie  sup^rieure.  Paris 
1865  in  4.,  —  Riemanii»  lieber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu 
Grunde  liegen.  GOttingen  1867  in  4.,  —  etc.^ 

V4U  Die  fortsdureitende  Bewegnng.  Wenn  sich  ein  Punkt  be- 
ständig in  gleichem  Sinne  in  einer  Geraden  bewegt  ^  so  nennt  man 
ihn  fortschreitend  9  imd  die  Qrösse  des  Fortschrittes  liSnge* 
Die  Längeneinheit  ist  ihrer  Natur  nach  willkürlich,  und  darum  in 
jedem  Lande  und  für  jeden  Zweck  gesetzlich  festgestellt.  (I.) 

Da  sowohl  Bequemlichkeit  als  Genauigkeit  der  Yergleichung  erfordern, 
dasa  der  Maassstab  von  gleicher  Ordnung  mit  den  zu  messenden  L&ngen  sei, 
BO  wird  es  nOthig,  neben  der  gewählten  Längeneinheit  noch  bestimmte  Viel- 
fache nnd  Theile  derselben  als  untergeordnete  Längeneinheiten  zu  benutzen. 
8o  wurden  Mher  bei  den  Fussmassen  ausser  dem  Fusse  die  Vielfachen  6 
(Klafter,  Faden,  Lachter,  Toise),  10  (Ruthe),  16000  (V^Tegatunde) ,  etc.  ge- 
braucht, und  die  Theüe  %  oder  Vit  (Decimal-  und  Duodecimal-Zolle) ,  Vioo 
oder  Vi44  (liiale),  etc^  —  jetzt  bei  dem  metrischen  Maasse  ausser  dem  Meter 
xnnaehst  das  Tausendikche  (Kilometer)  und  der  Tausendstel  (Millimeter). 

8» 
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W«  Die  drehende  Bewegung.  Bewegt  sich  eine  Gterade  tun  dnen 
Punct,  so  heisst  man  sie  drehend  9  und  die  auf  die  Ebene  der 
Endlagen,  der  sog.  Sebenkel^  bezügliche  Grösse  der  Drehung 
Winkel«  Den  Drehpunct  nennt  man  Sebelfel^  den  Ort  der  Ge- 
raden Strablenbtbebel«  Die  Winkeleinheit  ist  die  Grösse  der 
Drehung  bis  zur  Rückkehr  in  die  ursprüngliche  Lage,  die  sog.  üni" 
drebung,  welche  in  2  Gerade,  4  Recbte  (4  R)  und  360  Grade 
ä  60  Mlnoten  k  60  Seeanden  (1  =  360<> »  21600'  =  1296000^0 
eingetheilt  wird.  Ist  a<c:90^,  so  heissen  die  Winkel  a,  90^  +  «, 
90^  ±a  und  270^ ±a  der  Reihe  nach  spitz,  stumpf,  eoneav 
und  eonvex,  —  Winkel,  welche  sich  zu  90«,  ISO»  oder  360« 
ergänzen,  eomplementBr,  supplement&r  oder  explementSr* 
Verlängert  man  einen  Schenkel  eines  Winkels  über  seinen  Scheitel 
binaus,  so  erhält  man  den  zu  ihm  supplementären  Nebenwinkel, 

—  verlängert  man  beide,  den  ihm  gleichen  Sebeltelwlnkel«  Be- 
zeichnen ab  und  de  die  Schenkel,  c  den  Scheitel  eines  Winkels, 
so  schreibt  man  Z.  c  =  Z. a c d  =  Z.  (a b,  de). 

Die  TheUung  der  Umdrehuog  (oder  des  Kreises)  in  360  Thelle  QtoiQa^, 
partes)  oder  Stufen  (arabisch  dergeh,  verdorben  degr^  in  schlechter  lateini- 
scher Uebersetzung  gradus)  ist  uralt,  und  rührt  wohl  daher,  dass  die  Zahl 
360  unter  den  Zahlen  mit  vielen  Theilern  der  Anzahl  der  Tage  des  Jahres 
am  nächsten  kömmt  Nftherungsweise  wurden  die  Winkel  früher  auch  luweilen 
in  Bruchtheilen  des  ganzen  Kreises  gegeben,  vielleicht  sogar  ohne  Theilnng 
durch  Wiederholung  bis  zum  Erschöpfen  einer  oder  mehrerer  Umdrehungen 
bestimmt  Merkwürdig  ist,  dass  in  Kremsmünster  (s.  Programm  der  dort  Acad. 
für  1864)  ein  hölzerner  Kreis  mit  Elfenbein-Einlage  von  1570  ezistirt,  der  in 
6.4.4.4  =  884  anstatt  in  6.3.4.5  =  360  Theile  eingetheüt  ist  —  Femer  ist  sa 
bemerken,  dass  schon  Henry  Gellibnuid  (London  1507  —  London  1637;  Pfarrer 
in  Kent,  dann  Professor  der  Astronomie  in  London)  im  Anfange  des  17.  Jahr- 
hunderts vorschlug,  den  Grad  statt  in  60,  in  100  Minuten  zu  theilen,  —  daaa 
sich  E^i^range  1783  bei  dem  Board  of  Longitude  in  London  dafür  verwendete, 
dass  man  sich  beim  Kreise  und  sonst  ausschliesslich  der  DecimaltheUnng  be- 
diene, und  alle  Tafeln  entsprechend  umarbeite,  —  dass  endlich  bei  der  fran- 
zösischen Revolution  eine  Eintheilung  der  Umdrehung  in  400  Grade  k  100  Mixin- 
ten  k  100  Secunden  beliebt  wurde,  an  der  jetzt  noch  Einzelne  festhalten,  indem 
sie  einen  sog.  Centesimal-Qrad,  von  0^  =  ^^'  ^^^  ^Iten  TheUung,  benntaen. 

16«  Die  Parallelen  und  Senkrechten.  Zwei  Gerade  einer  Ebene, 
welche  bei  gleicher  Grösse  der  Drehung  in  zwei  Ftincten  einer 
dritten  Geraden  entstanden  sind,  heissen  parallel  oder  afielllK  (||), 

—  zwei  Gerade  dagegen,  deren  Winkel  90<>  beträgt,  senkreclit  (_L) 
zu  einander.  Nennt  man  die  gleichliegenden  Winkel  zweier  Geraden 
mit  einer  dritten  correspondlrende,  die  entgegengesetzt  liegenden 
TVecbselwIiikel  9  so  sind  correspondirende  oder  Wechselwinkel 
von  Parallelen  (nach  Definition  nur  mit  der  Geraden,  aus  der  aie 
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entstanden  sind ,  —  nach  Beweis  in  89  aber  auch  mit  jeder  andern 
Geraden)  nothwendig  je  einander  gleich,  —  und  steht  die  eine  der 
Parallelen  senkrecht,  so  steht  auch  die  andere  senkrecht;  umgekehrt 
sind  zwei  Senkrechte  zn  derselben  Geraden  einander  parallel.  — 
Durch  jeden  Punct  einer  Geraden  führt  ein  bestimmter  Strahl  des 
einem  ausser  ihr  liegenden  Functe  zukommenden  Strahlbüschels,  oder 
ist  ihm  entsprecbend«  Geht  man  aber  z.  B.  von  dem  Functe 
aus,  der  dem  senkrechten  Strahle  entspricht,  so  ruft  seine  fort- 
schreitende Bewegung  einer  drehenden  Bewegung  des  Strahles,  und 
-während  der  Punct  dem  unendUch  fernen  Puncte  zusteuert,  nähert 
sich  der  Strahl  dem  Parallelstrahl,  so  dass  sich  unendlich  femer 
Punct  und  Parallelstrahl  zu  entsprechen  scheinen. 

Die  seit  Bnldld  fast  allgemein  beibehaltene  Uebnng,  Parallele  als  solche 
Gerade  einer  Ebene  n  deflniren,  welche  sieh  nicht  schneiden ,  so  weit  man 
sie  auch  verlängern  möge  (oder  verdeckt  und  eigentlich  sogar  falsch  und 
vieldeutig,  welche  sich  im  Unendlichen  schneiden),  stimmt  schliesslich,  wie 
wir  in  89  sehen  werden,  mit  der  obigen  Definition  ttberein;  aber  als  Definition 
sollte  man  nie  eine  negative  Eigenschaft,  sondern  wo  immer  möglich  das 
Erzeugen  benutzen,  —  und  mir  kömmt  es  unmaassgeblich  vor,  dass  man 
alch  weniger  über  die  Schwierigkelten  su  verwundem  braucht,  welche  die 
Euklideische  Definition  den  ihr  ergebenen  Geometem  bereits  zwei  Jahrtausende 
lang  bereitet  hat,  als  über  das  eigensinnige  Beharren  auf  derselben.  —  Von 
den  vielen  Bchriften  über  Parallelen-Theorie  mögen  „Daniel  Hnber  (Basel 
1768  —  Basel  1829;  Professor  der  Mathematik  in  Basel;  vergl.  Bd.  1  meiner 
Biographien),  Nova  theoria  parallelarum.  Basileie  1828  in  8.,  —  Legendre« 
8ur  la  thöorie  des  paralleles  (Mto.  de  Par.  1833),  —  Nicolaus  Lobat« 
•cheTskJl»  Geometrische  Untersuchungen  zur  Theorie  der  Parallellinien. 
Berlin  1840  in  8.  (Franz.  durch  Hoüel,  Paris  1866),  —  Yictor-Jakob  Bon- 
Biakowslqr  (1804;  Professor  der  Mathematik  und  Academiker  in  Peters- 
burg), BuT  la  th^rie  des  parall^es  (Bull,  de  P^tersb.  1851),  •—  etc.  angeführt 
werden.  VergL  auch  90. 


VI«  Die  GoordinateD.  um  von  einer  Geraden  oder  Axe  und 
einem  ihrer  Pmicte,  dem  Antangspimete  oder  Pol  9  zu  einem 
äusflem  Puncte  m  überzugehen,  bieten  sieb  zwei  Hauptarten  dar: 
E^Dtweder  dreht  sich  zuerst  die  Gerade  um  den  Pol,  bis  sie  (vergl. 
Fig.)  durch  m  geht  (v),  und  dann  schreitet  der  Pol  bis  zu  m  fort 
(r);  oder  es  schreitet  der  Pol  zuerst  in  der  Axe  so  weit  fort  (x), 
dass  die  Axe  nach  Drehung  um  einen  gegebenen  Winkel  (a)  durch 
in  geht,  und  nun  schreitet  der  Punct  wieder  fort  bis  zu  m  (y).  Die 
Bestimmungsstücke  r  und  v  heissen  Radios  Vector  oder  Lelt" 
strabl  und  Vi^Inkel  oder  Position  9  zusammen  Polareoordl- 
naten^  —  die  Bestimmungsstiicke  x  und  y,  welche,  um  den  ganzen 
Winkelraum  zu  beherrschen,  die  Zeichenfolgen 

H h  +  + 
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annehmen  müssen ,  Absclsse  und  Ordinate 9  zusammen^  je  nach- 
dem «=900  ist  oder  nicht,  recMwlnkllgfe  oder  schlefirbiUlce 

Coordlnafen»    Für  a  =  90^  zerfällt  der  Winkelraum  durch  die 

Axe  und  die  Richtung  der  Ordinaten  in  4  gleiche  Theile,  die  sog- 

Qaadranten^   welche   nach  der   Ordnung  numerirt  werden,    in 

welcher  sie  der  Radius  Vector  durchläuft 

Die  schon  frühe  in  der  Astronomie  (vergl.  885  und  853}  und  Geographie 

(vergl.  865)  gebräuchliche  Methode,  die  Lage  auf  der 
Himmels-  oder  Erdkugel  durch  Coordinaten  lu  be- 
stimmen, wurde  etwa  im  17.  Jahrhundert  nach  xuxd 
j^^        y^      ^  ^^  nach  auch  in  die  Geometrie  eingeführt,  —  wobei  aber 

U  der  Abstand  von  der  Axe  anfanglich  Appllcate  (ein 
schon  bei  den  alten  Qeometem  fOr  gewisse  Behnen 
krummer  Linien  gebrauchter,  —  in  neuerer  Zeit  von 
^  -  -  mir,  vergl.  191,  für  die  dritte  Coordinate  des  Raumes 

eingeflihrter  Name),  und  erst  sp&ter  Ordinate  (ein  zuerst  bei  Desargaes 
vorkommender  Name)  geheissen  wurde.  —  Darin,  dass  in  der  Ebene  jede 
Verschiedenheit  der  Lage  durch  die  Verschiedenheit  der  Lage  nach  rwei 
Richtungen  (der  Axe,  und  der  zu  ihr  durch  den  Anfangspunkt  gezogenen 
Senkrechten,  —  von  denen  die  erste  wohl  auch  Abscissenaxe,  die  zweite 
Ordinatenaxe  genannt  wird)  gegeben  werden  kann,  liegt  auch  die  Berechtigung 
zu  der  Behauptung:  Es  gebe  in  der  Ebene  zwei  und  nicht  mehr  als  zwei 
Ausdehnungen,  —  besser  noch  das  Verständniss  jenes  Ausspruches.  Vergl.  92. 

V8«  Die  gebrochene  Linie.  Wird  die  abwechselnde  Bewegung 
in  Fortschritt  und  Drehung  fortgesetzt,  so  entsteht  eine  sog.  ge- 
brochene Linie,  bei  der  die  einzelnen  Fortschritte  Selten 9  die  mit 
den  Drehwinkeln  gleichartigen  Winkel  der  Seiten  Winkel  9  die 
Drehpunkte  Ecken  heissen,  und  zwar  concave  oder  eonTexe 
Ecken,  je  nachdem  die  Drehwinkel  concav  oder  convex  sind.  Die 
Summe  von  Winkel  und  Drehwinkel  beträgt  (vergl.  Fig.)  an  einer 
concaven  Ecke  2  R,  an  einer  convexen  Ecke  6  R.  —  Verbindet 
man  zwei  Puncte  durch  verschiedene,  aber  gegen  die  gerade  Ver- 
bindung nur  concave  Ecken  zeigende  gebrochene  Linien,  so  ist 
jeder  umschlossene  Zug  (73)  kürzer  als  der  umschliessende. 

Die  fortschreitende  und  die  drehende  Bewegung  bilden  die  Elemente,  ans 
welchen  jede  Bewegung  zusammengesetzt  ist,  und  ihre  Unabh&ngigkeit  von 
einander  bildet  ein  Grundprincip  jeder  Wissenschaft,  welche  von  Bewegungen 
handelt.  In  der  reinen  Mechanik  wurde  dieses  Princip  von  jeher  an  die  Bplise 

gestellt,  —  in  der  Geometrie  dagegen  war  man  sonder* 

\>^^^^  barer  Weise  längere  Zeit  hindurch  misstrauisch  gegen  daa— 

\^^  selbe,  und  ich  rechne  es  mir  zur  Ehre  an,  in  meiner  Bohrift 

^^^      /      von  1841  (vergl.  73)  als  einer  der  Ersten  sein  Panier  hocli- 

^O^         gehalten  zu  haben.  —  Die  Seite  des  Zuges,  nach  der  die 

_Jr  Drehung  statt  hat,  heisst  innere  Seite»  und  bestinunt 

•^ — f>  seine  mit  den  Drehwinkehi  in  dem  angegebenen  Rapporte 

stehenden  Eckenwinkel.  Sobald  man  durch  Drehung   um 
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mtiki  als  Bwel  Reehte  eine  folgende  Seite  hinter  die  vorheigehende  gebracht 

haty  so  miiM  offenbar  die  dadurch  begonnene  Umdrehnng  mindestens  vollendet 

werden,  nm  die  innere  Seite  wieder  nach  vom  sn  bringen,  nnd  so  s.  B.  die 

Möglichkeit  xn  erhalten,  wieder  in  die  Ausgangslage  Eurückznkehren.  —  Da 

die  (Gerade  nach  73  die  kttrseste  Verbindung  sweier  Puncte  ist,  so  hat  man 

1j  ab  +  bh>ae4-eh 

eh+hi  >ef +  fi 

fi  +  ic  +  ck>fg+gk 

gk  +  kd>gd 

^  + 

a  abcd>aefgd 

wie  an  beweisen  war. 

V8«  Das  D-Eck  nnd  n-Safi  ScUiesst  sich  die  gebrochene  Linie, 
d.  h.  kehren  Ponct  und  Gerade  nach  n  Doppelbewegungen  in  die 
erste  Lage  znrück,  so  hat  man  ein  n«Eck  oder  ein  n-Selt^  je 
nachdem  die  Seiten  nnr  zwischen  den  Ecken  oder  in  der  unbe- 
grenzten Länge  der  mit  ihnen  zusammenfallenden  Geraden  betrachtet 
werden.  Ln  n-£cke  finden  sich  zu  jeder  Ecke  (n — 3)  mit  ihr  nicht 
in  einer  Seite  liegende,  sog.  Gegen^Eckeiiy  und  es  können  daher 

in  demselben  -^.n.(n — 3)  Verbindungslinien  solcher  Gegenecken, 
sog.  DlaKonalen»  gezogen  werden.  Ln  n-Seite,  wo  jeder  Durch- 
schnittspunkt Ecke  heisst,  gibt  es  dagegen  zu  jeder  der  (  »  j  Ecken, 

\2  )  ^S^^^^^^  ^^^  ^ '  (  4  )  I)i<^go^^^i^«  ^'^^  Anzahl  der  durch 
n  Gerade  oder  n  Puncto  bestimmten  n-Ecke  endlich  ist  -^.(n— 1)! 

Jede  von  n  Geraden  einer  Ebene  wird  im  Allgemeinen  durch  alle  ftbrigen 
derselben,  d.  h.  in  (n  —  1}  Punkten,  geschnitten,  —  also  hat  das  n*Seit,  da 
jeder  Durchschnittspunkt  swei  Geraden  zugehört, 


_n(n-l)_ 


=.  =  ^^^=T^  =  (5) 


Ecken.  Je  swei  Ecken,  welche  nicht  in  derselben  Seite  liegen,  nennt  man 
Gegenecken;  da  nun  durch  Jede  Ecke  swei  Seiten  gehen,  und  in  jeder  dieser 
Seiten  neben  der  gemeinschaftlichen  Ecke  noch  (n  —  2)  Ecken  liegen,  so  gibt 
es  jsu  jeder  Ecke 

E'.  =  E.-l-2(n-2)  =  (^72)  • 

Gegenecken;  also  kann  man  von  jeder  Ecke  aus  E'^  Diagonalen  sieben,  — 
folglich  im  ganzen  n  Seit  (da  jede  Diagonale  doppelt  gesUilt  wird) 

D.=iB..E',  =  8(;)  S 

Diagonalen.  —  Das  n-Eck  hat  ebenfalls  n  Seiten,  aber  in  jeder  Seite  nur 
2  Ecken,  und  au  jeder  Ecke  nur  (n~3)  Gegenecken,  folglich  auch  nnr 

_n(n~3) 

Diagonalen.  —  Geht  man  von  irgend  einer  Seite  eines  n*Seit's  aus^  so  kann 
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man  von  ihr,  da  sie  von  allen  tibrigen  (n~  1)  Selten  geschnitten  wird,  nach 
Anäwahl  in  eine  der  andern  Seiten  flbergehen;  anf  welche  von  diesen  nnn 
auch  die  Wahl  fallen  mag,  immer  (voransgesetst,  man  wolle  nicht  in  die  erste 
Seite  znrttckkehren)  bleiben  (n  — 2)  Wege  offen,  mn  sie  sn  verlassen,  nnd 
man  kann  somit  anf  (n  —  1)  •  (n  —  2)  Arten  von  der  ersten  sn  einer  diritten 
Seite  flbergehen,  —  entsprechend  anf  (n  — l).(n  — 2).(n— 8)  Arten  sn  einer 
vierten,  —  eta  Ist  man  so  endlich  sn  der  n*»  Seite  gekommen,  so  bleibt 
nur  Ein  Weg  offen,  nm  snr  ersten  Seite  znrflcksnkehren,  nnd  da  bei  jedem 
Uebergange  Ein  Dnrchschnittspnnct  festgelegt  wurde,  so  hat  somit  die 
erhaltene  Figur  n  Ecken.  Da  nun  fflr  sich  klar  ist,  dass  das  Wechseln 
der  Ausgangsseite  ohne  Einfluss  bleibt,  dagegen  jede  Figur  noch  einmal 
entsteht,  indem  man  sich  die  Seiten  in  verkehrter  Ordnung  folgen  llsat,  so 
hat  man 

P,  = 2 =:Vt(n--l)I  • 

als  Anzahl  der  im  n-8eit  enthaltenen  n-Ecke.  —  Untersucht  man  auf  dieselbe 
Weise,  auf  wie  viele  Arten  man  n  Punkte  so  paarweise  verbinden  kann,  dass 
die  Qesammtheit  der  Verbindungen  eine  geschlossene  Lioie  bildet,  so  vertauscht 
man  offenbar  nur  in  der  firfihem  Betrachtung  Seite  und  Punet,  so  dass  wieder 
5  die  möglichen  n-Ecke  z&hlt,  und  somit  n  Gerade  und  n  Puncto  gleich  viele 
n-Ecke  bestimmen.  Beide  8&tse  kOnnen  auch  mit  Hfllfe  der  Combinatlonslehre 
abgeleitet  werden,  vergl.  „Camott  Gorrdlatlon  des  flgures  de  g^m^trie. 
Paris  1801  in  8.,  —  etc."  —  Alle  n-Ecke,  welche  in  demselben  n-Seit  ent- 
halten sind,  mögen  in  Beziehung  auf  dasselbe  anbordlnlH »  unter  sich 
eoordlnlrt  heissen. 

SO.  Die  Winkehnunme.  Die  Winkelsninme  eines  n-Ecks  wird 
offenbar  gefunden,  indem  man  (78)  für  jede  concave  Ecke  2  R,  für 
jede  convexe  Eeke  6  R  in  Rechnung  bringt,  und  für  jede  Um- 
drehnng  4  R  abzieht.  Bezeichnet  somit  p  die  Anzahl  der  convexen 
Ecken^  und  r  die  der  Umdrehungen,  so  ist 

P„(p,r)  =  2(nH-2p  — 2r)R 
die  Winkelsnmme« 

Schon  Thlbanl  bestimmte  in  seinem  Grundrisse  (vergL  5)  die  Winkel- 
summe des  Dreieckes  auf  analoge  Weise;  doch  versuchte  er  auch  nicht  einmal 
in  Besiehung  auf  diese  Figur  eine  allgemeine  Auffassung,  wie  sie  hier  er- 
strebt wurde,  —  ja  eine  solche  ist  vor  1841,  wo  ich  in  der  bereits  meliifacfa 
citirten  Schrift  die  obige  Formel  aufstellte,  meines  Wissens  gar  nicht  gegeben 
worden. 

81*  AuaU  ud  Sintheilnng  der  D-Ecke,  unterscheiden  sich  zwei 

n-Ecke  in  ihrer  Erzeugung  nur  dadurch,  dass  sich  die  Qerade  nicht 
in  demselben  Sinne  dreht,  so  unterscheiden  sie  sich  selbst  aucli  nur 
dadurch,  dass  ihre  entsprechenden  Winkel  explementär  sind,  —  und 
es  genügt  daher,  dasjenige  zu  betrachten,  das  die  geringere  Anzahl 
convexer  Ecken  hat.  Da  femer  ein  concaver  Winkel  immer  zwischen 
0  und  2  R,  ein  convexer  zwischen  2  R  und  4  R  enthalten  sein 
musSy  so  ist  nothwendig 
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2(n+2p— 2r)Rr>0R.(n— p)+2R.p     oder     5^4^ 


2(n+2p— 2r)R<:r2R.(n— p)-f4R.p     oder 


und  für  ps^l  mnss  (vergl.  78)  mindestens  r  =  2  sein,  damit  die 

Fignr  zum  ScUnsse  kommen  kann.    Es  lässt  sich  hieraus  dnrch 

n2 4 

Indnction  ableiten ,  dass,  wenn  n  gerade  ist,  — j —  n-Ecke,  nnd 

jfi 5  * 

wenn  n  ungerade  ist,   — j —  n-Ecke  möglich  sind.    Diejenigen 

n-Ecke,  für  welche  r  —  p»!  ist,  und  die  daher  mit  dem  ein- 
fachsten n-Ecke  (0,1)  gleiche  Winkelsumme  haben,  heissen  gemein^ 
die  andern  sind  ohne  Ausnahme  ObeniClilageii*  Ein  Vieleck  end- 
lich, in  dem  alle  Seiten  und  alle  Winkel  gleich  sind,  heisst  regel« 
mSmlg* 

Wendet  xnan  die  erhaltenen  Bedingungen  ■.  B.  auf  das  Dreieck  an,  so 
ündet  man,  unter  Annahme  p  s:  0  Ar  r  die  (Jrensen  Vt  ^"^^  Vi  >  ^  kann  alao 
in  diesem  FaUe  r  =  l,  aber  auch  nur  gleich  1  werden,  oder  es  gibt  Ein 
concaTes  Dreieek,  und  dieses  ist  von  einfacher  Umdrehung.  Fflr  p  s=  1  mflsste 
wenigstens  r;=2,  nach  der  ersten  Ghrenze  aber  kleiner  als  3  sein,  —  es  gibt 
somit  in  diesem  Falle  keinen  möglichen  Werth  fttr  r,  oder  es  gibt  kein  Drei- 
eck mit  Einem  conyexen  Winkel.  Mit  Ausschluss  der  explementilren  Dreiecke 
gibt  es  also  nur  Eine  mOgUche  Form  des  Dreieckes:  Das  concave  Dreieck 
von  einfacher  Umdrehung,  das  sich  durch 


P,(0,1)  =  2R 
darsteUt  —  Ebenso  findet  man  Ar  das  Viereck  die  8  Formen 


P4(0,1)=:4R        P4(1,2)  =  4R     F^(2fi)=:Sn 
Fttr  das  Fünfeck  die  5  Formen 


P,(0,1)=6R    P5(0,2)=2R     P5(1,2)  =  6R    p5(2,2)=10R    P5(2,8)  =  eR 
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Für  das  Becheeck  die  8  Formen 


Pe(0,l)=:8R      Pg(0,2)  =  iR      Pg(l,2)  =  8R        Pg(l,3)c=4R 


Pe(2,2)=:12R      Pe(2,8)e38R      Pe(3,4)=38R 


13  R 


wo  das  Sechseck  (8,4)  statt  seinem  Ezplementiren  ^,2)  gesetet  wurde,  — 

etc.  —  Da  im  regelmKssigen  n-Ecke  alle  Winkel  gleich ,  also   sftmmtlich 

eoncav  sind,  und  ihre  Summe  nach  80  bei  r  Umdrehungen  2»(n  —  2r)R  be- 

tr&gt,  so  muss  jedem  einzelnen  die  Grösse 

4r 
w.t=2R-^K 

zukommen,  und  analog  stellt 

w„==2R--iiR 

«  m 

den  Winkel  im  regelmässigen  m-Ecke  von  s  Umdrehungen  dar.  Ist  nun 
m  <  n,  und  haben  beide  Ecke  dieselbe  Seite,  so  dürfen  w^  und  w„  nie  flber- 
einstimmen,  denn  sonst  würden  je  die  m  ersten  Elementenpaare  des  n-Eoka 
für  sich  ein  m-Eck  bilden;  es  darf  also  nie 

r        8 


2R-— R  =  2R-  — R 

n  m 


oder        — =3 — 


n       m 

werden,  d.  h.  die  Zahl  der  Umdrehungen  muss  ra  der  Ansahl  der  Ecken 
prim  sein.  Da  fiberdiess  nach  oben  r  awischen  die  G^rencen  0  und  n/2  fallen 
muss,  und  es  zwischen  diesen  Orenzen,  wenn  n  die  PrimÜactoren  aj  fij  ty' 
hat,  d.  h. 

n  =  a** .  /?' .  y' . . . .  1 

ist,  nach  den  Lehren  der  Arithmetik  (vergl.  Euler  in  Nov.  Gomm.  Petrop.  Vm, 
—  Gauss  in  seinen  Disquisitiones  pag.  80,  —  Cauohy  in  VoL  2  seiner  Exer- 
cices,  —  etc.) 

Zahlen  gibt,  die  zu  n  prim  sind,  so  gibt  es  auch,  wie  schon  Louis  Poinaot 
(Paris  1777  —  Paris  1869;  Professor  der  Mathematik  und  Academiker  in 
Paris)  in  seiner  Abhandlung  „Sur  les  polygones  et  les  polyddres  (Joum.  de 
l'6cole  pol.  Gab.  10)  zeigte,  N^  regelmässige  n-Eoke,  so  z.  B.  je  ISin  Dreieck, 
Viereck,  Sechseck,  —  zwei  Fünfecke,  —  drei  Siebenecke,  —  etc.  —  Wohl 
der  Erste,  der  die  Vielecke  überhaupt  nach  ihren  Terschiedenen  Formen  be- 
trachtete und  classüioirte,  war  Alb.  Girard«  indem  er  (vergl.  Kftstner  m  108) 
in  seinen  „Tables  des  sinus,  tangentes  et  secantes,  seien  le  raid  de  10000 
parties,  avec  un  traitö  succinct  de  la  trigonom^trie  tant  des  triangles  plana 
que  sphöriques.  A  la  Haye  1626  in  12."  beim  Vierecke  8  Formen  „la  simple, 
la  croisöe  et  Pautre  ayant  Vaugle  renvers^  (d.  h.  die  drei  obigen),  beim  Fünf- 
ecke 11  Formen,  und  beim  Sechsecke  sogar  69  Formen  aufzUiKi^   Er  hatte 
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swar  also  offenbar  einen  andern  Elntheilnngsgrond  als  den  oben  angenommenen; 
aber  sogar  im  Falle,  wo  dieser  nicht  ganz  vweckm&ssig  gewesen  sein  sollte, 
ehrt  es  Girard,  der  Überhaupt  ein  vortrefflicher  Mathematiker  gewesen  sein 
mnss,  ungemein,  sich  diese  Aufgabe  schon  in  so  frOher  Zeit  gestellt  zu  haben. 

89*  Die  Congrneni  ud  Aehnlichkeit  Zwei  n-Ecke  heissen  con- 

Srnent  (^)  oder  Sbnllch  (co),  wenn  sie  sich  in  ihrer  Erzeugung 

gar  nicht  oder  nur  durch  die  Einheit  des  Fortschrittes  unterscheiden, 

d.  h.  wenn  sie  gleiche  Winkel  und  entweder  gleiche  Seiten  oder 

gleiche  Seitenverhältnisse  haben.  Die  Erzeugung  des  n-Ecks  wird 

aber  durch  (n — 1)  Seiten  und  die  (n — 2)  eingeschlossenen  Winkel, 

—  oder  durch  (n  —  1)  Winkel  und  die  (n  —  2)  zwischenliegenden 

Seiten  bestimmt,  je  nachdem  Fortschritt  oder  Drehung  den  Vorrang 

hat  Folglich  sind  zwei  n-Ecke  schon  bei  Uebereinstimmung  solcher 

(2n  —  3)  Elemente  congruent,  —  und  aus  jedem  Congruenzsatze 

geht  ein  Aehnlichkeitssatz  hervor,  wenn  man  die  Gleichheit  der 

Seiten  durch  die  ihrer  Verhältnisse  ersetzt 

Ein  n-Eck  kann  oft  durch  weniger  als  (2n-*8)  Elemente  bestimmt  m 
werden  scheinen;  aber  es  ist  eben  nur  scheinbar,  —  denn  in  aUen  solchen 
FUlen  werden  genau  eben  so  viele  anderweitige  Bedingungen  zugefügt,  als 
Elemente  weniger  genommen  werden.  So  wttrde  z.  B.  scheinbar  die  Congmenz 
zweier  regelmässigen  n-Ecke  schon  durch  Uebereinstimmung  Einer  Seite  und 
Eines  Winkels  bestimmt,  —  in  den  F&Uen,  wo  nach  81  nur  Ein  regelmässiges 
n-Eck  besteht,  sogar  schon  durch  Uebereinstimmung  Einer  Seite;  aber  in 
diesen  F&llen  sind  die  Bedingungen  der  Gleichheit  aUer  Seiten  nnd  Winkel 
an  die  Stelle  der  Elemente  getreten.  Ein  Belege,  dass  selbst  geflbte  Mathe- 
matiker sich  diese  Bemerkung  nicht  oft  genug  wiederholen  kOnnen,  Uefert  ein 
▼on  Adam  Borg  (Wien  1797;  Professor  der  Mechanik  am  Wiener-Polytech- 
nikum) gegebener  Schein-Beweis  vom  Er&ftenparaUelogramm  (Zeitschrift  von 
Baumgartner  und  Ettingshausen  n  279).  —  Zwei  n-Seite  sind  offenbar  con- 
grnent  oder  ähnlich,  sobald  es  zwei  der  ihnen  subordinirten  n-Ecke  sind; 
ebenso  bestimmt  die  Congmenz  oder  Aehnlichkeit  dieser  Letztem  diejenige 
aller  ihnen  entsprechend  coordinirten  n-Ecke.  —  Das  Symbol  co  für  ähnUch, 
soU  schon  Ton  Leibnlts  eingeführt  worden  sein. 

X.  Das  Dreieck. 

SS.  Qnudelgenscliafteii  des  Dreiecks.  Das  Dreieck  ist  (81)  nur 

Einer  Form  fähig,  hat  (80)  die  Winkelsumme  2R=  180«,  —  ist 
(82)  durch  eine  Seite  und  die  anliegenden  Winkel,  oder  durch  zwei 
Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  vollkommen  bestimmt,  — 
durch  zwei  Winkel  oder  durch  einen  Winkel  und  das  Verhältoiss 
der  einschliessenden  Seiten  der  Form  nach  gegeben.  Jede  Dreiecks- 
seite ist  (73)  kleiner  als  die  Summe,  aber  grösser  als  die  Differenz 
der  beiden  andern  Seiten,  —  ein  Drehwinkel  (Aussenwinkel)  gleich 
der  Summe  der  gegenüberliegenden  Dreieckswinkel, 
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Sind  a>b>c  die  Seiten  eines  Dreiecks,  so  ist  nach  73 

a  <  b  +  c       und       b  <  a  +  c        also  auch        a  >  b  —  c 

Speciell  für  die  Lehre  vom  Dreieck  ist  z.  B.  auch  „Karl  Wilhelm  Fenerbach 
(Jena  1800  —  Erlangen  1884;  Professor  der  Mathematik  zu  Erlangen),  Eigen- 
schaften einiger  merkwürdigen  Punkte  des  geradlinigen  Dreiecks.  Nttmberg 
1822  in  4.,  —  Adams«  Die  merkwürdigsten  Eigenschaften  des  geradlinigen 
Dreiecks.  Winterthur  1846  in  8.,  —  etc."  su  vergleichen. 

S4«  Das  gleicbschenklige  Dreieck.  Hat  ein  Dreieck  zwei  gleiclie 
Seiten,  sog.  Schenkel^  so  heisst  es  gleichschenklig.  Die  den  Winkel 
der  Schenkel  an  der  sog.  Spitze  halbirende  Gerade  zerflQlt  (83) 
das  Dreieck  in  zwei  congmente  Theile,  nnd  halbirt  die  dritte  Seite 
oder  BaiBiiB  nnter  rechtem  Winkel.  Die  Winkel  an  der  Basis  sind 
gleich,  und  hat  ein  Dreieck  zwei  gleiche  Winkel,  so  stehen  ihnen 
auch  gleiche  Seiten  gegenüber.  Errichtet  man  in  der  Mitte  einer 
Geraden  eine  Senkrechte,  so  steht  jeder  Punct  der  Senkrechten  von 
den  Endpuncten  der  Geraden  gleich  weit  ab. 

Bei  MittheÜung  eines  der  ersten  Bätse,  welche  eines  sog.  Beweises  be- 
dürfen, erlaube  ich  mir,  entsprechend  dem,  was  ich  1847  im  Vorworte  rar 
zweiten  Ausgabe  meiner  „Geradlinigen  Gebilde  (vergl.  78}^^  sagte,  und  vna 
sich  nachmals  noch  durch  mehr  als  zwölfjährige  weitere  und,  wie  ich  sagen 
darf,  glückliche  Probe  bewährte,  ein  paar  Worte  Über  das  Wesen  des  Beweises 
und  den  ersten  Unterricht  in  der  Geometrie  beizufügen:   „Der  Unterricht  in 
der  Geometrie",  sagte  ich  damals,  „muss  wohl  damit  begonnen  werden,  den 
Schülern  einige  Benennungen  beizubringen,  *—  wenn  es  auch  nicht  gerade 
nothwendig  scheint,  zum  voraus  dieselben  mit  allen  Namen  bekannt  zu  machen, 
welche  in  einem  grossem  Abschnitte  der  Geometrie  nach  und  nach  ersoheinen. 
Nachdem  aber  diesen  Erklärungen  einige  Grundsätze  beigefügt  sind,  hegimit 
nun  der  Lehrer  meistens  nach  dem  Vorgänge  von  Euklid  und  Iiegendre  einen 
Lehrsatz  mitzutheilen  und  zu  beweisen,  —  und  nun  ist  es  für  den  unvor- 
bereiteten Schüler  keine  Kleinigkeit,  dem   Gedankengange  des  Lehrers    sn 
folgen:   Gleichzeitig  soll  er  den  Inhalt  des  Satzes  auffassen  und  in  das  ihm 
unbekannte  Wesen  eines  Beweises  eindringen.   Gewöhnlich,  wo  mit  einem 
Gongruenzsatze,  oder  gar  mit  dem  Beweise,  dass  Scheitelwinkel  oder  rechte 
Winkel  einander  gleich  seien,  begonnen  wird,  ist  ihm  das  Letztere  um  so 
schwieriger,  als  ihm  nicht  einmal  die  Nothwendigkeit  eines  Beweises    ein- 
leuchtet Beim  zweiten  Satze  (ich  denke  mir  immer  den  mittelmässigen  BchfUer, 
•—  denn  mit  den  guten  Schülern  hat  es  keine  Noth,  als  dass  sie  selten  sind) 
häuft  sich  die  Schwierigkeit,  —  und  so  bei  jedem  Folgenden.   Dazu  gesellt 
sich  nach  und  nach  Missmuth,  ja  Abneigung.   Die  beim  Knaben  so  li&iifige 
Trägheit  im  Denken  verleitet  Ihn,  gegen   den  Willen  seines  Lehrers,    das 
Repetiren  der  Beweise  durch  ein  geistloses  Memoriren  zu  ersetzen,  und    es 
ist  von  Glück  zu  sagen,  wenn  sich  nach  und  nach  der  Geist  durcharbeitet^ 
und  das  mit  dem  Gedächtniss  Aufgefasste  am  Ende  doch  zu  seinem  Eigenthum 
macht.   Aber  häufig  geschieht  es  sehr  lange  nicht,  oder  gar  nicht,  und    der 
Lehrer  entdeckt  beim  Prüfen  oft  Blossen,  bei  denen  ihn  ein  Schauder  ergreift: 
Was  soll  er  z.  B.  denken,  wenn  ihm  ein  Schüler  sagt,  den  Beweis  wisse  er 
gut,  aber  den  Lehrsatz  nichi  —  Mannigfaltige  Versuche,  die  Unterrichts^weiae 
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In  den  Elementen  der  Geometrie  den  Schülern  besser  ansnpassen,  haben  mich 
endlich  auf  folgenden  Gang  geflihrt,  mit  dessen  Resultaten  ich  alle  Ursache 
habe,  sufirieden  zu  sein:  Nachdem  ich  die  nothwendigsten  Erklärungen  und 
BegxÜfe  gegeben  habe,  stelle  ich  den  Bchfilem  vorlftuflg  eine  Reihe  von  Sätzen 
als  'Wahrheiten  hin,  erkläre  ihnen  dieselben  ihrem  Inhalte  nach,  und  lehre 
sie,  darin  enüialtene  Voraussetsungen  und  Behauptungen  gehörig  su  unter- 
scheiden, so  dass  sie  im  Stande  sein  sollen,  zu  jedem  Satze  die  entsprechende 
Figur  zu  zeichnen,  und  sich  Voraussetzung  und  Behauptung  in  Buchstaben 
bcisuBchreiben.  Dann  lasse  ich  die  Schiller  diese  Sätze  genau  memoriren,  — 
fordere  zwar  nicht,  dass  sie  dieselben  der  Reihe  nach  hersagen  können,  wohl 
aber,  dass  sie  von  irgend  zwei  Sätzen  wissen,  welcher  der  frflhere  und  welcher 
der  spätere  ist  Haben  sich  so  die  SchtUer  einen  gewissen  Vorrath  von  geo- 
metrischen Wahrheiten  gesammelt,  so  sage  ich  ihnen,  dass  jeder  Sati  eine 
nothwendige  Folge  der  Vorhergehenden  sei,  und  zeige  ihnen  nun  an  zweck- 
mässigen Beispielen  die  Wahrheit  dieser  Aussage,  —  d.  h.  ich  fange  mit 
ihnen  an  zu  beweiten«  Ich  sichere  mir  auf  diese  Art  den  grossen  Vorthell, 
dass  ich  zu  den  ersten  Uebungen  im  Beweisen  nicht  nothwendig  die  ersten 
Sätze  nehmen  muss,  sondern  aus  allen  gegebenen  Sätzen  nach  Belieben  die- 
jenigen auswählen  kann,  bei  denen  sich  einerseits  die  Kothwendigkeit  des 
Beweises  recht  klar  herausstellt,  wlUirend  sich  anderseits  der  Beweis  leicht 
macht  —  Ist  ein  Satz,  je  nach  seiner  Schwierigkeit,  ein,  zwei  oder  mehrere 
Male  bewiesen,  so  lasse  ich  die  Schttler  den  Beweis  niederschreiben,  und 
fordere  sofort,  dass  sie  ihn  auch  selbstständig  zu  leisten  wissen.  Dabei  suche 
ich  mich  jedoch  von  der  gerade  hiebei  so  häufigen  Pedanterie  möglichst  ferne 
zu  halten,  und  anerkenne  jeden  Beweis,  so  ferne  er  nur  richtig  ist,  wenn  er 
auch  von  dem  Gegebenen  in  einzelnen  Theilen  oder  im  Ganzen  bedeutend  ab- 
weicht, ja  schwerfällig  ist;  denn  ein  einziger  Beweis,  den  einSchfller  so  recht 
ans  seinem  eigenen  logischen  Bewusstsein  herausconstruirt,  ist  mehr  werth  als 
ein  Dutzend  angelernter  Beweise.^  —  Die  gegenwärtig  vorliegenden  vier  Sätze 
und  ihre  Beweise  würden  sich  durch  folgendes  Schema  darstellen  lassen: 


Wenn      acs=cb 

/.acdzr^bcd 


ac=3cb 


/.cba=/.cab 


^cba=:^cab 


ac=ob 


ad=db 
^adcsr^bdc 


ca:=ob 


so  ist  AA<>dSA^<^d 
ad=db 
/.cda=/.cdb 

&  a.  b  Hülfsconstr.  bei  2  und  3:  Halbire  /.ach. 

Beweia:  1)  A<^<^dS!  A^cd    weil  sie  eine  Seite  gemeinschaftlich,  eine  zweite 

Seite  und  den  eingeschlossenen  Winkel  nach  Vor- 
aussetzung gleich  haben  (88). 

ad=db      1 
/cdft— /cdb  I  ^^^  ^^®  ^  congruenten  Dreiecken  gleich  liegen. 

2)  Aacds  A^cd    wie  bei  1. 

/,cba  =  ^cab    weil  sie  in  congruenten  Dreiecken  gleich  liegen. 

3)  A^cds  Abcd    weil  sie  eine  Seite  gemeinschaftlich  und  zwei  zu 

ihr  gleichliegende  Winkel  (den  einen  n.  V.,  den 
andern  n.  C.)  gleich  haben  (83). 
ac=:cb  weil  sie  in  congruenten  Dreiecken  gleich  liegen. 

4)  Aacds  Abcd    wie  bei  1. 

ca=  cb  well  sie  in  congruenten  Dreiecken  gleich  liegen. 


[ 
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Es  würde  natürlich  hier  zu  viel  Platz  einnehmen,   auch  sp&teie  Bfttze  »o 
detaiUlrt  zu  beweisen;  aber  in  der  Schule  soll  so  bewiesen  werden. 

8S#  Das  Ugleicliseitige  Dreieck.  Schliessen  zwei  Seiten  eines 
Dreiecks  einen  grossem  Winkel  ein,  als  zwei  ihnen  gleiche  Seiten 
eines  andern  Dreiecks ,  so  hat  auch  (83)  das  erstere  Dreieck  die 
grössere  dritte  Seite.  —  In  jedem  Dreieck  steht  (84)  einer  grossem 
Seite  ein  grösserer  Winkel  gegenüber,  und  umgekehrt 

Legt  man  zum  Beweise  des  ersten  Satzes  die  beiden  Dreiecke  mit  einer 

der  gleichen  Seiten  (z.  B.  b)  an  einander ,  und  halbirt 
die  Summe  der  von  den  gleichen  Seiten  eingeschlossenen 
Winkel,  so  ergibt  sich  sofort  (88)  c=e4-f>d.  —  Zum 
Beweise  des  zweiten  Satzes  schneide  man  durch  eine 
Hülfslinie  von  der  grossem  Seite  oder  dem  grossem 
Winkel  den  XJeberschuss  so  ab,  dass  dadurch  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  entsteht ,  und  benutze  84  und  88. 

88«  Weitere  Congraeu-  ud  Aehnlichkeitisltie.  Zwei  Dreiecke, 

welche  alle  drei  Seiten  gleich  haben,  besitzen  (84)  auch  gleiche 
entsprechende  Winkel,  oder  sind  congment;  folglich  sind  (82)  zwei 
Dreiecke,  welche  die  Verhältnisse  aller  drei  Seiten  gleich  haben, 
ähnlich.  —  Zwei  Dreiecke,  welche  zwei  Seiten  und  den  der  grossem 
gegenüberliegenden  Winkel  gleich  haben,  sind  ebenfalls  congment; 
haben  sie  dagegen  die  Gegenwinkel  der  kleinem  Seite  gleich,  so 
sind  die  Gegenwinkel  der  grossem  entweder  noch  gleich  oder 
supplementär. 

Zum  Beweise  des  ersten  Satzes  lege  man  die  beiden  Dreiecke  mit  einer 
gleichen  Seite  (c)  entsprechend  an  einander,  —  verbinde  die  Gegenecken,  — 

zeige  nach  84,  dass  die  Winkel  an  diesen  Gegenecken 
aus  gleichen  Theilen  bestehen,  —  und  schliesse  endlich 
nach  83  auf  das  nothwendige  Bestehen  der  behaupte- 
ten Congruenz.  —  Der  zweite  Satz  bedarf  kaum  eines 
eigentlichen  Beweises,  sondern  geht  unmittelbar  aus  der 
Figur  hervor. 

SV«  Dia  Synunatrie.  Zwei  Puncte,  deren  Verbindongslinie  doxch 
eine  Gerade  nnter  rechtem  Winkel  gehälftet  wird,  heissen  in  Be- 
ziehung auf  diese  Gerade  isymmetrlBCb«  Verbindet  man  sie  mit 
irgend  einem  Puncte  derselben,  so  entsteht  (84)  ein  in  zwei  con- 
gruente  Dreiecke  zerflälltes  Dreieck.  Verbindet  man  von  zwei  Puncten, 
welche  auf  derselben  Seite  einer  Geraden  liegen,  den  Einen  mit 
dem  Symmetrischen  des  Andern,  so  erhält  man  (83)  den  Punct  der 
Geraden,  von  welchem  die  gegebenen  Puncte  die  kleinste  Distanzen- 
summe haben,  und  in  dem  sie  gleiche  Winkel  mit  der  Geraden 
bestimmen. 


—  Das  Dreieck.  — 


127 


Wenn  aaiJL*o<^  ^^^  ^^  =  ^0^9  bo  heissen  die  Pnncte  a  und  a^  sym- 

metriflch  in  Beziehung  auf  die  Gerade  a^c,  nnd  es  ist 
ac^a|C,  adz^a^d,  etc.,  —  femer,  wenn  bca^  eine 
Gerade  ist:  Z.»  <^  »o  =  Z.*i  c  So  =  Z.^  c  d.  Verbindet 
man  a  nnd  b  noch  mit  irgend  einem  andern  Pnncte  d  in 
Bq  0,  so  ist  endlich 

ad-|-db  =  a|d-|-db>a|C-fcb  =  ac-|--cb 
Wie  zu  beweisen  war. 

SS.  Abstand  und  Prqlection.  Die  Senkrechte  ist  (87,  73)  die 
kürzeste  Verbindung  eines  Punetes  niit  einer  Geraden,  und  wird 
danun  als  Maass  des  Abstandes  gebranclit.  Ihr  Fasspnnct  heisst 
Projectioii  des  PoncteiB)  —  die  zwischen  die  Projectionen  der 
Endpnncte  fallende  Folge  der  Projectionen  aller  Puncte  einer  Geraden 
Projectlon  der  Geraden*  Die  Senkrechte  von  einer  Dreiecks- 
ecke auf  die  Gegenseite  heisst  Hübe  9  letztere  Baste« 

Es  ist  (vergl.  87  Fig.) 

aao  =  Yaai<  — (ac4-cai)  =  ac 
Bq  ist  die  sog.  Projection  von  a  auf  cd. 

SB.  Parallelensitze.  Parallele  bilden  mit  Jeder  Geraden  gleiche 
correspondirende  oder  Wechsel -Winkel.  —  Macht  man  die  ent- 
sprechenden Schenkel  zweier  Scheitelwinkel  gleich  lang,  so  werden 
(83)  die  Verbindungslinien  ihrer  Endpnncte  gleich  und  parallel  (#). 
—  Parallele  zwischen  Parallelen  sind  (83)  gleich,  —  Gerade,  welche 
von  Parallelen  gleiche  Stücke  abschneiden,  sind  (83)  gleich  und 
parallel,  —  und  wenn  zwei  Paare  von  Geraden  gegenseitig  gleiche 
Stücke  von  einander  abschneiden,  so  muss  (86)  jedes  Paar  aus  zwei 
Parallelen  bestehen.  —  Zwei  Gerade  werden  (83)  durch  ein  System 
von  Parallelen  in  gleichen  Verhältnissen  geschnitten,  und  schneiden 
von  den  Parallelen  Stücke  ab,  deren  Differenzen  in  denselben  Ver- 
hältnissen stehen.  —  Parallele  haben  (76,  88)  überall  denselben 
Abstand,  und  schneiden  sich  daher  nicht;  umgekehrt  sind  equidi- 
Btante  Gerade  parallel.  —  Dreiecke,  deren  Seiten  paarweise  zu 
einander  parallel  oder  senkrecht  stehen,  haben  gleiche  Winkel  und 
sind  daher  ähnlich. 

Fflr  den  Beweis  des  ersten  Sattes  hat  man  nach  83  ans  den  durch  die 

Hülfslinie  gebildeten  vier  Dreiecken 

ß'=  d  +  v» 

r^     i^         \ -^ 

^''^'  a  +  ß'  =  a'  +  ß 

Wenn  also  fOr  irgend  eine  Gerade  (entsprechend  Definition  in  76)  «  =  a',  so 
ist  anoh  für  Jede  andere  Gerade  ß^ß'*  —  Für  die  Beweise  des  sweiten  nnd 
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dritten  Batiee  sind  wohl  die  im  Texte  durch  Nunmem  §;egebeneii  Andeataageii 

genügend.  —  Zum  Beweiee  des  vierten  BAties  liehe 
man  ae||af.   Ana  den  hiednrch  entatehenden  Ihn- 
jQ       liehen  Dreiecken  abd  nnd  ace  erhält  man  die  Pro- 
portionen 

ab  :  acssad  :  ae=:a/7:a/ 
^  ^  ssbd:  ce^b/7  — aa:c/  — aa 

in  welchen  der  geforderte  Beweis  liegt  *-  Der  Gang  des  Beweiaea  fOr  den 

fünften  Bata  iat  im  Texte  angegeben.  —  Der  Beweia  fttr  den  aechaten  Bata 

ist  durch  die  Fignr  angedeutet;  ea  ist  nftmlich  offen- 
bar cr=G,  da  beide  gleich  c',  —  t^=^y  ^^  beide 
complementftr  au  /',  —  also  haben  die  Dreiecke  abc, 
ABGy  aßr  gleiche  Winkel,  folglich  sind  sie  (88) 
ähnlich.  —  Daa  Proportionalschneiden  der  Parallelea 

j^  x-.'Tif' rv     M'^    ermöglicht  verschiedene  einfache  Constmctionen:  Soll 

B.   durch  einen  Punct  A  au  einer  Geraden  BG  eine  Parallele  geAhrt 

werden y  so  sieht  man  irgend  eine  Gerade  AD,  trlgt 
BD  =  AB  ab,  —  aieht  aua  D  wieder  eine  beliebige 
Gerade  DE,  und  trägt  G£=sGD  ab;  AE  ist  aodann 
offenbar  die  verlangte  Parallele.  —  Denkt  man  aich 
eine  Einheit  als  Länge,  so  stellt  auch  jede  auf  aie 
bezügliche  Zahl  eine  Länge  vor.  Trägt  man  nun  auf 

die  beiden  Schenkel  eines  beUebigen  Winkels  nach  irgend  einem  Maaaaatabe 

diese  Einheit  und  zwei  in  ihr  gegebene  Zahlen  a  und 
b  ab,  so  erhält  man,  je  nachdem  man  mit  dem  End- 
puncte  von  a  denjenigen  von  1  oder  b  verbindet,  und 
je  durch  den  andern  eine  Parallele  au  dieser  Verbin- 
dungslinie zieht,  ala  Abschnitt  auf  dem  andern  Schenkel 
X  oder  y,  so  daaa 

a :  1  c=  X :  b        oder       x  =  a  X  b 
7:ls=:a:b       oder       ysa  :  b 

Trägt  man  c  statt  1  auf,  so  erhält  man  bei  entsprechender  Gonstruction 

x'=2(aXb):o        und       y'=3(a:b)Xc 

—  etc.  Man  kann  also  auf  graphischem  Wege  eine  ganze  Zahl  oder  einen 
Quotienten  multipUciren ,  eine  einfache  Zahl  oder  ein  Product  dividiren,  etc. 
Von  einigen  hohem  Operationen  dieser  Art  wird  später  (z.  B.  in  93)  die  Rede 
sein;  dagegen  mögen  hier  noch  einige  dieses  |;raphl8ehe  Bechncii  in 
ausgedehnterer  Weise  behandelnde  Schriften  citLrt  werden,  —  nämlioh: 
nH.  JBgfgera«  Lehrer  der  Mathematik  in  Schaffhausen :  GmndzÜge  einer  gra- 
phischen Arithmetik.  Schaffhausen  1865  in  8.,  —  K.  Cnlmanii»  Die  graphische 
Statik.  Zürich  1868  in  8.,  —  Franz  Renleanx  (Eschwefler  1829;  Mher 
Professor  am  achweizerischen  Polytechnikum,  jetzt  Director  der  k.  Gewerbe- 
Academie  in  Berlin),  Der  Constructeur.  8.  A.  Braunschweig  1869  in  8.,  —  eto.<^ 

90«  Weitere  Sitse.  Verbindet  man  die  Mitte  einer  Dreiecks- 
seite mit  der  Gegenecke,  so  wird  (83,  89)  das  Dreieck  halbirt  — 
Von  allen  Dreiecken  gleicher  Basis  und  Höhe  hat  (73,  87)  das 
gleichschenklige  den  kleinsten  Umfang,  und  von  je  zweien  derselben 
hat  (78)  dasjenige,  dessen  Spitze  sich  mehr  von  der  des  gleich- 
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schenkligen  entfernt,  dessen  Basiswinkel  somit  die  des  andern  der 
Grösse  nach  zwischen  sich  schliessen,  den  grossem  Umfang. 

Zum  Beweise  des  ersten  8atses  sieht  man  dnrcli  die  Mitte  b  von  ac 

Parallele  sn  ad  und  od,  —  seigt,  dass  sowohl  die 
beiden  Dreiecke  1,  als  die  beiden  Dreiecke  2  congru- 
ent  sind,  —  und  schllesst  daraus,  dass  abd  =  bcd 
sein  müsse.  Vergl.  auch  107.  —  Der  Beweis  der  ersten 
Hälfte  des  «weiten  Batses  liegt  in 

ae-|-eo=rfc<(fd  +  dc  =  ad+dc) 

Zum  Beweise  der  zweiten  HUfte  ist  der  in  78  gegebene 
Satz  vom  umschliessenden  Zuge  verwendbar.  —  Macht  man  in  Dreieck  abc,  wo 

ab>ac>bo  sein  nuig,  cd:=db,  ae  =  ab 
und  af=:ade=fg,  so  virird  ^aefssA&c^^ 
uid  Ago^S  Aacd,  und  es  ist  somit /?'=/S^ 
f'^^Y^  S*c=S^  sowie  nach  Voraussetzung 
eg<ae,  also  o</7^  Folglich  hat  Dreieck 
aeg  mit  Dreieck  abc  gleiche  Winkelsumme,  und  es  ist  Uberdiess  a<Vt  («+/?}• 
Lei^ndre  hat  hierauf  einen  Beweis  für  die  Winkelsumme  des  Dreiecks 
gegründet  —  Verzeichnet  man  fiber  den  Seiten  eines  Dreieckes  gleichseitige 
Dreiecke,  und  verbindet  die  Scheitel  der  Letztem  je  mit  der  gegenüber- 
stehenden Dreiecksecke,   so  schneiden  sich  diese  Linien  in  Einem  Puncto, 
haben  gleiche  Länge,  und  bilden  mit  einander  gleiche  Winkel;  uberdiess  ist 
die  Summe  der  Entfernungen  dieses  Durohschnittspunctes  von  den  Dreiecks- 
ecken ein  Minimum.   Um  den  Beweis  hiefUr  zu  führen,  seien  die  Dreiecke 
ABE  und  BCF  gleichseitig,  —  Dreieck  ACO  aber  entstehe,  indem  man 

durch  den  gemeinschaftlichen  Punct  D  der 
Verbindungslinien  £  C  und  F  A  die  Gerade 
BG  ziehe,  und  auf  ihr  BGszGE  abtrage. 
Da  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  ABF 
und  EBC  unmittelbar   die  Gleichheit  der 
Linien  EC  und  AF  folgt,  so  werden  wir 
nur  nöthlg  haben,  zu  beweisen,  dass  a=60® 
=:^,  und  dass  Dreieck  ACG  gleichseitig 
sei,  um  die  Richtigkeit  des  ersten  Theiles 
unsers  Lehrsatzes  vollständig  dargethan  zu 
haben.  Nun  folgt  aber  aus  der  schon  aufge- 
führten Congruenz  fpzz:^^  folglich,  da  (nach 
83)  ^^  +  600  +  /?  +  «=  1800=9+^+0+/? 
sein  muss,  ^z:60®.  Femer  haben  die  Drei- 
ecke B  E  D  und  BAD  zwei  Seiten  und  die  der  kleinem  Seite  gegenüber- 
stehenden Winkel  ip  und  y/  gleich;  es  müssen  somit  nach  86  die  der  grossem 
Seite  gegenüberliegenden  Winkel  a  und  (a  +  ^)  entweder  auch  gleich,  oder 
supplementär  sein.   Ersteres  geht  offenbar  nicht,   da  ^=60®,  also  muss 
«+(a  +  a)  =  180<>  oder  ocsöO«  sein.    Wenn  aber  «+^=120«,  so  muss 
9+^=ßO«  =  V'  +  Z.CEA  oder  /9=^CEA  sein.  Es  sind  somit  auch  die 
Dreiecke  GBA  und  GEA  congment,   oder  die  Winkel  BAG  und  EAG 
gleich,  d.  h.  /.GAGs=60<».  Analog  kann  bewiesen  werden,  dass  }^=/.AFG, 
folgUeh  die  Dreiecke  GBG  und  CFA  congraent,  folglich  ^AGG  =  60o. 
&   ist  somit  Dreieck  ACG  gleichseitig,  w*  z.  b.  w.   Um  nun  noch  den 
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zweiten  Theil  des  Lehrsatzes  zu  erweisen,  nämlioh  dass  fOr  jeden  von  D  ver- 
schiedenen Punct  H 

AH  +  BH  +  CH  >AD+BD  +  CD 

sei,  ziehen  wir  von  H  auf  AF,  BG  and  GE  die  Senkrechten  Hd,  Hg  und 
Ha,  und  dann  noch  (durch  e  und  D)  fc||Bg  und  Db||Hg.  Aus  diesen 
Constructionen  folgt  einerseits,  dass  Dreieck  Dce  gleichseitig,  oder  Dd  =  dc 
=  c  b  =  b  e,  —  anderseits  dass  a e H  s  e f  H,  oder  e  a :=  e  f.  Es  ist  somit 
Das=fc  =  Dg4-Dd,  oder 

Ad  +  Bg  +  Ca  =  AD  +  BD  +  CD 

woraus  sofort  (86  oder  88}  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  folgt 


XI.  Das  rechtwinklige  Dreiedc  nid  die  gomometrisckei 

Fiuetioiei. 

91«  Das  rechtwinklige  Dreieck.  Ist  in  einem  Dreiecke  ein 
Winkel  ein  Rechter,  so  sind  die  beiden  andern  Winkel  (83)  comple- 
mentär.  Die  dem  rechten  Winkel  gegenüberliegende  und  (85)  grösste 
Seite  heisst  Hypotenuse  9  jede  der  andern  Seiten  Katbete«  Da 
sich  bei  zwei  rechtwinkligen  Dreiecken  die  Gleichheit  der  beiden 
rechten  Winkel  von  selbst  versteht,  so  wird  (83)  ihre  Congmenz 
durch  eine  Seite  und  einen  zu  ihr  gleichliegenden  Winkel,  oder 
durch  die  beiden  Katheten,  —  ihre  Aehnlichkeit  durch  einen  Winkel, 
oder  das  Verhältniss  der  Katheten  bestimmt  Zwei  solche  Dreiecke 
sind  aber  (86)  auch  congruent,  wenn  sie  die  Hypotenuse  und  eine 
Kathete  gleich  haben;  folglich  bestimmt  auch  das  Verhältniss  von 
Hypotenuse  und  Kathete  die  Form  des  rechtwinkligen  Dreiecks.  — 
Die  Mitte  der  Hypotenuse  steht  (76,  89,  84)  von  allen  Ecken  gleich 
weit  ab. 

Legt  man  swei  rechtwinklige  Dreiecke,  welche  die  Hypotenuse  und  eine 
Kathete  gleich  haben,  mit  der  Letstern  entsprechend  an  einander,  so  entsteht 
ein  gleichschenkliges  Dreieck,  das  jene  Kathete  zur  Höhe  hat,  also  durch  sie 

in  zwei  congruente  Dreiecke  lerfäUt.  —  Ist  Dreieck 
a  b  c  in  o  rechtwinklig ,  und  a  d  =  d  b ,  so  ist  auch 
d  0  =  d  b ;  denn  sieht  man  d  e  ||  a  c,  so  wird  einerseita 
(nach  80)  c  b  durch  d  e  gehälftet,  und  anderseits  steht 
(nach  76)  de  J_  eb,  —  also  ist  (nach  84)  dcs=  db, 
wie  zu  beweisen  war. 

99.  Dimensionen  nnd  Fliehe.  Theilt  man  die  eine  Kathete  in 
gleiche  Theile,  und  verbindet  die  Theilpuncte  mit  der  Spitze,  so 
erhält  man  (90)  ebensoviele  gleiche  Dreiecke,  und  es  verhalten  sich 
daher  zwei  rechtwinklige  Dreiecke,  welche  eine  Kathete  gleich  haben, 
wie  die  andern  Katheten.   Bezeichnen  somit  AB,  ab  und  Ab  die 
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Katheten  dreier  rechtwinkliger  Dreiecke  der  Flächen  F,  f  und  q>y 
so  hat  man 

F:q>  =  B:h  y:f  =  A:a  also  F:f=AB:ab 
Die  Flächen  hängen  also  von  den  Katheten,  die  darum  DlmenslO« 
Ben  heissen,  ab,  und  nimmt  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen 
erste  Dimension  1,  und  dessen  zweite  2  beträgt,  als  Flächeneinheit 
an,  so  ist  die  Fläche  irgend  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  gleich 
dem  halben  Producte  seiner  Katheten. 

Diese  Weise,  eine  Fl&cheneinheit  eineuführen,  und  die  Fl&chenberechnung 
Bu  begründen,  habe  ich  schon  1852  in  der  ersten  Ausgabe  des  Taschenbuches 
pubUcirt  Sie  scheint  mir  einen  wesentlichen  Vorzug  vor  der  sonst  üblichen 
Weise,  die  Flftchenberechnung  mit  dem  Quadrate  und  Rechtecke  zu  beginnen, 
zu  besitzen,  da  sie  ermöglicht,  die  einfachste  Figur,  das  Dreieck,  zu  erledigen, 
ehe  man  zu  andern  Figuren  Übergeht 

99.  Der  pytbagorUrohe  Lehrsatz.  Zieht  man  in  einem  recht- 
winkligen Dreiecke  der  Katheten  a,  b  die  der  Hypotenuse  c  ent 
sprechende  Höhe  h,  welche  auf  c  die  Abschnitte  x  und  j  bilden 
mag,  so  zerfällt  das  Dreieck  in  zwei  ihm  und  daher  auch  einander 
ähnliche  Theile,  und  man  hat 

x:h  =  h:y         c:a  =  a:x         c:b  =  b:y  1 

folglich  besteht  der  sog.  pythagoräische  Lehrsatz 

a2  +  b5^=c2  S 

(vergl.  115),  und  umgekehrt,  wenn  in  einem  Dreiecke  das  Quadrat 
einer  Seite  (c  =  x^-f-y^7  5,  29,  etc.)  gleich  der  Quadratsumme  der 
beiden  andern  (b  =  2xy,  4,  20,  etc.;  a  =  x^  —  y^,  3,  21,  etc.) 
ist,  so  liegt  der  erstem  Seite  ein  rechter  Winkel  gegenüber.  Ist 
das  Dreieck  nicht  rechtwinklig,  so  besteht  der  sog.  erweiterte 
pythagoräische  Lehrsatz 

a2-fb2  +  2ax  =  c2  S 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  Z-C^?  b)  spitz 
oder  stumpf  ist,  und  wo  x  die  Projection  von  b  auf  a  bezeichnet 

Dass  für  a  JLb  und  h_l.c  die  Dreiecke  (x,  h,  a),  (a,  b,  c)  und  (h,  y,  b) 
gleiche  Winkel  haben,  also  ftlmlich  Bind,  und  die  Proportionen  1  bedingen, 

Iftsst  sich  sehr  leicht  zeigen.  Aus  1  folgen  sodann 

a'  =  c .  X 
\  b«  =  c.y 

a«  +  b»  =  c(x  +  y)  =  c« 
d.  h.  der  mnthmasslich  schon  den  alten  Indiem  bekannte, 
von  iluien  auf  den  ihr  Land  bereisenden  griechischen  Philosophen  Pythagoras 
(Samos  580  —  Megapontum  500)  Übergegangene,  von  diesem  als  Flächensatz 
(115)  ausgesprochene  und  meistens  seinen  Namen  tragende  Lehrsatz  2,  der 
im  Bfittelalter  auch  noch  den  Ehrentitel  Magister  matheseos  erhielt,  und  dessen 
Kenntniss  aoch  vor  wenigen  Deseiinien  in  manchen  sog.  „gelehrten^  Schulen 

9» 
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als  Beweis  einer  gans  ordentlichen  mathematiBchen  Bildung  galt.  —  Bexeichnet 
g  den  Abstand  der  Mitte  der  Hypotenuse  von  der  Qegenecke,  und  p  die 
Projeetion  von  h  auf  g,  so  hat  man  nach  1  und  91 


g :  h  =:  h :  p  h  =  ^x.y 


g=-5-(x+y) 


Es  bezeichnen  also  (nach  17)  g,  h,  p  der  Reihe  nach  das  arithmetische,  geo- 
metrische und  harmonische  Mittel  der  Zahlen  x  und  y,  —  worin  wieder  ein 
kleiner  Beitrag  su  der  graphischen  Arithmetik  liegt.  —  Besteht  zwischen  den 
Seiten  a,  b,  c  eines  Dreiecks  die  Beziehung  a*-{-b*^c*,  und  hat  ein  recht- 
winkliges Dreieck  die  Katheten  a  und  b,  folglich  nach  2  die  Hypotenuse  c, 
so  haben  somit  die  beiden  Dreiecke  alle  drei  Seiten  gleich,  —  also  sind  sie 
congruent,  —  also  steht  auch  im  ersten  Dreiecke  der  Seite  c  ein  rechter 
Winkel  gegenüber.  Ist  cs=x*4~y'9  b=:2xy  und  as=x*  —  y',  so  hat  man 
wegen  der  Gleichheit 

(x«--y»)«  +  (2xy)«  =  (x»  +  y«)»  4 

für  jede  ganzen  Werthe  von  x  und  y,  auch  ganze  Werthe  von  c,  b,  a,  welche 
einem  rechtwinkligen  Dreiecke  entsprechen,  d.  h.  ein  sog.  pythai^rälsehes 
Dreieck.  Für  x=2  und  y  =  l  erhSlt  man  so  z.  B.  3,  4,  6,  —  für  xs=5 
und  y=:2  aber  21,  20,  20.  Da  214-29  =  50,  so  bieten  letztere  Zahlen  ein 
einfaches  Mittel,  um  auf  dem  Felde  mit  einer  Kette  von  50'  eine  Senkrechte 

abzustecken.  —  Es  ist  nach  2 

c«  =  (aHFx)«  +  h« 
vC.  =(aq:x)»-j-b«  — X« 

sra«  +  b*4:2ax 
wie  3  behauptet,  oder:  In  jedem  Dreiecke  ist  das 
Quadrat  einer  Seite  gleich  der  Quadratsumme  der  beiden 
andern  Seiten,  mehr  oder  weniger  dem  doppelten  Prodncte  der  einen  Seite 
in  die  Projeetion  der  andern  auf  dieselbe,  je  nachdem  der  eingeschlossene 
Winkel  spitz  oder  stumpf  ist,  —  ein  Satz,  der  auch  mit  der  trigonometrischen 
Formel  104:4  übereinstimmt  —  Für  x=l  wird  nach  1  offenbar  a*=:c  oder 

a  =  |/7,  so  dass  sich  ein  leichtes  Ver- 
fahren darbietet,  die  zweite  Wurzel  gra- 
phisch auszuziehen.  —  Trägt  man  auf  den 
einen  Schenkel  eines  rechten  Winkels  die 
Einheit,  auf  den  andern  eine  Grösse  a  aof, 
—  zieht  b,  und  errichtet  in  seinen  £nd- 
puncten  Senkrechte,  —  so  schneiden  leU- 
tere  auf  den  Verlftngerungen  der  Schenkel 
X  und  w  ab,  so  dass  nach  1 
1 :  a  =  a :  X  und  a :  1  =:  1 :  w ,  oder  x  =:  a*  und  w  =r  a"* 
Setzt  man  die  Construction  nach  beiden  Seiten  in  ähnlicher  Weise  fort,  so 
hat  man  nach  1 

a  :  X  =  X :  y      und      1 :  w  =  w :  v ,      oder      y  ^  a"      und    v  s=  a"*^ 
u.  s.  f.  —  Man  kann  somit  graphisch  auch  leicht  die  verschiedenen  Potensen 
einer  Grösse  darstellen.  Vergl.  für  weitere  Constructionen  die  in  89  erwähnten 
Schriften. 

94«  Die  SeitenverUltnisse.  Da  in  einem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke (91)  die  Seitenverhältnisse  von  einem  Winkel,  und  die  Winkel 
von  einem  Seitenverhältnisse  abhängen,  so  kann  man  die  Seiten- 
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verhältnii^se  in  Beziehung  auf  die  Winkel  benennen,  und  zwar  setzt 
man  (s.  77  Fig.) 


—  =  Sinus  V 

r 

J-  =  Tangens  v 

—  =  Secans  v 

X 

—  ==  Cosinus  V 

r 

80  dass 

y  =  r .  Sin  v 
=  x.Tgv 
Ueberdiess  setzt  man 

r  —  X       Q. 

—  =  CotAngens  v 

X  =  r .  Cos  V 
=  y .  Cot  V 
zuweilen 

r  —  y 

—  =  Cosecans  v 

7 

r  =  X .  See  V 
=  y .  Cosec  v 

9 


Co  §iiru  9      0m.  TOT  9 


r  r 

and  bezeichnet  r  =  1  als  Sinus  totus. 

Während  man  in  ftlterer  Zeit  nach  dem  Vorgange  des  bertthmten,  in  der 
ersten  Hälfte  des  zweiten  Jahrhunderts  zn  Alexandrien  lebenden  Astronomen 
Claudius  Ptolemaufl  rar  Berechnung  der  Winkel  ausschliesslich  Sehnen 
benutzte,  fnhrte  um  die  Mitte  des  neunten  Jahrhunderts,  nach  den  Einen 
Mohammed  ben  Musa,  nach  den  Andern  der  etwas  sp&tere  AlbategnlnSt 
CataMf.  die  halbe  Sehne  des  doppelten  Winkels  unter  dem 

Namen  Gib  oder  Falte  (gefaltete  oder  halbirte  Sehne) 
in  die  Mathematik  ein,  woraus  später  die  lateinischen 
Uebersetzer  Sinns  machten.  Die  Tangens  soU  eben- 
falls schon  von  den  Arabern  eingeführt  und  in  Tafeln 
gebracht  worden  sein,  —  während  von  der  Secans 
Oeorg  Joachim  genannt  Rhättena  (Feldkirch  1614  — 
Kaschau  in  Ungarn  1576;  Professor  der  Mathematik 
in  Wittenberg)  eine  erste  Tafel  berechnete;  doch  kommen  nach  Baltzer  die 
Namen  Tangens  und  Secans  erst  in  dem  Werke  „Thomas  Flnlce  (Flensburg 
1561  —  Kopenhagen  1656;  erst  zu  Gottorp  als  Leibarzt  des  Herzogs  von 
Schleswig-Holstein,  dann  Professor  der  Medicin  und  Mathematik  zu  Kopen- 
hagen), Geometri»  rotundi  libri  XIV.  Basilen  1588  in  4.^^  vor.  Ueber  die 
Zeit  der  Einführung  des  Sinus  versus  habe  ich  keine  Angaben  gefimden; 
dagegen  kann  ich  noch  anführen,  dass  Gunter  für  den  Sinus  des  comple- 
mentären  Winkels  (Complementi  Sinus)  zuerst  die  Abktirzung  Cosinus  ge- 
braucht haben  soll,  und  auf  ähnliche  Weise  durften  Gotangens,  Cosecans  und 
Cosinus  versus  entstanden  sein.  —  Die  altem  Mathematiker  stellten  Übrigens 
aUe  diese  Grössen  entsprechend  der  beigegebenen  Figur  an  einem  Kreise  des 
Badius  1  dar,  und  erst  Enler  fOhrte  sie,  entsprechend  wie  es  im  Texte  ge- 
schehen ist,  als  Seitenverhältnisse  im  rechtwinkligen  Dreiecke  ein. 

9S.  Die  goniometrischen  Fuetionen.  Dehnt  man  die  Sinns, 

Cosinus,  Tangens  nnd  Cotangens  auf  den  ganzen  Winkelraum  aus, 
indem  man  in  ihren  Definitionen  (94)  Hypotenuse  und  Winkel  durch 
die  Polarcoordinaften,  die  beiden  Katheten  durch  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  mit  ihren  Zeichen  (77)  ersetzt,  so  werden  aus  ihnen 
die  sog.  soniometrUieheii  Functloneii«    Da  aber  ein  Bruch, 
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sobald  man  seinen  Nenner  als  Einheit  wählt,  dem  Werthe  nach 
durch  den  Zähler  dargestellt  wird,  so  lassen  sich  die  4  Functionen 
für  alle  Winkel  leicht  graphisch  darstellen,  und  so  ihrem  Verlaufe 
nach  durch  den  ganzen  Winkelraum  verfolgen.  So  findet  man,  dass 
den  4  Quadranten  für 

die  Functionen  Sinus  Cosinus       Tangens     Cotangens 

die  Zeichenfolgen  -|-H H h  H 1 H 1 

und  Qrenzwerthe         0,1  1,0  0,cx)  oo,0 

entsprechen,  wo  je  die  erste  Ghrenze  bei  0^  und  180^,  die  zweite  bei 
90^  und  270^  eintrifft  Die  4  Functionen  sind  periodisch,  und  zwar 
nehmen  alle  (abgesehen  vom  Zeichen)  bei  den  Winkeln  180^  —  a, 
180^ +  a  und  360®  —  a  wieder  dieselben  Werthe  an,  die  sie  für  a 
halten.  Sinus  und  Tangens  eines  Winkels  sind  gleich  Cosinus  und 
Cotangens  seines  Complementes.  Speciell  folgen  aus  dem  gleich- 
schenklig-rechtwinkligen und  dem  gleichseitigen  Dreiecke  Tg  45® 
=  1  =  Cot  45®  und  Sin  30®  =  Vz  =  Cos  60®. 

Diese  Ausdehnung  der  goniometrischen  Functionen  durch  Einführung  der 
Goordinaten  ist,  glaube  ich,  auf  solche  Welse  ebenfalls  durch  mich  1841 
zuerst  geschehen.  —  Vergl.  für  die  graphische  Darstellung  die  leicht  auf  die 
flbrigen  Quadranten  ausdehnbare  Figur  des  vorigen  Satzes. 


96«   Einige  Gnudbeziehnilgeil.   Für  jeden  Winkel  a  hat  man 
nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

Sin2a-f-Cos2a  =  l  Tga.Ctga  =  l  1 

•7= ==  Tg  a  =  -7T[ — ,      -7:^ =5  See  a ,      -^. —  =  Cosec.  a   9 

Cosa  ®  Ctga  ^       Cosa  '       Sma 

1-f  Tg«a  =  ^r^,    Cosa=:^=J=,    Sina=^=Jt=.    S 
^  Cos^a'  n  +  Tg2a'  Vl-fTg«a 

Femer  darf  man  nur  ächte  Brüche  als  Sinus  oder  Cosinus  betrach- 
ten, dagegen  jede  Zahl  als  Tangens  oder  Cotangens,  und  auch  immer 

X  ==  a .  Sin  A  7  =  a .  Cos  A  4: 

setzen,  da  daraus  die  immer  möglichen  Werthe 


X 


TgA  =  y  a  =  Vx2  +  y2  S 

folgen. 

Die  erste  Formel  folgt  aus  dem  Pythogoräischen  Lehrsatze ;  aUe  folgenden 
gehen  aus  ihr  und  den  Definitionen  fast  unmittelbar  hervor. 

OV«  Die  sog.  Traiufoniiatioii  der  Goordinaten.  Kennt  man  die 

Coordinaten  x  y  eines  Punctes  M  in  Beziehung  auf«  ein  Coordinaten- 
System  X  Y,  so  kann  man  leicht  seine  Coordinaten  x^  y^  in  Be- 
ziehung auf  eui  anderes  Coordinatensystcm  X'  Y'  finden,  wenn  man 
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die  GhroBsen  a,  ß^  q>  kennt,  welche  die  gegenseitige  Lage  der  beiden 
Systeme  bestimmen.  Man  hat  nämlich  offenbar 

z=a  +  x'C!o8V  — y'Sinf)  1         y  == /9-f  x'Sin y  +  y'Cosy  9 

oder  wenn  man  l.CoBq>-\-2 .Simp  und  2.Cosip  —  l.Sin^  bildet, 

if=ix—a)Coaq>+(j—ß)Smq>B  ^=0^— /?)Co8y— (x— a)Sin»4 

Snbstitairt  man  aber  in  beiden  Systemen  die  Werthe 

X— a=rCos(yH-V'),  y — /J=rSin(qp4-V'),  x'=rCosV^,  y'=rSinV 

und  setzt  im  ersten  9>s5a,  y  =  b  nnd  im  zweiten  7  =  b,  V^ssa — b, 

80  erhält  man 

Sin  (a  +  b)  j=  Sin  a  .  Cos  b  +  Cos  a  .  Sin  b  S 

Cos  (a  +  h)  =  Cos  a  .  Cos  b  +  Sin  a  .  Sin  b  6 

und  damit  zwei  Gnmdformeln  der  Goniometrie. 

Die  Anwendung  der  unmittelbar  ans  der  bei- 
stehenden Figur  abzulesenden  Transformationsformeln 
1  ble  4  Eur  Aufstellung  der  goniometrischen  Haupt- 
formeln 6  und  6  ist,  glaube  ich,  ebenfalls  1841 
zuerst  durch  mich  eingeführt  worden.  Setst  man  in 
LetEtem  für  a  und  b  abwechselnd  90  <^  oder  270® 
^^    ein,  so  erhUt  man  die  Formeln 

8in(a±  900)  =  ±CoBa  Bin  (90»  ±b)  =  + Cosb  ^ 

OoB(a±  90»)=qp:8ina  Cob(90«  ±b)  =  qiSin  b 

8in(a±370»)=::pCosa  Sin  (270»±b)  =  — Cosb  « 

Cos  (a±  370«)  =  ±  Sin  a  Cos  (270»  ± b)  =  ±  Sin  b 

welche  sehr  häufig  su  Reduction  auf  den  ersten  Quadranten  in  Anwendung 
kommen. 

9&.  Weitere  goniometritelie  Formeln.  Mit  Hülfe  von  96  nnd 

97:5)6  findet  man  leicht,  dass 

Sin  »  =  2  Sin -|. .  Cos  y  =.  3  Sin -g- —  4  Sin»  |- 

Co8  a  =  Cos«  y  — Sin2  y  =  1  -  2  Sin«  |- =  2  Cos«  |- —  1 

Sin  a  +  Sin  b  =  2Sin  ^^  Co8-?^=^ 
Sin  a  —  Sin  b  =  2 Sin -^=^  Cos  ^'^^ 


0 


2      —      2 
Cos  a  H- Cos  b  =  2  CoB -^^^  Cos -^^ 

Cos  a  —  Cos  b  =  2  Sin -^i^  Sin  ^^ 
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Tg^^  :  Tg -5-5-^  =  (Sma  +  Sinb) :  (Sma—  Sinb) 


2 


=  Tg(450  4.x)  woTgx  =  -^ 


4 


Sin 


Tg 


4=1/ 

=vq 


1  —  Cos  a 


2 

a 


Cos 


4-1/ 


—  Cos  a         1  —  Cos  a 


+  Cosa 


Sina 


l  +  Cosa 
2 

Sina 
l  +  Cosa 


6 


and  so  weiter. 


Die  erste  Formel  1  wird  erhalten,  indem  man  die  Formeln  97 :  5,6  durch 
einander,  und  dann  rechts  Zähler  und  Nenner  durch  Cos a. Cos b  dividirt,  — 
die  zweite  geht  unmittelbar  aus  der  ersten  hervor.  —  Die  unter  2  gegebenen 
Formeln,  um  8in.  und  Cos.  eines  Winkels  durch  Sin.  und  Cos.  seiner  HSlfte 
auszudrücken,  gehen  aus  97 : 5,6  hervor,  indem  man  a  und  b  durch  a/,  ersetst, 
und  mit  ihrer  HUlfe  erhält  man  nach  97 : 6 


Sin  a  =  Sin  (^  + -i)  =  Slii  ^  008 1^ 


f  008-^  Bin  A 


=  2  Sin -J- (1  -  Sin«  |-)  +  (1  -  2  Sin» -i)  Sin  |. 

=  8  Sin  4-  — 4  Sin«  4- 

Die  Formeln  3  werden  entweder  mit  Hülfe  von  97:5,6  erhalten,  indem  man 

je  links 

^^  a  +  b        a  —  b 


^_  a  +  b    ,    a  — b 


und 


2  2 

einsetzt,  —  oder,  wie  ich  1846  zeigte  (vergl.  Grunert's  Archiv  Vn  448),  aus 

der  beistehenden  Figur,  in  welcher  ad  =  af  und  ac 
die  Bisectrlx  des  "Winkels  fad  sein  soll.  Man  er- 
hält nämlich  aus  derselben  unmittelbar 

Sina  +  Sin/?=fg+de=:2.bo 

a  +  ß 


=  2 .  a  c .  Sin 


2 


r  1> 


z=  2 .  Cos 


«  —  ß 


.Sin 


a  +  ß 


und  entsprechend  gehen  die  übrigen  Formeln  aus 

Sina  — Sin/?  =  2.ch  Cosa  +  Cos/9=2.ab  Cosa  — Cos^s  — 2.  dh 
hervor.  —  Die  Proportion  4  wird  aus  den  zwei  ersten  Formeln  3  durch 
Division  erhalten,  —  die  Formeln  5  gehen  aus  2  hervor,  —  die  6  aus  5.  — 
Mit  Hülfe  von  6  erhält  man  überdiess 

l  +  8ina        1  +  Co8(90  — a)       ^^   ,,^       a^      „    ,,.   ,    a^ 

l-8ina  _  l-Cos(90~a)  _  a 

Cosa     "~      Sin(90--a)       ~"  ^ß^*^~T-'  » 

Ferner  mit  Hülfe  von  1  und  2  successive 

Vl  +  Tg«2a=|  +  ^g;'^  O 

¥    ^    &  1  — Tg«a  ^ 

)/l  +  Tg«2a  — l  =  Tg2a.Tga         Vl  +  Tg«2a  +  l  =  Tg2a.  0<ga      tO 


Tg2a=      ^^g^ 
^  1  — Tg«a 


m 
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81n2.=  -j^^  Co,2a=;-JJ*  U 

und  80  weiter. 

99«  Der  ■ome'SChe  Lebnatz.  Durch  Multiplication  findet  man 
(97 : 5,6) 

(CoB a  +  i  Sin«) .  (CoB/?±i  Sin/J) .  (Cosy +  i  Siny) . . .  = 

Co8(a  +  /9  +  y  +  ...)±iSm(a-f^  +  y-f ...) 
oder  für  a  =  /?  =:  y  =  . . .  den  sog.  Moivre'schen  Lehrsatz 

(Cosa  +  iSina)"  =  Cosna  +  iSinna  1 

welchen  man  auch,  indem  man  na  =  ß  setzt,  unter  der  Form 

(Cos/?  +  i  Sin/9)"^  =  Cos-^+i  Sin-^ 

n  n 

schreiben  kann.   Da  hieraus  (95,  96) 

(Cosa+iSin«) (-^__^^^j_)"  =  (Cos  «  +  i  Sin  «) 

=  Cos( — ma)  +  iSin( — m«)  9 

((>>8/?  +  iSin/?)"^  =  (Cos-^-l-iSin^V  =  C!oB  — Ä  +  iSin  — /?» 
^  '  \        n  "-  n/  n  '^"^  n 

folgen,  so  erstreckt  sich  die  Gültigkeit  des  Moivre'schen  Lehrsatzes 

auch  auf  negative  und  gebrochene  Exponenten.  (Vergl.  50). 

Um  2  SU  erhalten,  hat  man  nur  zu  beachten,  dass  durch  einfache  Multi- 
plication 

(Cofla  +  iSina)  (Cos a 7 i 8in a)  =  Co8> a  —  i* . Bin* a 

=  Coß«a  +  8in«o=l 
gefunden  wird,  —  also  die  beiden  Factoren  Cos  aiii  Sin  a  und  Co8a  +  i8ina 
wirklich  reciprok  sind.  —  Der  Moivre'sche  Lehrsatz  scheint  zuerst  (wie  in 
60)  analytisch,   und   erst  sp&ter  auch  In  obiger  Weise  abgeleitet  worden 
zu  sein. 

lOO«  Einige  goniometri£Clie  Reihen.  Da  der  Moivre'sche  Lehr- 
satz mit  50:4  übereinstimmt,  so  findet  man  aus  ihm  50:7,  und, 
mdem  man  Cosx  durch  Vi —  Sin^  ersetzt,  sowie  43  anwendet, 

ii2 12  (jfi 12)  (ifl 32) 

Sin  nx=:n[Sinx -i  9  a  Sin^x+- — f~ö  ö^TfS —  Sin*x — ...] 

Sinnx         ™  n^— 2^«.  ,      ,  (n«— 2«)  (n?— 4«)  ^.  .  , 

-^^^  =  n[Smx-3-^Sm3x+^     1.2.3.4.5       ^^'^—^^ 

Co8nx  =  l -^Sin^xH B^^^^^^— Sin*  x  — . . . 

1.  J  1.^.0.4 

Setzt  man  in  der  ersten  und  dritten  dieser  Reihen  n  =  3  m  und 
x  =  30o^  also  (95)  Sinx  =  -^,  und  ordnet  nach  m,  so  erhält  man 


t 
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Sin  (m  .  90«)  =  m    .  1^707963  —  m»  .  0,6469641 

+  m»  .  0,0796926  —  m'  .0,0046818 
4-m9  .  0,0001604  —  m"  .  0,0000036 
+  mW .  0,0000001 —  .. . 

Cos  (m  .  90«)  =  1,0000000  —  m*  .  1,2337006 

-f-m«  .  0,2536695  —  m«  .0,0208636 
+  m»  .  0,0009193  —  m»  .  0,0000252 
+  m«  .  0,0000004  — . . . 
aus  welchen  sich  ergibt,  dass 

sta '" = iS = TO  -  ^''^^ 

und  dass,  wenn  a  eine  nicht  sehr  grosse  Anasahl  von  Seconden  be- 
zeichnet, 

Sin  a  =  a .  Sin  1"     oder     a  =  Sin  a :  Sin  1"     und     Cos  a  =  1    • 
Setzt  man  aber  in  50:7  anstatt  x  die  Grösse  a:n,  und  läsat  n 

unendlich  gross,  also  —  unendlich  klein  werden,  so  nehmen  Sin  — , 

Cos  —  und  I  V  I  die  Ghrenzwerthe  —  Sin  1"  =  — ,  l  und  ^r-g — r 
n  \h  /  n  n  l.^...n 

an,  und  man  erhält 

Sina>=a' 1   o   ^  +"«  Cosa  =  l T^"^"'       * 

woraus  sich  die  Vergleichung  zwischen  den  in  50  und  94  einge- 
führten Sinus  und  Cosinus  ergibt  (V). 

Da  nach  96 : 1  und  43 
Co8"x  =  (l  — 8in«x)"/« 

_         n    gjn'x  ,  n(n  — 2)   8in*x      n(n  — 2)(n— 4)   8in«x 

'"^"T'-'a      ^    1.2     "2«  17278        "2»    ■^••'     • 

80  erhält  man  ans  50 : 7 

Vi/           '•12^      1.2         2»               1.2.8  2»    ^  •" 

-^g^8m  x[l i— 3-+ 172 2» •' 

=,|-8»,x-(^+<°-;h;-»>)8ü.»x+ 

/(n-lHn-8)      (n--l)(n^2)(n-8)      (n~l)(n--2)(n~8)(n.-4)\ 

\    1.2.2«     "^        1.2.3.2         "^  1.2.3.4.6  ^o™  » 

[ß.  n«— 1«    .  ,      ,    (n*— l«)(n«  — 8«)  Q,  -  1 

^'""17273-^"'^'+      1.2.3.4.6       S^^^--J 
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und  Analog  eine  entsprechende  Gleichung  fttr  Cos  nx  oder,  indem  man  erst 
beidseitig  durch  Cos  x  dividirt,  und  dann  erst  entwickelt,  fUr  Sin  n  x  :  Cos  x 
und  Cos  n  x  :  Cos  x ,  d.  h.  1 ,  wo  die  erste  und  vierte  Reihe  fllr  ganze  un- 
gerade, die  zweite  vhd  dritte  Reihe  aber  für  ganze  gerade  Werthe  von  n 
abbricht.  —  Bezeichnet  dx  eine  kleine  Anzahl  von  Secunden,  so  erh&lt  man 
nach  3  und  97 : 6,6 

8in(x-fdx)=:Binx-fCosx.dx.8hil"  oder  d.Sinx=     Cosx.dx.Binl'' 
Cos(x-i-dx)=Cosx— ßinx.dx.Sinl"  d.Cosxsrr—Shi  x.dx.Sinl" 

etc.,  woraus  sich  wieder  eine  interessante  Vergleichung  mit  67:2,3  ergibt, 
und  zugleich  gezeigt  ist,  wie  in  der  Trigonometrie  gewisse  Fehlergleichungen 
ohne  Kenntniss  der  Differentialrechnung  aufgestellt  werden  können.  —  Aus  4 
folgt,  dass  sehr  nahe 

3.8ina  — a'.Cosa^2a'  oder  a^sa  ^^   '     7 

Z  -|-  Uos  a 

oder,  wenn  a  in  Graden  ausgedruckt,  also  a'c=60.60.  a.Binl''  ist,  und 

(entsprechend  129)   Are  1<»  =  jr :  180  :=  1  :  67 ,8 ,    sovile   Bhi  1''  =  Are  1''  = 

Are  1^  :  60  .  60  gesetzt  wird 

_       1  3  Sing     _  171,9.  Bing  ^ 

"""  Arcl«  •  2  +  Co8a  ~    2  +  Cosa 

Um  zu  beurtheilen,  wie  weit  3  zul&ssig  ist,  dienen  die  Gleichheiten 

log  (100 .  Bin  l'O     =  6,6856749  =  log  Sin  1'  40'',000       =  log  Bin  100",000 

log  (1000.  Bin  l'O  =7,6855749  =  log  Bin  16' 40'',004     =  log  Bin  1000,004 

log  (5000 .  Bin  1")  =  8,3846449  =  log  Bin  1»  23'  20",491  =  log  Bin  5000,491 

log  (10000 .  Bin  l'O  =  8,6855749  =  log  Bin  2<>  46'  43 ",992  =  log  Bin  10003,992 

log  Cos   1 '  30"  =  0,0000000  =  log  1,0000000 

log  Cos  3    0    =9,9999998  =  log  0,9999995 

log  Cos  11    0    =9,9999978  =  log  0,9999950 

log  Cos  34    0    =9,9999783  =  log  0,9999500 

Die  Formeln  2,  welche  schon  Etiler  in  seiner  „Introductio  in  Analysin 
infinitorum^  gab,  sind  zur  Berechnung  der  Sinus  und  Cosinus  um  so  be- 
quemer, als  man  (95)  m  nie  grösser  als  Vt  ^^  setzen  hat;  Tangente  und 
Cotangente  gehen  aus  Sinus  und  Cosinus  durch  Division  hervor.  —  Zur  Er- 
gänzung des  in  94  Beigebrachten  ist  zu  erwähnen,  dass  schon  Pnrbaeh  und 
Reg^tomontaii  Binustafeln  berechneten;  und  zwar  sind  diejenigen  von  Regio- 
montan  wenigstens  in  der  durch  Daniel  Santbeeh  von  Noviomagum  (Neu- 
magen an  der  Mosel?)  besorgten  Ausgabe  „Joannis  Regiomontani,  De  triangu- 
lis  planis  et  sphnricis  libri  quinque,  un2i  cum  tabulis  sinuum.  Basileie  (1561) 
in  foL'^  enthalten,  —  ob  auch  in  der  durch  Johannes  Schoner  (Earlstadt 
bei  l^flrzburg  1477  —  Nttmberg  1547;  erst  Pfarrer  zu  Bamberg,  dann  Professor 
der  Mathematik  zu  Nürnberg)  besorgten  frtthern  Ausgabe  „Joannis  de  Regio- 
monte.  De  trianguUs  omnimodis  libri  quinque.  Norimbergie  1533  in  foL^,  weiss 
ich  nicht,  —  und  geben,  die  Eine  für  den  Sinus  Totus  6  Millionen,  die  Andere 
f^  den  Sinus  Totus  10  Millionen,  die  Sinus  fOr  den  ganzen  Quadranten  von 
Minrute  zu  Minute.  Erasmus  Reinbold  (Baalfeld  1511  —  Saalfeld  1553; 
Professor  der  Mathematik  zu  Wittenberg)  gab  in  seiner  Schrift  „Primus  Über 
tabularum  directionum.  Tubingn  1554  in  4.^  nebst  Anderm  unter  dem  Titel 
„Canon  foBCundus^  eine  schon  von  Regiomontan  angefangene  und  dann  von 
ihm  erweiterte  Tangententafel  fttr  den  Radius  10  Millionen,  —  bis  auf  89® 
für  jede  Minute,  für  den  letzten  Grad  von  10  zu  10  Secunden  die  Tangente 
und  ihre  Differenz  mit  der  darauf  folgenden  Tangente  enthaltend. 
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stellte  sicli  die  Anfgabe,  fttr  jedes  rechtwinklige  Dreieck,  in  welchem  die 
Hypotenuse  oder  eine  der  Katheten  1000  Billionen  Theile  habe,  je  die  andern 
Seiten  (d.  h.  Sinus,  Tangens  und  Secans)  zu  berechnen,  und  dabei  im  Winkel 
von  10  zu  10  Secunden,  fOr  den  ersten  und  letzten  Grad  des  Quadranten 
sogar  nur  von  Secunde  zu  Secunde  fortzuschreiten ;  obschon  er  aber  während 
circa  12  Jahren  mit  mehreren  Rechnern  dieser  Aufgabe  oblag,  konnte  er  sie 
bis  zu  seinem  Tode  nicht  völlig  bemeistem,  und  musste  namentlich  die 
Herausgabe  von  Tafeln  seinem  Schüler  Lucas  Valentin  OfhOt  später  auch 
einige  Zeit  Professor  der  Mathematik  in  Wittenberg,  überlassen,  der  dann 
in  der  That  das  berühmte  Werk  „Opus  Palatinum  de  triangulis,  a  G.  J. 
Rhffitico  CQBptum,  L.  V.  Otho  consummavit  A.  1596.  Neostadii  in  Palatin. 
(Heidelberg»)  1596  in  fol.^  publicirte,  welches  die  Sinus,  Tangens  und  Secans 
für  den  ganzen  Quadranten  von  10  zu  10  Secunden  und  für  den  Radius  1000 
Millionen  gibt,  —  während  der  auf  dasselbe  Material  gegründete,  von  Bartho- 
lomäus Pltüicns  (Schlaune  bei  Grüneberg  in  Schlesien  1561  —  Heidelberg 
1618;  Hofkaplan  Friedrich  IV.  von  der  Pfalz)  herausgegebene,  jetzt  sehr 
selten  gewordene,  aber  zur  Verification  immer  noch  sehr  werthvolle  „Thesaurus 
mathematlcus  sive  Canon  sinuum  ad  radium  1000000000000000  a  G.  J.  Rhnticus 
supputatns.  Francofurti  1618  in  fol.^^  sich  auf  die  Sinus  und  ihre  Differenzen 
beschränkte.  Nach  Erfindung  der  Logarithmen  wurden  die  trigonometrischen 
Tafeln  mit  den  logarithmischen  verbunden,  und  es  sind  die  merkwürdigsten 
dieser  neuem  und  vereinigten  Tafeln  bereits  in  14  einlässlich  besprochen 
worden. 

lOl,  Anwendung  anf  algebraische  Gleichungen.  Wenn  in  der 

Cardaniseben  Formel  (19)  b^H-a^  negativ  werden  soll,  so  moss  a 
negativ  und  a^ir^b^  sein.  Setzt  man  aber  in  der  entsprechenden 
Gleichung  a  negativ,  so  geht  sie  (98:2)  für 

y  =  — 2VT.Siny  1 

K?  =  3Sin9>  — 4Sin3(y  =  Sin39)  S 

über ,   so  dass  y  für  a^  ::=>  b^  möglich  wird.    Die  ihr  genügenden 
Werthe   3y,    ISO«  — S?),    SöOO  +  Sy,   5400  — 3y,    7200  +  3y, 
900^  —  3  qp, . . .  geben  für  2  VT  =  c  die  drei  reellen  Wurzeln 
ji  =  —  c  Sin  q>      72  =  —  c  Sin  (60^  —  <p)      73  =  c  Sin  (60^  -h  y)   • 
entsprechend  der  in  19  aufgestellten  Behauptung. 

Die  im  Texte  aufgezählten  6  Wertlie,  welche  2  genflgen,  sind   offenbar 
in  1  als 

9  60  —  9  120  +  9  180— 9  240  +  9  300  — 9 

statt  9  einzufahren,  und  geben  daher,  da 

Sin  9  =  Sin  (180  —  9)  Sin  (60  —  9)  =  Sin  (120  +  9) 

Sin  (240  +  9)  =  —  Sin  (60  +  9)  =  Sin  (300  —  9) 
die  unter  3  aufgefQhrten  drei  Wurzeln;  die  weitem  Werthe,  welche  nach  2 
genfigen,  geben  zur  Einführung  in  1  nur  um  360<*  vermehrte  Werthe,  also  nichts 
Neues.  —  Auch  eine  Gleichung  zweiten  Grades  kann  mit  Hfilfe  goniometri- 
scher  Functionen  aufgelöst  werden.  Bringt  man  z.  B.,  wie  Joh.  Gottlieb 
Wilhelm  Mensing  (Nenndorf  in  Kurhessen  1792;   Lehrer  der  Mathematik 
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und  Physik  zu  Halle  und  Erfurt)  in  Ornnert's  Archiv  (Bd.  1)  vorschlug,   die 
Gleichung  zweiten  Grades  auf  die  Form 

x«  +  2ax  — b«  =  0        sodass        x  =  r±y  1  +  -^— l]  a 

und  setzt  Tg  2  9  =  —  *  4 

80  ergeben  sich  mit  Httlfe  von  98 :  10 

x'  =      a[yi  +  Tg«29)  — 1]=      a.Tg29.Tg9=      b .  Tg  9 

m 

x"  =  — a[Vl  +  Tg«29  +  l]  =  — a.Tg2  9.Ctg9  =  — bCtg9 
ah  Werthe  der  beiden  Wurzeln. 

lOf  •  AnwendiiDg  auf  traDscendente  GleichnDgen.  —  Um  die 

Gleichung 

a .  Sin  X  +  b .  Cos  x  =  c  1 

aufzulösen,  setze  man 

a  =  m .  Cos  q)  b  =:  m .  Sin  q)  S 

woraus  sich  sofort  (97 : 5) 

Sin  (x  +  y)  =  —  h  ^^         Tg  qp  =  —  S 

ergibt  —  Hat  man  die  Gleichungen 

X  Sin  y  =  a  Sin  a  —  b  Sin  /?  4  x  Cos  y  =  a  Cos  a  —  b  Cos  ß  S 
und  bildet  4.  Cos  er  —  ö.Sina  und  4.  Sin  a  +  5.  Cos  a,  so  erhält 
man  statt  ihnen 

xSin(y— a)  =  bSin(a— /9),     x  Cos  (y— a)  =  a—b  Cos  («—/?)  6 
und  hieraus 

Agiy      «;-  a  —  b. Cos («  —  /?)  ^ 

oder  nach  52 : 3,  4,  wenn  man,  um  Bogen  zu  erhalten  (100),  rechts 
mit  Sin  1"  dividirt, 

y  =  «  +  ^SSl^S^^("-'*)  +  2-ä^^  » 

Und  80  weiter. 

Für  Anwendungen  dieser  Formeln  vergleiche  z.  B.  den  Parallaxensatz  387. 

XII.  Die  Trigonometrie  nnd  einige  weitere  Eigenschaften 

des  Dreieckes. 

lOS«  DieltrigODometrischen  GrnndbeziehiingeD.  Bezeichnet  man 

die  Seiten  eines  Dreiecks  mit  a,  b,  c,  die  Gegenwinkel  mit  A,  B, 
C,  so  hat  man  (94  und  Fig.) 

a.SinB  =  h==bSinA 
c  =  X  +  y  =  b  .  Cos  A  +  a .  Cos  B 


i 
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nnd  somit,  da  jede  dieser  Beziehungen  verdreifacht  werden  kann,         " 

einerseits 

a :  b :  c  : :  Sin  A :  Sin  B :  Sin  C  1 

nnd  anderseits 

a=rbCo8C+cCosB,  b  =  cCosAH-aCosC,  c  =  aCo8B-f  bCosAl 

ans  welchen  Proportionen   nnd  Gleichheiten   alle   zur  Berechnung 
des  Dreiecks  nöthigen  Formeln  abgeleitet  werden  können. 

Die  fQr  die  Uebersichtllchkeit  der  Formeln  gar  nicht  unwichtige  Uebnng, 
^  die   Seiten   und   Gegenwinkel   durch    entsprechende 

>,^^  einzelne  Buchstaben  eu  bezeichnen,  und  die  gonio- 

Nw  metrischen  Functionen  direct  in  die  Rechnung  ein- 

N.  cufQhren,   ist  durch  Enler  beUebt  worden,  —  ja 

y       >v^    man  kann  sagen,  dass  vor  ihm  unsere  gegenwärtigen 
o  Formeln  gar  nicht  exlstirten.  —  Bpeciell  für  Trigono- 

metrie sind  ausser  manchen  (z.  B.  in  100)  schon  genannten  Schriften  etwa 
noch  Folgende  zu  vergleichen:  „Nicolaus  Koppernick  oder  CJopemieas 
(Thom  1473  —  Frauenburg  1643;  Domherr  in  Frauenburg;  yergl.  Westphal, 
Nie.  CopemicuB,  Constanz  1822  in  8.,  —  Czymski,  Gopemic  et  ses  travaux, 
Paris  1847  in  8.,  —  Prowe,  Zur  Biographie  von  Nie.  Gopemicus.  Thom  1853 
in  8.,  —  etc.).  De  lateribus  et  anguüs  triangulorum.  Wittemberg  1642  in  4. 
(Deutsch  von  Menzzer,  Halberstadt  1867  In  4.),  —  Willebrord  Snellina» 
Doctrina  triangulorum.  Lugduni  1627  in  8.,  —  Peter  Grüger  (Königsberg 
1680  —  Danzig  1630;  Professor  der  Mathematik  in  Danzig  und  speciell 
HevePs  Lehrer),  Praxis  trigonometri«  logarithmic».  Dantisci  1634  in  8.  (Auch 
später,  z.  B.  1648),  —  Thom.  Simpson»  Trigonometry  plane  and  spherical, 
with  the  construction  of  logarithms.  London  1766  in  8.,  —  Andrea  CTaf^ell 
(Zante  1743  —  Verona  1816;  Director  der  Sternwarte  zu  Mailand  und  Professor 
der  Astronomie  zu  Modena;  vergl.  Garlini,  Notizie  sulla  vita  e  sugli  studü  di 
A.  Gagnoli,  Modena  1810  in  4.),  Trigonometria  plana  e  sferica.  Paris  1786 
in  4.  (2  ed.  Bologna  1804;  frans,  durch  Ghomprö,  Paris  1786  und  1808),  — 
Laeroix»  Trait6  öltoentaire  de  trigonomötrie.  Paris  1708  in  8.  (8  ed.  1837; 
deutsch  von  Ideler,  Berlin  1822),  —  Ghristoph  Friedrich  von  Pflelderer 
(Kirchheim  1736  —  Tübingen  1821;  Professor  der  Mathematik  und  Physik 
zu  Warschau  und  Tflbingen)  und  lloluieilbcr^r»  Ebene  Trigonometrie,  mit 
Anwendungen  und  Beitr]^;en  zur  Geschichte  derselben.  Tflbingen  1802  in  &, 

—  Ghristian  Ludwig  l}erliii||f  (Hamburg  1788;  Professor  der  Mathematik 
und  Astronomie  zu  Marburg),  Grundriss  der  ebenen  imd  sphärischen  Trigono- 
metrie. Göttlngen  1816  in  8.,  —  F.  R.  HaMler*  Elements  of  analyücal  Tri- 
gonometry. New-York  1826  in  8.,  —  Georg  Karl  Justus  Ulrleh  (Göttingen 
1708;  Professor  der  Mathematik  zu  Oöttingen),  Trigonometrie  und  Stereo- 
metrie. Göttingen  1828  in  8.,  —  J.  A.  Gmnert«  Elemente  der  ebenen,  sphä- 
rischen und  sphäroidisohen  Trigonometrie.  Leipzig  1837  in  8.  (Letztere  anch 
speciell,  Berlin  1833  in  4.),  —  Joseph  Dienger  (Hausen  bei  Breisach  1818; 
Professor  der  Mathematik  zu  Karlsruhe),  Handbuch  der  ebenen  und  sph&riBchen 
Trigonometrie  mit  Anwendungen.  Stuttgart  1866  in  8.,  —  W.  Brenneeke« 
Trigonometrie  für  das  BedUrfniss  höherer  Lehranstalten.   Berlin  1866  in   8^ 

—  etc." 


•B 
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104.  Wetten  Fomelll.   Ans  103 : 1  ergibt  sich  mit  Hülfe  von 

98:4 

(a  +  b):(a-b)  =  TgA+B  :TgA^  1 

oder  mit  Benutzung  von  98 : 1 

TgA=Ä  =  Tg(4öO-v).Ctg-^-        wo        Tg9)  =  ^     9 
Ferner  folgt  aus  103 

c  —  y        c  —  a.  CoB B 

und  aus  103:2,  wenn  man  die  drei  Qleichheiten  der  Reibe  nach 
mit  a,  b,  c  multiplicirt,  und  die  zwei  letztern  von  der  ersten  ab- 
zieht (oder  aus  93 : 3) 

a=Vb«  +  c2  — 2bc.CoBA  4 

=:V(b  +  c  +  d)  (b  +  c  — d)       wo      d  =  2Wc.CoB^     S 

Ans  4  folgt 

^      .        b«  +  c2  — a«        (b  +  c)2  — a«-,  ^ 

Cos  A  = '^pr =  ^^-="o  u +  1  • 

2bc  2bc  ' 

und  somit  (98),  wenn  a-hb  +  c  =  2s, 

smg - y  — ^^ — ,  Cos  2  =  Y -^^,  Tg 2  =  y    3(3^^)    » 


und  so  weiter. 


Sin  A  =  -y—  V8(8 — a)  (s — b)  s — c)  8 


A  -4-  B  C 

Die  Proportion  1,  ans  der  sich  2  sofort  ergibt,  da  — ^ —  und  -^  wegen 

y,    der  Winkelsnmme  des  Dreiecks  oomplementilr  sind, 
y^    —  kann  aach,  wie  ich  schon   1846  in  Omnert*s 
/W\     Archiv  (Bd.  7)  zeigte,  so  su  sagen  unmittelbar  der 
i      beistehenden  Figur  entnommen  werden ;  dieselbe  gibt 
'       n&mlich  A  -f-  B 

a  +  b  __  t  __  t:s  _     ^       2 


ii^V-^h.  *""^        ^        ''•"        Tg 


A  — B 


2 
Aus  derselben  Figur  folgen  femer 


^i±  =  ___ll  — 2__  a-b^""*      2      _"'"      2 

Sin—  Sin—  8*"^—^         ^<^*T 

swei  Formeln,  auf  welche  schon  Karl  Brandan  Mollweide  (Wolfenbflttel 
1774  ~  Leipzig  1826;  Professor  der  Mathematik  in  Halle  und  Leipzig)  in 
Zach's  monatlicher  Correspondeni  von  1808  aufmerksam  machte,  und  welche 
g^nftber  1  dasselbe  sind,  was  (161)  die  sog.  Gauss'schen  Formeln  gegenüber 
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den  Neper'Bchen  Analogien.  —  Für  die  Formeln  3  und  4  gentigen  die  im 
Texte  gegebenen  Andentangen.   Statt  4  kann  man  auch  schreiben 

a  =  Vb«  +  c«  +  2bc  — 2bc(l  +  CosA)  c=  V (b  +  c)«  —  4 b c Cos« 4^ 

woraus  6  leicht  folgt  —  Mit  Hülfe  von  08 : 6  und  der  sich  aus  4  unmittelbar 
ergebenden  6  folgen 


Sin 


A  _  lA-" Cos  A  _  i/a«  —  (b  — "c)^  __ 
2  ""  '^  2  "   ^  4bc         "^ 


Cos 


_  l/Ca  +  b  —  c)  (a  —  b  -fc)  _^  |/(2s  — 2c)(2s  —  2b) 
""  ^  4bc  ^  *^  4bc 

A  _ l/r+CöTA  _  |/(b  +  c)« --?  _ 
2  ""  ^  2  "^  ^  4bc         ~ 

_  |/(b  +  c  +  a)  (b  +  c  —  a)  ^  |/2  s  .  (2  s  —  2  a) 
""  ^  4bc  ""  '^  4bc 

d.  h.  die  zwei  ersten  Formeln  7;  dividirt  man  sie  durch  einander,  so  erhält 
man  die  dritte  7,  —  mulUpUcirt  man  sie  dagegen  mit  einander,  so  folgt  mit 
Hülfe  von  98 : 2  sofort  8.  —  Mit  Hülfe  von  103 : 2  erhält  man 

(a-|-b  +  c)*  =  a*  +  b«  +  c«  +  2ab  +  2ac  +  2bc 

=:a(bCo8C  +  cCosB)+b(aCosC  +  cCo8A)  + 

+  c(aCo8B-fbCosA)  +  2ab  +  2ac-f2bc 

=  2[ab(l  +  CosC)  +  ac(l  +  CosB)  +  bc(l  +  CosA)] 

=  4  [a  b  Cos«-^  +  a  c  CosVy  +  b  c  Cos«  •—]  10 

oder  unter  Benuteung  von  98 : 2  und  103 : 1 

(a  +  b  +  c)«=:2[ab8hiC.Ctg~-  +  acSinB.Ctg^+bcSlnA.CtgA] 

=  2bcSinA[CtgA  +  ctg|-  +  Ctg^]  11 

Als  vorläufiges  Beispiel  einer  Anwendung  der  obigen  Formeln  mag  Folgendes 
dienen:  Jean-Pierre  Pictet  (Gen^ve  1789  —  Oenöve  1781;  Rechtsgelehrter 
und  später  Syndic  von  Genf)  bestimmte  1769  in  Umba,  einem  Dorfe  in  Lapp- 
land, wo  er  sich  im  Auftrage  der  mssisohen  Regierung  aufhielt,  um  den 

Venusdurchgang  (vergl.  386)  zu  beobachten,  —  die 
Höhe  X  seines  Quadranten  über  dem  benachbarten 
p^  Meerbusen,  indem  er  (vergl.  „CoUectio  onmium  ob- 
servationum  ques  occasione  transitus  Veneris  per 
Solem  A.  1769  Jussu  august»  per  Imperium  Russicum 
insütutas  fuerunt  Petropoli  1770  in  4.<',  pag.  110)  auf 

dem  Eise  des  Letztem  eine  Basis  a=:8016',  und  so- 
n 

dann  von  D  aus  die  Depressionswinkel  a=4<^l'64'', 

/9  =  8<>53'Ö''  und  den  Horizontalwinkel  ^  =  49® 34'  nuuuss.  Man  hat  nämlich 
nach  4 

a»  =  CA»  +  CB«— 2CA.CB.Oosy 

während  nach  94:2 

CAsx.Ctga  CB  =  x.Ctg/9 

also  ist 

a«  =  x«Ctg«o  +  x«CtgV  — 2x«Ctg«Ctg/?Cosy 
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folgüch  kann  man  x  nach 


xz= 


a 


VOtg«a+  OtgV—  2  Ctg  a .  Oigß.CoBf 
a.Tgg.Tgjg 


It 


VTg«  a  +  TgV—  2  Tg«  .  Tg j?.  Cos/ 
berechnen,  nnd  diese  Formel,  welche  auch  noch  (ganc  entsprechend  wie  4 
in  6)  umgestaltet  werden  könnte,  ergibt  für  Plctet's  Daten  x^  248 ',66. 

lOS«  Die  BerecllDIUlg  der  DreiecksUche.  Bezeichnet  F  die  Fläche 
des  Dreiecks  ABC  (s.  103  Fig.),  so  ist  (92,  104) 

2"^2^2  * 


=  4^.SinA  =  c2 


SinA.SinB 
2SinC 


=  Vs(s  — a)  (8  — b)  (8  — c) 
Letztere  Formel  kannten  schon  die  Alten. 


9 


Da  nach  108  und  104:8 

hsb.BlnA  b  =  c.SinB:BinC 

bc.S]nA  =  yB(8  — a)  (s  — b)  (s  — c) 

so  gehen  die  Formeln  3  und  8  sehr  leicht  sucoesslve  ans  1  hervor.  >—  Die 
Formel  3,  welche  schon  der  im  7.  Jahrhundert  lebende  griechische  Mathe«- 
matiker  Hero  (der  Jüngere  genannt,  warn  Unterschiede  von  dem  277  erwUmten 
Hero)  in  seiner  dnrch  Francesco  BaroMsl  (Venedig  1588  —  Venedig  1687?; 
ein  Edelmann)  herausgegebenen  „Oeodassia.  Venet.  1672  in  4.*^,  wenn  auch 
ohne  Beweis  und  nattkrlich  noch  in  Form  einer  Regel,  gab,  —  kann  auch  ohne 
Hülfe  der  Trigonometrie  sehr  leicht  erhalten  werden,  da  nach  98 : 2,8 

h«^l3t     ^t_ut      /b«+c«-a«y_(2bc)«^(b«+c«-^a«)« 

*"  \2c/""  4  c« 

—[(b+c)*— a«][a«~.(b-c)«]_(a+b+c)(b+c—a)(a+c— b)(a+b— c) 

—  4  c«  ~  4  c« 

48  (s— a)  (s— b)  (s — e) 

^  c« 

erhalten  wird,  woraus  mit  Httlfe  von  1  in  der  That 
sofort  8  folgt  —  Beim  sog.  graphischen  Rechnen 
(vergl.  89}  kann  man  die  Fl&che  eines  gegebenen 
Dreiecks  a  b  c  auf  folgende  Weise  bestimmen : 
Ifan  sieht  ad  parallel  zur  Höhe  h  des  Dreiecks, 
trlgt  darauf  von  a  aus  zwei  L&ngeneinheiten  ab, 
sieht  d  c  und  sodann  b  e  ||  d  c ;  dann  hat  man 


2:g  =  h:f 


oder 


'=^ 


also  ist  f  die  Fliehe. 


106«  Die  Trigonometrie.  Sind  in  einem  Dreiecke  eine  Seite 
nnd  die  Winkel  gegeben ,  so  kann  man  nach  103,  —  sind  zwei 
Seiten  nnd  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben,  nach  104:5  nnd 
103,  oder  nach  104:2  nnd  103,  —  sind  alle  drei  Seiten  gegeben, 


Wolft  UmSMku   L 


10 
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nacli  104 : 7 ,  je  die  übrigen  Elemente ,   sowie  nach  105  die  Fläche 

berechnen. 

Aus   den  logarithmisch -trigonometrischen  Tafeln   ergibt  sich   als  Werth 
einer  Secunde  in  Einheiten  der  7.  Stelle: 


bei 


0» 
15 
80 
45 
60 
76 
90 


für  Sinus 


301030,0 
78,6 
36,5 
21,i 
12,2 
6,6 
0,0 


für  Cosinus 

fOr  Tangens 

0,0 

301030,0 

5,6 

84,2 

12,2 

48«6 

21,1 

42,1 

86,5 

48,6 

78,6 

84,2 

301030,0 

301030,0 

wo  bei  0»  und  90<>  der  Werth  einer  8ecunde  bei  0^  0'  10"  und  89<»  59'  50'' 
eingetragen  wurde.  Es  geht  hieraus  namentlich  hervor,  dass  bei  der  Tangente 
noch  im  ungünstigsten  Falle,  nämlich  bei  45®,  eine  Secunde  42,1  Einheiten 
der  7-steIligen  Mantisse  entspricht,  also  eine  Einheit  der  ietstem  nur  0",024, 
—  dass  dagegen  der  Sinus  nur  für  Winlcel  unter  30®,  der  Cosinus  nur  für 
Winkel  über  60®  eben  so  günstige  Chancen  zeigt,  w&hrend  ersterer  gegen 
90®  hin,  letzterer  gegen  0®  hin  zur  Bestimmung  eines  Winkels  ganz  unbrauch- 
bar wird ;  daher  der  grosse  Vorzug,  welchen  praktische  Rechner  den  Tangenten- 
formeln geben.  —  Als  Rechnungsbeispiele  mögen  den  von  Johannes  Ksehmann 
(W&denschweil  1808  —  Zürich  1852;  Ingenieur  und  Docent  der  Astronomie 
in  Zürich;  vergl.  Bd.  2  meiner  Biographieen)  herausgegebenen  Ergebnissen 
der  trigonometrischen  Vermessungen  in  der  Schweiz.  Zürich  1840  in  Fol.^ 
beistehende  zwei  Dreiecke  entnommen  werden,  in  denen  successive  ans 


•>  «1  ßi  t 
t,  *,  «,  n 

(«  +  «) 
s,  u 


die  Grössen 


a,  V, 


8,  t 
U,  V 

w,  F, 


W,     o, 

a,  V,  («  +  «) 


Ncfff 


X,  /l,  w 

theils  als  wirklich  Gesuchte,  theils  zur  Probe  zu  be- 
rechnen sind,  wofür  nach  103 : 1 ;  104  :  5,7;  105  :  2,3 
und  104 :  7  die  Formeln 


s  =ra 


Sing 

f^iny 


Sin/9 
t=ra—    '- 

biny 


u  =  t 


?in 


w  =  j/^a  +  V  -[-  X)  (a  +  V  —  X) 


wo 


6iniy 

X  =z  2  }/a7Cos 


v  =  t 


Sln^ 


tiin^ 

Ä-f-f 


Tg 


Tg 


Q       —  r 


(y  — 8)  (y  — u) 


y(y  — w) 


wo 


s-f-u-f-w 
2 


/*-!- 


=  Tg  (45  -  9)  Ctg 


a  -}"« 


wo        Tg9=Y 


Bin(«  +  *) 
'^--^"nöinT        ' 

Fi=-^Sin(«  +  0 

F  =  Fj+F, 


y_+l  =  90®— ^+^4.i-t^ 
2      —'^  2^2 

F,s=Vy(y  — 8)(y~.u)(y  — W7 
F=  Vtt(aSina  +  vSine) 


benutzt  werden  können.   Gegeben  sind 
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a  =  44666'', 39 
0  =  880  46' 42",7 
/9=97  9  81,9 
X  =  44  4  46,4 
d  =  41  12  27,6 
f=:48  36  9,2 
i|=:90  12  28,2 


woraus 


oder  log  a  =  4,6488992 

log  Sin  a  =  9,7966388 

-  /9  =  9,9966012 

-  ^  =  9,8428927 

-  d=  9,8187471 

-  c  =:  9,8750312 

-  1}  £=  9,9999972 


•  +  t_ 


=r48«40'26",9 


ß  +  ^^ 


=  93«40'57",6 


y  +  d_ 


=  420d8'36",6 


folgen,  nnd  somit  nach  obigen  Formeln 


loga  = 

log  Sin  a  s= 

ElogSinf  == 

log  8  = 

B   = 

logt  = 

log  Sin  t  = 

ElogSinii  s 

logn  = 
u  s= 

log  2  = 

Vi  log*  = 
Vflogv  = 

logCosi^-' 

logx  = 
log(a  +  v  +  x)  = 

log(a  +  v  — X)  = 

logw*  = 

logw  = 

w  = 

log  (y  —  8)  c= 

log(y  — n)  = 

Eiogy(y— "w)  = 


log  Tg 


tr±±^ 


log  Tg 


I±±^ 


2 


4,6488992 
9,7966338 
0,1676078 

4,6031398 
40099,68 
4,8031077 
9,8760312 
0,0000028 

4,6781417 
47668,66 

0,8010300 
2,3244496 
2,3109288 

=      9,8693077 


4,7967161 
6,1728869 
4,8792069 

9,6620928 

4,7760464 

69709,93 

4,6267849 
4,4162816 
0,9864662 

9,9284716 
9,9642868 


+ 


y"|"^  =  42»  38'  86",6 
log  Y  =3      4,6218676 
log  a  SS      4,6488992 

log  Tg  9  =      9,9729684 


loga  = 

log  Sin  /?  = 

E  log  Sin  f  ^ 

logt  = 

logt  = 

log  Sin  d  = 

ElogSinij  = 

log  V  = 
V  := 
a  = 

a  +  V  =r 
X  = 

a  +  v-f-x  =z 
a  +  v  — X  = 

s  =: 
u  = 
w  =: 

2y  = 

y  = 

y-8  = 
y-n  = 

y  —  w  = 

logy  = 
log  (y  —  w)  = 

logy(y  — w)  == 


logTg(46  — 9)  = 
logCtg  "  +  *  - 


log  Tg 


2 
2 


4,6488992 
9,9966012 
0,1676073 

4,8031077 
63548,86 
4,8031077 
9,8187471 
0,0000028 

4,6218576 
41866,68 
44566,29 

86420,92 
62476,41 

148897,33 
23944,51 

40099,68 
47658,66 
59709,93 

147468,16 
73734,08 
33684,60 
26075,43 
14024,15 

4,8676683 
4,1468766 
9,0146448 

8,4930809 
0,0201109 

8,513I!)18 
10* 


+ 


+ 


+ 


+ 
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9  =  48018'  2",6 
46  —  9  =     1  46  57,6 
^^^  =  42  88  86,6 


90 


^4^  =  —   8«40'67'',5 
46  19  84  ,0 


2       "" 
JLZl 


=        1  52    1  ,5 


loga  = 

log  Bin  (a  +  «)  =• 

ElogSin/t  =3 

logw  =: 

loga  = 

logv  s= 

log8in(a  +  €)  = 

Elog2  = 


4,6488992 
9,9995345 
0,1276125 

4,7760462 

4,6488992 
4,6218576 
9,9995345 
9,6989700 


+ 


logFj  =      8,9692618 


log  Bin  ft  = 
w  sa 

logy  =a 

log(y  —  s)  z= 

log(y  — u)  = 

log  (y  —  w)  = 


48  11  35  ,5 
44  27  32  ,5 

87  20  51   ,9 
9,8723875 
59709,88 

4,8676683 
4,5267849 
4,4162315 
4,1468765 


F,  = 
F.  = 


9816683 . . , . 
9523150 . . , . 


+ 


logFt*  =    17,9575612 
logFt  =      8,9787806 


F  =  18839833  ..,.'>''  =  188898  Vs  Hectares 


loga  = 
log  Sin  a  = 


4,6488992 
9,7966383 


log  a  Bin  a  =      4,4455325 


aSina  = 
vBini  = 


27895,39 
81397,19 

59292,58 
29646,29 


logv  z= 
log  Sin  fl  =: 

logv  Sine  = 
logtcr 

logyi:  = 


4,6218576 
9,8750332 

4,4968908 
4,8031077 

4,4719704 


log  F  z=      9,2750781 
F  =  1888988 . . . , 


Die  xwei  Proben  fDr  Vt  Cr  ~H  4)  y  ^^^  j^  ^^  Probe  Itkr  w  und  F  stimmen 
offenbar  befriedigend.  —  Zum  Schlüsse  noch  die  Bemerkung,  dass  es  sehr 
zweckm&ssig  ist,  fOr  jede  solche  grössere  Rechnung  suerst  ein  vollständiges 
Schema  aufKuschreiben ,  und  dann  dieses  nach  und  nach  gans  mechanisch 
aussufüllen;  je  weniger  man  w&hrend  dem  eigentlichen  Rechnen  jeu  denken 
braucht,  desto  sicherer  rechnet  man. 

lOV«  Die  FUchensitze.  Dreiecke  von  gleicher  Grundlinie  und 
Höhe  sind  (105)  gleich  gross,  und  es  wird  daher  (89)  die  Fläche 
eines  Dreieckes  nicht  verändert,  wenn  man  eine  seiner  Ecken  parallel 
zur  Gegenseite  verschiebt  Femer  verhalten  sich  (105)  Dreiecke 
von  gleicher  Grundlinie  wie  ihre  Höhen,  —  von  gleicher  Höhe  wie 
ihre  Grundlinien,  —  von  einem  gleichen  Winkel  wie  die  Producte 
der  einschliessenden  Seiten,  —  ähnliche  Dreiecke  wie  die  Quadrate 
gleichliegender  oder  sog.  bomologer  Seiten,  —  irgend  zwei  Drei- 
ecke wie  die  Producte  aus  Grundlinie  und  Höhe. 

Dass  Dreiecke  von  gleicher  Grundlinie  und  Höhe  gleiche  Fl&che  haben, 
kann  nach  P.  Cierwlen  (Grunert's  Archiv  IV  237)  auch  unmittelbar  auf 
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folgende  Weise  naobgewieeen  werden:  Legt  man  die  beiden  Dreieoke  acb 

nnd  a  d  b  mit  ibrer  gleicben  Grundlinie  an  einander, 
80  werden  die  Höben  c  e  :=  d  f ,  als  aenkrecbt  zu 
derselben  Geraden,  parallel,  bestimmen  daber  mit 
der  Verbindungslinie  der  Bpitsen  swei  congmente 
Dreiecke  oeg  und  dgf;  es  ist  daber  og=gd 
Ziebt  man  nun  durcb  g  die  Parallelen  gb  ||  ad, 
gi||ac,  gl  II  ob  und  gk  ||  db,  so  bat  man 
(entsprecbend  00}  die  Dreiecke  1,  3,  5,  7  der  Reibe 
nacb  den  Dreiecken  2,  4,  6,  8  congruent,  also 

Aacb  =  l  +  8  +  Ö  +  7  =  2  +  4  +  6  +  8=:AÄdb 
w.  s.  b.  w.  ^*  B(it  Httlfe  de«  soeben  neu  bewiesenen  Batses  Iftsst  sieb  s.  B. 
die  Au%abe  lösen,  ein  gleicbseitiges  Dreieck  zu  construiren,  das  mit  einem 
^  gegebenen  Dreiecke  a  b  c  gleicbe  Fl&cbe  bat:  Man 

verseicbne  über  ab  ein  gleicbseitiges  Dreieck  abd, 
und  Aber  dessen  Höhe  df  einen  Halbkreis  (der 
übrigens  aucb  lelcbt  entbebrt  werden  kann,  wenn 
sieb  Jemand  daran  stossen  sollte,  in  der  Dreiecks- 
lebre  einen  Kreis  zu  finden),  —  ziebe  ce  ||  ab, 


/fc — 


m: 


\ 


r.  \  i 


'\  X — *^ II  --'» 

^>^y\       —  trage  fg  =  fe  ab,  und  zlebe  von  g  aus  gb  ||ad 
:— ^"b  und  gi||db.    Da  A«kb  =  Aftcb,   so  ist  die 
Construction  offenbar  ricbtig,  wenn  gb  ||  ki,  abso 
entsprecbend  a  g  ||  k  b.   Nun  ist  (91 ,  93)  nach  Construction  wirklich 

fg:£k=:fe:fk  =  fd:fe  =  fd:fg  =  fb:fi 

oder  g  b  II  k  L  —  Ebenso  Iftsst  sich  z.  B.  ein  Drei- 
eck ABC  von  einem  Puncto  D  aus  in  drei  gleicbe 
Tbeile  tbeilen,  wie  beistehende  Figur  zeigt,  in  der 
AE=:EF=:FC,  EG  |j  AB||  FH,  und  endlich 
G I II  B  D  II  H  E.  Der  Beweis  braucht  wohl  kaum 
beigefügt  zu  werden,  da  die  Construction  eine 
B  F  unmittelbare  Anwendung  des  Satzes  vom  Ecken- 

Verscbieben  ist 

108,  Einige  isoperimetrisclie  Sitze.  Haben  zwei  Dreiecke  gleicher 
Basis  gleichen  Umfang,  so  entspricht  (90)  demjenigen,  das  den 
kleinsten  nnd  grössten  Basiswinkel  hat,  die  kleinere  Höhe,  und  es 
hat  somit  anch  die  kleinere  Fläche,  während  das  gleichschenklige 
von  allen  solchen  Dreiecken,  das  gleichseitige  somit  aber  von  allen 
isoperimetrischen  Dreiecken  überhaupt  die  grösste  Fläche  besitzt 

Für  den  Beweis  der  ersteren  Tbeile  des  Satzes  dfirften  die  gegebenen 
Andeutungen  genügen,  —  die  Scblussbebauptung  aber  ist  obnebin  scbon  In 
68  strenge  bewiesen  worden.  —  Ffir  Isoperlmetrie  flberbaupt  vergL  „Simon 
Lhnllicr»  De  relatlone  mutna  capadtaüs  et  terminorum  figuramm,  seu  de 
maximis  et  minimis.  Pars  I.  Varsovin  1782  in  4.,  und:  Polygonomötrie  et 
abr^ö  dlsopörimötrie  ^l^mentalre.  Qenöve  1789  in  4.,  —  Jak.  Steiner» 
Einfacber  Beweis  der  isoperimetriscben  Haupts&tse  (CreUe  18),  imd:  8ur  le 
maximum  et  le  mfnimum  des  flgures  dans  le  plan^  snr  la  spböre  et  dans 
l'espace  en  gdnöral  (CreUe  24),  -^  etc*^ 
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109«  Die  T^aDSfdrsaleil.  Jeder  von  drei  Punoten  einer  Geraden 
bestimmt  mit  den  beiden  andern  zwei  Absclmitte,  deren  Summe 
oder  Differenz  ihre  Distanz  darstellt,  je  nachdem  er  zwischen  ihnen 
(innerer  Theilpunct),  oder  auf  derselben  Seite  von  beiden  (äusserer 
Tbeilpunct)  liegt  So  z.  B.  bildet  eine  beliebige  G-erade  oder  sog. 
Transversale  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  entweder  zwei  innere 
und  einen  äussern,  oder  drei  äussere  Theilpuncte,  und  in  beiden 
Fällen  werden  die  Producte  der  nicht  an  einander  liegenden  Ab< 
schnitte  gleich,  oder  bilden  (vergl.  116)  eine  sog.  Involotloiu 

Dieser  ep&tesiens  von  dem  um  80  n.  Chr.  in  Rom  lebenden,  aber  von 
Alexandrien  stammenden  Mathematiker  und  Astronomen  Menelaus  aufge- 
fundene, in  neuerer  Zeit  jedoch  erst  wieder  seit  Gam^t  tu  Ehren  gesogene, 
sog.  Transversalensats  lasst  sich  leicht  erweisen,  wenn  man  durch  eine  Drei- 
ecksecke (s.  B.  a)  eine  Parallele  (ag)  sur  Gegen- 
seite (bc)  sieht;  denn  man  erliUt  aus  den  ent- 
stehenden ähnlichen  Dreiecken  die  Proportionen 

ag  :bes=ad  :  db 
/J>f^  fa:ag  =  cf:ec 

,^/^he.cf-db.ec.fa  aus  deren  Mnltiplication  er  sofort  hervorgeht  Er 
l&sst  sich  offenbar  auch  umkehren,  d.  h.  wenn  drei  Puncto  die  Seiten  dnes 
Dreiecks  so  theilen,  dass  jene  Involution  besteht,  so  müssen  die  drei  Puncto 
in  einer  Geraden  liegen;  ferner  ist  er  auf  jedes  Vieleck  ausdehnbar,  und  hat 
sogar  (vergL  109)  sein  Analogon  am  sph&rischen  Dreiecke.  Er  ist  Oberhaupt 
ein  Fundamentalsatz,  und  wird  im  Folgenden  manche  Anwendung  finden.  Fttr 
mehreren  Detail  kann  s.  B.  auf  „Charles-Julien  Brianehon  (Sövres  1785; 
ArtiUerieofflsier},  Applicaüon  de  la  th^rie  des  transversales.  Paris  1818  in  8., 
—  Adams»  Die  Lehre  von  den  Transversalen.  Winterthur  1848  in  8.,  —  etc.^ 
verwiesen  werden. 

IIO,  Eloige  weitere  Sfttze.  Jede  Gerade,  welehe  durch  eine 
Dreiecksecke  geht,  theilt  (89)  die  Gegenseite  und  eine  zu  ihr 
Parallele  proportional,  —  und  zwar  (107),  wenn  sie  den  Dreiecks- 
winkel halbirt,  im  Verhältnisse  der  einschUessenden  Seiten.  —  Ver- 
Bindet  man  die  Mitte  einer  Dreiecksseite  mit  der  Gegenecke,  so  ist 
(93)  die  Quadratsumme  der  beiden  andern  Seiten  gleich  der  doppel- 
ten Quadratsumme  der  Verbindungslinie  und  einer  der  Hälften.  — 
Zieht  man  von  den  Dreiecksecken  durch  einen  Punct  Gerade,  so 
theilen  sie  (109)  die  Seiten  so,  dass  die  Producte  der  nicht  an 
einander  liegenden  Abschnitte  gleich  werden.  —  Die  Senkrechten 
von  einem  Puncte  auf  die  Dreiecksseiten  theilen  diese  (93)  so,  dass 
die  Quadratsummen  der  nicht  an  einander  liegenden  Abschnitte 
gleich  werden. 

Der  Beweis  der  ersten  H&lfte  des  ersten  Satses  geht  aus  der  im  Texte 
gegebenen  Andeutung  hervor.  Um  die  sweite  H&lfte  su  beweisen,  hat  man 
(107),   da  die  Dreiecke  (a,  e,  c)   und   (b,  e,  d)  einerseits  einen  gleichen 
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IVinkel  haben, 

(a,  e,  c)  :  (b,  e,  d)  =  a  .  e  :  b  .  e  =  a  :  b 
und,  da  sie  anderseite  gleiche  Höhe  besitzen, 

(a,  e,  c)  :  (b,  e,  d)  =:  c  :  d 
also  musB  sich 

a:b  =:  c:d 
▼erhalten,  w.  s.  b.  w.  Da  ferner  (108,  98) 

*    ^  — £    d_8in(a  +  y)    Bin(/?4-y)      Siny   8iny_ 
e'e       e'e  Sin^      *      8ina  Sin/J'äina 

_81n«(a  +  y)~8inyy_[8m(a  +  y)  +  8iny][Sin(a4-y)^8üiy]_ 
Sin  o  6in  /?        ""  Sin  a  .  Sin  /?  "~ 

4Bln?^Cos^.8in4Cos?i±^ 

■"  Sina.bin/7  "" 

so  hat  man  auch 

a .  b  —  c .  d  =  e*  oder  a .  b  =:  c .  d  -}*  e' 

d.  h.  es  ist  das  Prodnct  zweier  Dreiecksseiten  gleich  dem  Producte  der  durch 
die  Bissectrix  ihres  Winkels  gebildeten  Abschnitte  mehr  dem  Quadrate  dieser 
Bissectrix.  Ist  auch  f  die  Bissectrix  von  /?,  so  ist  entsprechend  a  (c  -(~  d)  =: 
g .  h  -(-  f*  und  da  Uberdiess  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze 

^  V  j  j        b(d  +  c)  -  a(d  +  c) 

d:c:=b:a  oder       d  =  —      ':  ^        und       c= —    n  i     • 

a+b  a+b 

g:h  =  a!(c  +  d)       oder      g=j^p7+d       «"*       ''=«  +  c  +  d 
SO  folgt 

..b=c.d+e.=!^p-'  +  e.  «nd  .(c+d,=g.h+f.=  ^|l|^.+f. 

Sollten  in  einem  Dreieck  e:=f  sein,  so  müsste  daher 

.(b-c-d,  =  .b(c  +  d)[.^i±^-^^^-pA_^] 

sein,  was  offenbar  fOr  bz^c  +  d  statt  hat.  W&re  dagegen 'b  ^ (c  +  d),  so 
wäre  auch  a  +  h^Ca  +  e  +  d),  und  es  wttrde  sich  also  aus  obiger  Gleich- 
heit die  Ungereimtheit  dl  =  ip  ergeben.  Es  bedingt  also  e=f,  wie  ich  schon 
1843  (Orunert's  Archiv  III 445)  zeigte,  das  Vorhandensein  eines  gleichschenk- 
ligen Dreieckes.  —  Der  zweite  Satz  geht  aus  93 : 3  hervor ;  denn  aus 

Ci«  =  ai«  +  b«  — 2ai.x        und        c,«=:a,«  +  b»  +  2a,  x 
folgt,  unter  Voraussetzung  von  a|  =  a|,  durch  Addition 

Ci*  +  c,«=:2{a*  +  b*) 
w.  a.  b.  w.  —  Der  dritte  Satz ,  welcher  durch  Giovanni  Ceva  (Mailand  16 . . 
—  17 . . ;  Commissar  der  erzherzoglichen  Kammer  au  Mantua  und  Bruder  des 
Jesuiten  Tommaso  Ceva  1648 — 1737,  der  Professor  der  Mathematik  zu  Mai- 
land war),  dessen  Nam'en  er  oft  tri&gt,  in  seiner  Schrift  „De  lineis  se  invicem 
secantibus.  Mediolani  1678^,  und  dann  später  wieder  von  Jobannes  BernouUI 
(Opera  IV  33)  ausgesprochen  wurde,  geht  sehr  leicht  aus  dem  Transversalen- 

e  satze  (109)  hervor;   schreibt  man  diesen  n&mllch  ftkr 

^acd  mit  Transversale  bf,  sowie  für  A^<^d  ^li^  Trans- 
versale ae  auf,  so  erh&lt  man 

ab  .  dg.  cf  =:bd  .  go.  fa  1 

da.  be  .  cgs=ab  .  ec.  gd  • 

X 

ad  .  be  .  cf  =  db  .  ec  .f  a  S 
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W.  B<  b.  w.  VerhUt  sich  a  d  :  d  b  =:  m :  n  und  be:ce  =  o:m,  so  mnss  sich 
nach  3  nothwendig  auch  cf : f  a  =3 n : o  verhalten,  und  ans  1  folgt  sodann 

cg ab     cf m  +  n     n m  +  n  - 

dg  ""  bd  'Ta  "~      n      *  o  ^"       o 
Aus  derselben  Figur  ergibt  sich  nach  08,  dass 

a  dl«  +  dj  g«  =  ag«  =  fi  a«  +  f^  g« 
fi  g"  +  o  fi«  =  c  g«  =  Ci  c«  +  Ol  g« 
«1  «"  +  ^  «i"  =  bg«  =  di  b«  +  dj  g« 


a  dl«  +  b  ej«  +  c  f^«  =  d^  b«  +  e^  c«  +  f^  a«  S 

womit  auch  noch  der  vierte  Satz.  erwiesAi  ist  ^  Mit  Hülfe  des  Pythago- 
r&ischen  Lehrsatzes  findet  man  femer,  dass,  wenn  a,  /?,  f  irgend  welche 

Puncto  einer  Geraden,  und  M  die  Projectlon  eines 
^      Äussern  Punctes  N  auf  dieselbe, 
No«./?y  +  Ny«.a/?  = 
(Ma«  +  NM«)/9y+(My«+NM«)ajJe= 
Ma(M/9  +  a/9)/9y  +  My(M/9  — jJy)o/?  +  NM«.«y 
^  r     Nun  ist  aber  offenbar 

also  hat  man 

Na«./Jy  +  Ny«.a/?=M/J«.ay+ay.a/J./9y  +  NM«.ay=N/?«.oy  +  «/?.oy./?y  » 

d.  h.  den  sog.  Bats  von  Stewart»  welcher  auch  als  eine  Erweiterung  des 
obigen  sweiten  Batses  betrachtet  werden  kann,  da  dieser  aus  ihm  für  aßzußf 
sofort  hervorgeht. 

lll.  Du  Centmm  der  Ecken  nnd  das  Gentmm  der  Seiten.  Die 

in  den  Mitten  der  Dreiecksseiten  errichteten  Senkrechten  schneiden 
sich  (110)  in  Einem  Poncte,  der  von  allen  Ecken  gleich  weit,  näm- 
lich um  den  sog.  Radlas  (^),  absteht,  daher  Centram  der  Ecken 
heisst,  nnd  (83)  überdiess  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  von  ihm  aus 
jede  Seite  unter  doppelt  so  grossem  Winkel  erscheint  als  von  der 
Gegenecke  aus.  Da  femer  ein  von  beiden  Schenkeln  eines  Winkels 
equidistanter  Punct  (91)  in  seiner  Bissectrix  liegt,  und  jeder  in  der 
Bissectrix  liegende  Punct  equidistant  ist,  so  fällt  der  Durchschnitts- 
punct  der  Bissectrissen  zweier  Dreieckswinkel  auch  in  die  Bissectrix 
des  dritten,  und  dieser  von  allen  Seiten  gleich  weit,  nämlich  um 
das  sog.  Apothema  (a),  abstehende  Punct,  heisst  Centrnm  der 
Selten»  Hat  das  Dreieck  die  Seiten  a,  b,  c  und  ist  h  die  der 
Seite  c  entsprechende  Höhe,  so  findet  man  (94,  105)  leicht,  dass 
^       ab  j  ch 


2h  a  +  b  +  c 

zu  setzen  smd. 

Schneiden  sich  die  in  den  hßtten  D  nnd  E  der  Dreiecksseiten  A  B  =  c 
und  BC^a  erriohteten  Benkreohten  in  M,  und  ftUt  man  von  M  die  Senk- 
rechte MF  auf  die  dritte  Seite  AC  =  b,  so  mnss  nach  110:5  auch  F  in  der 
Mitte  von  A  C  Uegen,  und  M  hat  (nach  84)  von  aUen  Ecken  denselben  Abstand  q^ 
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oder  ist  Gentrnm  der  Ecken.    Da  femer  (nach  88)   Z^BMO  zs  2^   nnd 
^QJdJLzzSLfff  so  ist  ^BMA=:2(f»  +  ^)=:2.^BCA.   EndUch  folgt 

(nach  106) 


c 
2 


D,DG 


also 


Fs-^.li  =  ^8in(y  +  ^).h 
ab 


«  =  "2h 

w.  B.  b.  w.  —  Dass  sich  die  Bissectrissen  der  Dreieckswtnkel  in  Einem,  von 
allen  Seiten  eqnldistanten  Pnncte  0,  dem  Centmm  der  Seiten,  schneiden, 
kann  wie  im  Texte  erwiesen  werden,  —  oder  anch,  nnter  Annahme,  dass 
B.  B.  C  D|  nnd  A  Ei  Bissectrissen  seien  nnd  B  F|  dnroh  ihren  Schnittpnnct  O 
gesogen  werde,  nach  110:8  nnd  dem  sweiten  Theile  des  ersten  Saties  von 
110.  EndUoh  folgt 


wie  an  beweisen  war. 


also      o  = 


eh 


a  +  b  +  o 


119»  D«r  Schwerpuct  ud  der  Höhenpiuiet  —  Die  von  den 

Dreiecksecken  nach  den  Mitten  der  Gegenseiten  gehenden  Gkraden 
schneiden  sich  (110)  in  Einem  Pnncte,  dem  sog.  Sehwerpuncte^ 
der  (89)  von  jeder  Ecke  um  ^a  der  Verbindungslinie  absteht  Ebenso 
treffen  sich  (110)  die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  in  Einem  Puncte, 
dem  sog.  HSlieDpiinetef  nnd  verbindet  man  diesen  Letztem  mit 
dem  Centmm  der  Ecken,  nnd  theilt  die  Verbindungslinie  in  drei 
gleiche  Theile,  so  fällt,  wie  Euler  zuerst  zeigte,  der  zweite  Theil- 
pnnct  mit  dem  Schwerpuncte  zusammen. 

Dass  sich  sowohl  die  von  den  Dreiecksecken  nach  den  Mitten  der  Gegen- 
seiten gesogenen  Geraden,  als  die  drei  Höhen,  Je  in  Einem  Pnncte  schneiden, 
liest  sich  entsprechend  den  im  vorigen  Batse  durchgeführten  Beweisen  nach 
^  110:8,  5  seigen.  Ersteres  hraucht  kaum  weiter 

ausgeführt  an  werden ,  nnd  dass  d  b  :  b  e  =:  2  : 1 
oder  also  db:de:=2:8  nnd  ebenso  gb:bf=:3:l 
folgt  ebenfalls  unmittelbar  aus  110 ;  4.  Für  Lets- 
teres  kann  man  folgenden  Gang  einschlagen:  Ist 
der  Höhenpunct  a  durch  gij_md  und  ml  I  dg 
€  gefanden,  und  trifft  die  von  ihm  auf  mg  ged- 
iegene Senkrechte  in  h|  auf,  so  hat  man  nach  110 : 5 

mi«  +  dl«  +  ghi«  =  id«  +  lg«  +  him« 

oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  i  g<  -f-  m  1*  mit  Hülfe  des  pythsgorUschen 
Lehrsataes  addirt 

mg«  +  md«  +  ghi«  =  dg«  +  mg«  +  him«    oder    ghj«  — him«  =  dg«  — md« 

F&Ut  aber  die  Senkrechte  von  d  auf  mg  in  h,  ein,  so  hat  man  nach  dem 
pythagorUschen  Lehrsatse 

dg*  — ghj'czmd«  — h,  m«  oder  gh,«  — hjm'sdg*  — md« 

also  mnss 
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ghi*  — him«:=gh,«  — h,m»  oder  ghj  —  h^  m  =  gbt  —  h^  m 
sein,  was  nur  möglich  ist,  wenn  fa|  und  h,  zusammenfallen;  -^  Um  endUch 
den  von  Enler  (Novi  Comment  Petrop.  XI)  ausgesprochenen  merkwttrdigen 
Sats  zu  erweisen,  verlängere  man  ab  Aber  b  hinaus  um  bc  =  %  ab, 
und  verbinde  den  so  erhaltenen  Punct  c  mit  e  und  f:  dann  ist  oifenbar 
Abceco /^adbund  ^bcf  os /\abg,  also  ce||dh  und  fc||gi,  also  c  noth- 
wendig  Centrum  der  Ecken,  w.  s.  b.  w. 


Xm.  Das  Viereck  und  Vieleck. 

tlMm  Das  Tiereck.  Das  Viereck  ist  (81)  der  zwei  gemeinen 
Formen  (0,1)  und  (1,2)  mit  der  Winkelsamme  4R,  und  der  über- 
schlagenen  Form  (2,2)  mit  der  Winkelsumme  8  R  fähig.  Für  Con- 
gruenz  und  Aehnlichkeit  vergl.  82,  —  für  die  Fläche  im  Allge- 
meinen 117.  Speciell  für  das  gemeine  Viereck  ist  Letztere  (107) 
gleich  dem  halben  Producte  einer  Diagonale  in  die  Summe  der 
Entfernungen  der  Gegenecken  von  derselben,  —  oder  gleich  dem 
halben  Producte  beider  Diagonalen  in  den  Sinus  ihres  Winkels.  — 
Ein  gemeines  Viereck  mit  zwei  parallelen  Gegenseiten  (Basen)  heisst 
Trapez  9  und  seine  Fläche  ist  gleich  ihrem  arithmetischen  Mittel 
multiplicirt  mit  ihrem  Abstände.  Werden  auch  noch  die  beiden 
andern  Seiten  (Schenkel)  parallel,  und  daher  (89)  jede  zwei  Gegen- 
seiten gleich,  so  hat  man  ein  Parallelogramm  oder  Zelleck | 
jede  seiner  Diagonalen  hälftet  dasselbe  und  die  andere  Diagonale, 

—  seine  Nebenwinkel  sind  supplementär,  seine  Gegenwinkel  gleich, 

—  und  seine  Fläche  ist  gleich  dem  Producte  einer  Seite  (Grund- 
linie) in  ihre  Entfernung  von  der  Gegenseite  (Höhe).  —  Ein 
gleichseitiges  Parallelogramm  heisst  Rbombufl^  ein  gleichwinkliges 
Reebteeky  ein  gleichseitig -gleichwinkliges  Quadrat*  Die  Fläche 
des  Quadrates  ist  gleich  der  zweiten  Potenz  einer  Seite,  —  im 
Rhombus  aber  halbiren  die  Diagonalen  die  Winkel,  und  stehen  zu 
einander  senkrecht. 

8ehr  häufig  findet  man  angegeben,  es  seien  xwei  Vierecke  auch  congraent, 
wenn  sie  4  Seiten  und  einen  Winkel,  oder  wenn  sie  3  Seiten  und  die  der 
4.  Seite  anliegenden  zwei  Winkel  gleich  haben.  Es  können  jedoch  diese  S&tse 
schon  durch  blosse  Anschauung  zurückgewiesen  werden;  denn  die  Vierecke 

aßf6  und  ab  cd  haben  die  Seiten 

^r^\~"~o"^^ "r^---^..,,^  (1  aä  =  ad,  d^'zzdc,  ^/9s=cb,  /7ac:ba 

/        y^-'^<^-j       -/-— -:^:-v  ^^^  die  Winkel  a=a,  —  und  ebenso 

/      >/         Xy        /  >v        haben  die  Vierecke  abcd  und  AB  CD 

L/w US..L _\    die  Winkel  a  =  A,   b  =  B,  und  die 

*  ^  »'  T>  A  u   g^j^^  ad=AD,  dc=DC,  cb=CB, 

wie  es  jene  Sätze  fordern,  und  sind  doch  nichts  weniger  als  congruent   Es 
sind  also  jene  Sätze  nicht  allgemein,   sondern  nur  bedingt  richtig.  ~  Von 


—  Das  Viereek  und  Vieleck.  — 


155 


allen  Trapezen,  die  gleiche  Höhe  und  gleiche  Basen 
haben,  besitst  das  gleichschenklige  den  kleinsten 
Umfang;  denn  zieht  man  dg  ||  cb  imd  eh  ||  af, 
so  haben  die  Dreiecke  a  d  g  und  heb  bei  gleicher 
Basis  gleiche  Höhe,  also  ist  (90)  he  +  eb<ad 
k  C      ^        +  d  g.  —  Zieht  man  in  einem  Vierecke  su  jeder 

Diagonale  eine  Parallele  durch  die  Mitte  der  andern,  und  verbindet  den 

Durchschnittspunct  der  Parallelen  mit  den  Mitten 
der  Seiten,    so  serfUlt  das  Viereck  in  4  gleiche 
The'de.  8o  s.  B.  ist 
afeg= Vt(aJ>o+aec)= V,(abc + bec) =%(abc + bic) = 

=  V,(abi+aic)=-j-(abd+acd) 

w.  s.  b.  w.  Es  soll  dieser  Batz  zuerst  von  Bmne 
(Grelle  22)  mitgetheilt  worden  sein.  —  Hftlftet  man 
die  Seiten  eines  Vierecks,  und  verbindet  je  die 
Bütten  zweier  Nebenseiten  durch  Gerade,  so  ist  offenbar  das  so  entstehende 
Viereck  ein  Parallelogramm,  dessen  Seiten  parallel  zu  den  Diagonalen  des 
enengenden  Vierecks  und  gleich  ihren  Hälften  sind.  Mit  Benutzung  hiervon 

hat  man  aber  nach  104 : 4 


-+ 


..+..=,.[(±)'+(i)']=i(..+^ 

oder:  In  jedem  Vierecke  ist  die  Quadratsumme  der  die  Mitten  der  Gegen- 
seiten verbindenden  Geraden  gleich  der  H&lfte  der  Quadratsumme  der  Diago- 
nalen. —  Nach  derselben  Formel  hat  man  femer 

»« = ( j- +  y)»  +  (1  -  X)«  -  2  (^ + y)  (i.- X)  Cos  (180  -  ,) 

**  =  (y- y)' +  (y  -  X)«  -  2  (-|— y)  (-^  -  X)  Co.  9 

c« = (±  -  y)i  +  (1  +  X)»  -  2  (-1- y)  (i- +  X)  008  (180  -  9) 

d*=(y  +  y)«  +  (Y  +  x)«-2(|-  +  y)(i-+x)Cos9 

also  durch  Addition 
»'  +  b«  +  o«  +  d«  =  e«  +  f«  +  4(y«  +  x«  — 2xyCo8  9)  =  e«  +  f«  +  4i« 

oder:  Die  Quadratsumme  der  Seiten  eines  Vierecks  ist  gleich  der  Quadrat- 
snmme  seiner  Diagonalen,  vermehrt  um  das  vierfache  Quadrat  der  die  Mitten 
der  Diagonalen  verbindenden  Geraden.  Aus  diesem,  schon  von  Enler  aus- 
gesprochenen Satze,  folgt  für  das  Parallelogramm,  wo  1  =  0  ist,  speciell:  In 
jedem  Parallelogramme  ist  die  Quadratsumme  der  Seiten  gleich  der  Quadrat- 
summe der  Diagonalen. 

U4«  Die  Tetragonometrie.  Statt  analog  der  Trigonometrie  eine 
eigene  Tetragonometrie  aufzustellen,  lassen  sich  die  Aufgaben  am 
Vierecke  bequemer  mit  Hülfe  der  ^rstenj  imflösen.   Sind  z.  B.  die 
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Winkel  a,  ßj  yy  8  bekannt,  so  erhält  man  (vergl.  Fig.,  sowie  103; 
104:5)  um  b  aus  a,  oder  a  aus  b  zu  bestimmen: 

b=:aV(f  +  g  +  h)  (f+g-h)  1 

wo 

r_       Siny  ^_       Sin*  u  _  oi/rTTn.   «  — Z'    m 


g  =  Q;^./?  .  AI        h  =  2/fgCos 


Sin(a  +  y)        ^''Sm(ß+S) 
angenommen  wurden. 

Nach  103  und  104 : 5  erhält  man  zun&chst  aus  der  Fignr 
-.  X  :  a  =  Sin  y  :  Sin  («  +  y) 

y  :a  =  8ina:8in(/9+«r) 

b  =  V(x  +  y  +  d)(x  +  y--d) 
wo  d s=  2  V^y  ^^  "  o  ^ 

und  hieraus  durch  Einführung  der  HOlfsgrössen  2  so- 
fort 1.  —  Für  eine  andere  betreffende  Aufgabe,  die  sog.  Pothenot'sche,  vergl, 
217.  —  Vergl.  auch  „St.  BiÖrnsent  Introducüo  in  tetragonometriam.  Hafiiias 
1780  in  8.« 

lis«  Einige  Eigenschaften  des  Parallelogrammes.  Verlängert  man 

zwei  Nebenseiten  eines  Parallelogrammes  so,  dass  die  Endpuncte 
mit  der  Gegenecke  eine  Gerade  bilden  (s.  Fig.  1),  und  hält  den 
einen  Endpunct  (a)  als  Pol  fest,  so  beschreiben  (83,  89)  die  Ecke 
(c)  und  der  andere  Endpunct  (b)  ähnliche  Wege,  indem  bb'llcc' 
und  bb' :  cc'  =  ba :  ca.  Es  beruht  hierauf  der  sog.  Storcbscbnabel 
oder  Pantograpb«  —  Construirt  man  über  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks Parallelogramme  (s.  Fig.  2),  und  verlegt  die  Verbindungslinie 
(a)  des  Durchschnittspunctes  der  Gegenseiten  und  der  gemeinschaft* 
liehen  Ecke  an  die  dritte  Seite,  so  bestimmt  sie  (113)  mit  ihr  ein 
Summenparallelogramm.  Sind  speciell  jene  Seiten  Katheten  und  die 
Parallelogramme  Quadrate,  so  erhält  auch  das  Summenparallelo- 
gramm über  der  Hypotenuse  diese  letztere  zur  Höhe,  so  dass  auf 
diese  Weise  der  sog.  pythagoräische  Lehrsatz  (93)  neuerdings  er- 
wiesen wird. 

Wenn  b  c  a  gerade  ist,  so  verh&lt  eich 

be  :  ec  =  bd  :  da 
°       also  verh&lt  sich  auch 
i  b'e':  e'c'  =  b'd':d'a 

\      folglich  ist  b'  c'  a  noch  gerade.  Somit  hat  man 

b  c  :  b  a  =:  b  e  :  b  d  z=  b'  e' :  b'  d'  =  b'  c' :  b'  a 
oder  es  ist  c  c'  ||  b  b'.  Endlich  hat  man 
Vi  b  b' :  c  c'  =  b  a  :  c  a  =  b  d  :  e  d  =!  d  a  :  f  a 

w.  z.  b.  w.  Um  letztere  Verh&ltmsse  beliebig  ab&ndem 
zu  können,  sind  gewöhnlich  die  St&be  bd,  da,  ec  und  cf  mit  einer  Reihe 
equidistanter  Löcher  versehen,  in  welche  bei  e  und  f  Stifte  gesteckt  werden. 
Oft  wählt  man  auch  den  Punct  c  als  Pol,  in  welchem  Falle  sodann  a  und  b 
ähnliche  Wege  beschreiben.  Die  Idee  dieses  sur  Verjüngung  von  Silhouetten, 


—  Das  Viereck  und  Vieleck.  •— 


157 


Pl&nen,  etc.  sehr  bequemen  InstrumenteB  gab  etwa  1608  der  Jesuit  Christoph 
Scheiner  (Walda  in  Schwaben  1575  -—  Neisse  1650;  Professor  der  Mathe- 
matik SU  Freiburg  L  B.  und  Ingolstadt,  suletst  Rector  des  Jesuitencollegiums 
SU  Neisse);  auch  beschrieb  er  dasselbe  sp&ter  in  einer  eigenen  Schrift 
„Pantographice  seu  ars  delineandi  res  quaslibet  per  parallelogrammum  lineare 
seu  cavum,  mechanicum,  mobile.  Romas  1681  in  4.^  Seither  ist  der  nrsprflng^ 
lieh  nur  aus  hölsernen  St&ben  bestehende  Pantograph  vielfach  umgestaltet 
worden,  wofür  s.  B.  n^^o^^»  Friedrich  Parrot  (Mömpelgard  1767  —  Helsing- 
fors  1852 ;  Professor  der  Physik  su  Dorpat  und  sp&ter  Academiker  in  Peters- 
burg), Description  d'un  nouvean  pantographe  (M^m.  de  Pötersb.  1881),  — 
D.  KueUf  Abbildung  sweier  vervollkommneter  Pantographen.  Quedlinburg 
1866  in  8.,  —  etc^  verglichen  werden  können.  —  Fttr  den  Beweis  des  Satses 

vom  Summenparallelogramm  genügt  wohl  ein  Blick  auf 
die  beistehende  Figur.   Für  den  sog.  pythagor&ischen 
Lehrsats,   dessen  Erfindung  PyihmgowBB  nach  einer 
swar  wohl  (vergl.  98)  irrigen  Sage  mit  einem  Opfer 
von  hundert  Ochsen  feierte,  so  dass  (nach  Lichtenberg) 
seit  dieser  Zeit  bei  jeder  grossen  Erfindung  alle  Ochsen 
sittem,  —  hat  man  nach  und  nach  alle  möglichen  Beweise  aufgestellt,  wofür 
s.  B*  auf  „Job.  Joseph  Ignats  Hoffmaiui  (Mains  1777;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  su  Aschafifenburg) ,   Der  pythagoräische  Lehrsats  mit  82 
Beweisen.    Mains  1819  in  4.  (2.  A.  1821)^  verwiesen  werden  kann.    Hier 
mögen  nur  noch  swei  dieser  Beweise  gegeben  werden,  die  beide  das  gemein- 

schaftiiche  haben,  dass  die  Quadrate 
der  Seiten  des  rechtwinkligen  Drei- 
eckes wirklich  dargestellt  sind:  Bei 
dem  Einen,  durch  ganze  Linien  ange- 
deuteten Beweise  sind  die  drei  Qua- 
drate so  in  Stücke  serlegt,  dass  die  mit 
gleichen  Nummern  versehenen  Theile, 
wie  man  ohne  Mühe  nachweisen  kann, 
congruent  sind.  —  Bei  dem  Andern, 
durch  punctirte  Linien  angedeuteten 
und  schon  von  Euklid  gegebenen  Be- 
weise ist  SU  seigen,  dass  b  a  d  S3  c  a  e 
und  bai  s  ebb,  und  dass  je  die 
ersten  Dreiecke  die  Hälften  der  Ka- 
thetenqnadrate,  die  zweiten  aber  die 
Hälften  der  Rechtecke  afge  und  bfgh 
sind,  in  welche  das  Hypotenusenquadrat  durch  die  sur  Hypotenuse  Senk- 
rechte cg  zerfällt  wird.  Dass  sich  die  Hülfslinien  ai,  bd  und  cg  wirklich 
In  Einem  Puncte  k  schneiden,  kann  (vergl.  Orunert's  Archiv  IV  112)  leicht 
nachgewiesen  werden. 

U6.  Du  Tierseit  nnd  die  harmonische  Theilnng.  Sind  (s.  Fig.  1) 

a,  b,  c,  b  vier  Puncte  einer  Geraden  A,  und  a,  b,  c,  d  die  von 
einem  Puncte  B  nach  ihnen  fahrenden  Strahlen,  so  findet  man  (103) 
die  Proportion 

ttt  ,  ab  ^  Sin(a,  b)      Sin  (a,  d) 

b  c  •  b  c         Sin  (b,  c)  •  Sin  (d,  c)  * 
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SO  dass,  wenn  die  einen  4  Elemente  sieh  gleich  bleiben,  auch  das 
den  andern  entsprechende  Doppelverhältniss  gleich  bleibt  Werden 
die  Doppelverhältnisse ,  wie  z.  B.  für  ab==bc  nnd  bb  =  oo,  oder 
für  (a,  b)  =  (b,  c)  und  (b,  d)  =  90^  gleich  der  Einheit,  so  heissen 
die  Puncte  und  Strahlen  barmonlseh,  und  entsprechend  heisst 
eine  durch  einen  innem  und  äussern  Theilpunct  in  gleichem  Ver- 
hältnisse getheilte  Distanz  barmonlseb  ^etheltU  So  z.  B.  wird 
(109)  jede  der  drei  Diagonalen  eines  Vierseits  (s.  Fig.  2;  z.  B.  ac) 
durch  die  beiden  übrigen  (ge  und  hi)  in  gleichem  Verhältnisse 
(ab:bc  =  ad:dc)  oder  harmonisch  geschnitten.  Allgemeiner  steht 
das  Punctenpaar,  in  welchem  zwei  Diagonalen  eine  Transversale 
schneiden,  zu  den  zwei  Punctenpaaren,  welche  die  von  den  beiden 
übrigen  Ecken  ausgehenden  Seiten  auf  derselben  bilden,  in  In- 
volotlon« 

Die  weckselfleitigen  Besiehungen,  welche  (76)  swiBchen  den  Elementen 
einer  Geraden  nnd  eines  Birahlenbflschel's  bestehen ,  können  offenbar  fest- 
gehalten werden,  wenn  wir  die  beiden  Gebilde  ans  ihrer  nrsprttnglichen  oder 
sog.  perspeetiTlsehen  Lage  in  eine  andere  gegenseitige,  eine  sog.  mehiete 
Lage  versetzen,  —  nnr  Iftsst  sich  in  letsterm  Falle  (wo  nnn  eben  nicht  mehr 
jeder  Strahl  durch  den  ihm  entsprechenden  Pnnct  geht)  au  einem  Elemente 
des  einen  Gebildes  das  ihm  entsprechende  Element  des  andern  Gebildes  nicht 
mehr  unmittelbar  Anden,  wohl  aber  mit  HtUfe  der  durch  Mnlüplication  der 

Proportionen 


ab:b    =8in(a,b) 
b    :  b  c  =  Bin  ^ 
d    :  a  b  =  Bin  9 
^  cb:d    =Sin(c,  d) 


Bin  9 
Sin  (b,  0) 
Bin  (a,  d) 
Bin^ 


^  *  ^  entstehenden  Proportion  1,  welche  das  Wesen  dieser 
gegenseitigen  Besiehung  oder  sog.  Projeetlvltftt  der  beiden  Gebilde  in  sich 
fasst  Sie  selgt  uns  n&mllch,  dass,  wenn  man  sich  irgend  drei  Elementen- 
paare: aa,  bb,  cc  entsprechen  Iftsst,  in  jedem  vierten  Elemente  b  oder  d 
des  einen  Gebildes  das  ihm  entsprechende  vierte  Element  d  oder  b  des 
andern  Gebildes  gefunden  werden  kann;  denn  setsen  wir 

_  g 6 .  Sin (c,  b) . Bin (a,  d)  _  cb.ab.8in(a,  b) 

^"^  cb.8in(c,  d)   Sin(a,b)  ^""  cb.ab.Sin(c,  b) 

so  dass  im  erstem  FaUe  q,  im  sweiten  p  nur  bekannte  Grössen  enthftlt,  so 

folgen  aus  1 

ab       ac+cb  ,  ^.        ac 

prz— r-  = *-r —  oder  cbc= r- 

^       cb  cb  p  —  1 

Bin (a,  d)  _  Sin [(a,  c)  +  (e,  d)]  q  — Cos(a,c) 

^""  8in(c,d)  ""  ßin(c,d)  ^»«^«5»^—       ßin{a,c)  * 

Femer  zeigt  uns  1,  dass  immer  swei  Elemente  jedes  (Gebildes  auf  gleiche 
Weise  vorkommen:  a  und  c,  B  und  b,  a  und  c,  b  und  d.  Man  nennt  solche 
Elemente  sich  Bageordnet«  und  es  sind  daher  die  entsprechenden  Elemente 
von  zugeordneten  Elementen  ebenfalls  einander  zugeordnet.  Da  endlich  jene 
Proportion  keine  Grösse  enthftlt,  welche  die  gegenseitige  Lage  der  beiden 
Gebilde  bestimmt,  und  kein  Verhftltnlss  einer  Proportion  gleich  bleiben  kann, 
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ohne  dA88  das  andere  auch  gleich  bleibe,  so  haben  wir  den  merkwürdigen, 
schon  im  Texte  angedeuteten  und  von  Steiner  zuerst  ausgesprochenen 
Doppelsatz:  Wenn  die  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d  ihre  gegenseitige  Lage  nicht 
verändern ,  so  schneiden  sie  jede  Transversale  so  in  vier  Puncten ,  dass  ein 
gewisses  Doppelverhftltniss  ihrer  Entfernungen  unverändert  bleibt,  —  wenn 
dagegen  die  vier  Puncto  a,  b,  c,  b  ihre  Lage  nicht  verändern,  so  bilden  jede 
vier  Strahlen  eines  Büschels,  welche  durch  diese  Puncte  gehen,  solche  Winkel 
mit  einander,  dass  ein  gewisses  Doppel verhältniss  ihrer  Binuszahlen  unver- 
ändert bleibt  —  Von  diesem  Satze,  dessen  ersten  Theil  allerdings  Pappo« 
schon  kannte,  wollen  wir  auf  den  uns  vorzüglich  wichtigen  speciellen  Fall 

übergehen,  wo  das  Doppelverhältniss  der  Distanzen 
n  h       r  h 

— r- :  — r-  =  1  oder         ab:ab=:ab  —  oc:  ac  —  ob  4 

ab     cb 

wird,  also  die  Distanzen  der  4  Puncte  eine  harmonische  Proportion  eingehen, 
um  deren  willen  die  Puncte  selbst  barmonisehe  Punete  heissen,  während 
man  das  für  sie  speciell  gleich  der  Einheit  werdende  Doppelverhältniss  im 
Allgemeinen  das  anharmonlsehe  Verhältnis«  genannt  hat  Gleichzeitig 
wird  auch  das  Doppelverhältniss  der  Sinuszahlen 

Sin(a,  b)      Sin(e,b)  _  - 

Öiu  (a,  d)  '  »in  (c ,  d)  "" 

Die  Strahlen  erhalten  entsprechend  den  Namen  harmonische  Strablent  — 
3  und  3  ziehen  sich  in 

cb—    flC.cb  Sin(a,c).8in(c,b)  ^ 

""  ab  — cb  ^^  '    ^"^  öin(a,  b)  — öin(c,  b).Co8Ca,c) 

zusammen,  und  der  obige  Doppelsatz  kann  jetzt  folgendermassen  ausgesprochen 
werden:  Jede  vier  harmonischen  Strahlen  schneiden  jede  Transversale  har- 
monisch, —  und  wenn  irgend  ein  Punct  mit  vier  harmonischen  Puncten  ver- 
bunden wird,  so  entstehen  dadurch  vier  harmonische  Strahlen.  —  Setzen  wir 

t       ac    , 
ab=:-^-f-^,  so  folgt  nach  6 

oc(ac  — 2<») 
AS 
und  hieraus  ergibt  sich  für  <^=y,  ac  sofort  cb^O  und  bc  =  0,  —  für 
<^=:<— -Vt<>c  dagegen  cb  =  —  ac  und  ab  =  0.   Wenn  daher  ein  Punct  b  mit 
einem  der  einander  zugeordneten  Puncte  a  und  c  zusammenfällt,  so  fällt  auch 
der  ihm  zugeordnete  vierte  harmonische  Punct  b  mit  demselben  zusammen. 

a  c 
Setzen  wir   endlich  d  =  0,   so   wird   c  b  =  oo  und  a  b  =  -r-  =  (  C.    Wenn 

daher  ein  Punct  b  die  Distanz  zweier  zugeordneten  Puncte  a  und  c  hälftet, 
so  liegt  der  ihm  zugeordnete  vierte  harmonische  Punct  b  im  Unendlichen. 
Verbindet  man  somit  eine  Dreiecksecke  mit  der  Mitte  der  Gegenseite,  und 
zieht  durch  die  Ecke  eine  Parallele  zur  Letztem,  so  bilden  diese  beiden 
Linien  mit  den  zwei  übrigen  Dreiecksseiten  vier  harmonische  Strahlen.  — 
Aus  6  folgt 

Tg(b,d)  =  Tg[(b,c)  +  (c,d)]=^^^^^>^^'^^°^>?>  8 

SK  >    J—    KU  >   ^-rv«j";j—    ßin[(a,b)  — (b,c)] 

Setzen  wir  hier  (a,  b)=:(b,  c),  so  folgt  (b,  d)=:90^  Wenn  somit  ein  Strahl 
b  den  Winkel  zweier  einander  zugeordneter  Strahlen  a  und  c  hälftet,  so 
steht  der  ihm  zugeordnete  vierte  harmonische  Strahl  d  zu  ihm  senkrecht  — 
Schreibt  man  den  Transversalensatz  (109)  für  die  Dreiecke  ach,  agc,  hgc 
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und   die  Transversalen  gb,  hd,  ai  auf,  so  erhUt  man  die  Gleichheiten 

ab.ce.hg  =  bc.eh.ga 
cd.  ah. gl  =da.hg.ic 

ga.he.  ci  ^ah.ec.ig 

_ X 


Pappes  (Lib.  YII,  prop. 


I  w 


\h. 


.'f; 


Ai 


f  •  \ 
/    •    \ 
/     I 


-5V--; 


\ 


/ 

/ , 


N  \ 


^■^ 


ab .  cd:=bo.ga  9 

_w.  E.  b.  w.  Auf  diesen*  merkwürdigen  Bats,  su 
^"^welchem  man  schon  in  den  Sammlungen  von 
181)  ein  Analogon  findet,  hat  Steiner  in  seinen 
^Geometrischen  Gonstructlonen.  Berlin  1888  in  8.^ 
die  Lösung  mehrierer  Aufjgaben  durch  blosse  An- 
wendung des  Lineals  gegründet:  Soll  su  den 
drei  Puncten  a,  b,  c  der  o  augeordnete  vierte 
harmonische  Pnnct  d  gefunden  werden,  so  sieht 
man  ae,  ag  und  cf  beliebig,  —  sodann  bf 
und  be,  —  endlich  hg,  welche  in  dem  ge- 
suchten Puncto  d  einschneidet  —  Soll  su  drei 
Strahlen  a,  b,  c  der  o  angeordnete  vierte  har- 
monische Strahl  d  gefunden  werden,  so  sieht 
man  durch  einen  beliebigen  Punct  e  in  e  swei 
Beliebige  fg  und  hi,  —  dann  die  Verbindungs- 
linien fh  und  ig,  die  sich  in  k  schneiden, 
und  damit  d  bestimmen.  —  Soll  su  der  Geraden 
ab  durch  o  eine  Parallele  gesogen  werden,  so 
tr&gt  man  auf  ab  irgend  swei  gleiche  Distansen 
adssdb  ab,  —  sieht  ac  und  bc,  —  von  a 
aus  die  Beliebige  ae,  —  dann  de  und  endlich 
bf,  welche  ae  in  dem  Puncto  g  schneidet,  der 
mit  0  die  Parallele  bestimmt  —  Soll  durch 
einen  Punct  e  eine  Gerade  ei  gezogen  werdeui 
welche  mit  swei  gegebenen  Geraden  ab  und 
cd  in  demselben  unzugänglichen  Puncto  o  su- 
sammentrifit ,  so  siehe  man  durch  e  swei  Be- 
liebige bg  und  df,  —  von  dem  dadurch  be- 
stimmten h  die  Beliebige  ha,  ~  endlich  f o  und 
'  a  g ,  welche  sich  in  dem  Puncto  i  schneiden, 
der  mit  e  die  verlangte  Gerade  bestimmt  —  Etc. 
—  Die  von  h  (Fig.  2)  ausgehenden  4  Strahlen 
ha',  ha'',  ho',  hd'  werden  einerseits,  und  die 
von  g  ausgehenden  4  Strahlen  ga',  ga",  gb', 
gc"  werden  anderseits  von  den  Transversalen 
a' d'  und   al   so   geschnitten,   dass  nach  dem 


Bteinet'schen  Hauptsatse  die  anharmonischen  VerhUtnisse 


a'c' 
a"c' 


a'd' 
a"d^ 


ae 


ai 


jt 


e  •  a"i 


und 


a'b' 
a"b^ 


a'c 


ii 


ae 


ai 


a"c" 


a"e     a"i 


werden;  also  hat  man 


a*c' 
a"c- 


a'd' 

•  a"d- 


a'b' 
a"b' 


a'c" 
a"  c" 


oder,  wenn  der  Symmetrie  wegen  d'  durch  b"  ersetst  wird, 

a'  b' .  a'  b" :  a'  c' .  a'  c"  =  a"  b' .  a"  b"  :  a"  o' .  a"  .  o" 
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und  gani  ebenso  werden  die  Besiehnngen 

b^  c' .  b'  c"  :  b'  a' .  b'  a"  =:  b"  c' .  b^'  c"  :  b"  a' .  b''  a" 
0'  a' .  c'  a'' :  c'  b'  •  c'  b''  =  c"  a' .  c"  a"  :  c"  b' .  c"  b" 


11 


gefunden.  Von  diesen  Besiehungen  zwischen  den 
Distanzen  der  drei  Punctenpaare 

a',  a''  bS  b"  c',  c'' 

ist  die  erste  von  Görard  D^iar|pne0  (Lyon 
1598?  ^  Lyon  1662?;  erst  Offteier,  dann  als 
Privatmann  in  Paris  oder  auf  einem  Landgnte  bei 
Condrieux  lebend)  als  Definition  für  ihre  sog. 
iiiTolntioii  gegeben  worden.  Da  aber  die  von  h  ausgehenden  4  Strahlen 
ha',  hb',  ho',  hb''  einerseits,  und  die  von  i  ausgehenden  4  Strahlen  ia'', 
ib%  ic'',  ib'^  anderseits  von  den  Transversalen  a'd'  und  gb  auch  so  ge- 
schnitten werden,  dass 
a'c'  a'b^'  _  gft  ■  g^ 
b'c'  •  b'b"  ^  b'e  '  b'f 


und 


a"  c" 


b*'c''  __  ge 


gf 


a"b'       b"b^ 


b'e  '  b'f 


a'c' 


a'b 


41 


a"  c" 


b"  c" 


b'c'  '  b'b"  ""   a"b'   *   b'b" 
so  lassen  sich  10 — 12  auch  durch 

a'  c' .  b'  a"  .  c"  b"  z=  c'  b' .  a"  c"  .  b"  a'  IS 

und  die  analog  gefundenen  Gleichheiten 

b'  a' .  c'  b"  .  a"  c"  =z  a'  c' .  b"  a"  .  c"  .  b'  14 

c'  b' .  a'  c"  .  b"  a"  =  b'  a' .  c"  b" .  a" .  c'  IS 

ersetzen,  welche  somit  ebenfalls  als  Bedingungen  der  Involution  angesehen 
werden  können,  und  (da  sie  Gleichheiten  der  Producte  von  nicht  an  einander 
liegenden  Abschnitten  enthalten)  zugleich  begreiflich  machen,  wie  man  dazu 
kommen  konnte,  der  Involution  von  6  Puncten  einer  Geraden  eine  Involution 
der  Dreiecksecken  und  gewisser  Theilpuncte  der  Selten  (109,  110)  gegenfiber- 
zustellen.  Dass  endlich,  wenn  man  einen  Punct  mit  6  in  Involution  stehenden 
Puncten  einer  Geraden  verbindet,  auch  die  so  erhaltenen  Strahlen  in  Iuto« 
latton  genannt  werden,  dass  zwischen  den  Sinus  ihrer  Winkel  entsprechende 
Relationen  bestehen,  dass  sie  jede  andere  Gerade  wieder  in  6  Puncten 
schneiden,  welche  in  Involution  sind,  etc.,  Iftsst  sich  mit  Hfllfe  von  1  und 
10—12  oder  18 — 15  ebenfalls  sehr  leicht  nachweisen.  —  FOr  die  sog.  neuere 
Geometrie,  welche  theils  durch  Obiges,  theils  durch  einiges  beilftuflg  sp&ter 
Mitgetheilte  in  ihren  ersten  Elementen  reprfteentirt  wird,  vergl.  „Carnet* 
Göomötrie  de  position.  Paris  1803  in  4.  (Deutsch  von  Schumacher,  Altena 
1807—1810,  2  Bde.  in  8),  -~  Peneelet»  Trait«  des  propriöt^  projectives 
des  flgures.  Paris  1822  in  4.  (2  6d.  1865—1866,  2  YoL  in  4.),  und:  Appli- 
cations d'analyse  et  de  g^omtole.  Paris  1862  —  1864,  2  Vol.  in  8.,  — 
Jak.  Steiner»  Systematische  Entwicklung  der  Abhängigkeit  geometrischer 
Gestalten  von  einander.  Erster  (und  einziger)  Theil.  Berlin  1882  in  8.,  —  Franz 
SeidewitE  (Erfürt  1807  —  Heiligenstadt  1852;  Lehrer  in  Heiligenstadt),  Das 
Wesen  der  involutorischen  Gebilde  in  der  Ebene.  Heiligenstadt  1846  in  8.,  — 
Karl  Georg  Christian  von  Staudt  (Rothenburg  1798  —  Erlangen  1867;  Pro- 
fessor der  Mathematik  zu  Nürnberg  und  Erlangen),  Geometrie  der  Lage. 
Nflmberg  1847  in  8.,  und:  BeitrSge  zur  Geometrie  der  Lage.  Nürnberg 
18Ö6--1860,  3  Hefte  in  8.,  —  Christoph  Paulus»  Lehrer  der  Mathematik  zu 
Ludwigsburg:  Grundlinien  der  neuem  Geometrie.  Stuttgart  1853  in  8.,  — 
Benjamin  Witssebel  (Oschatz  1822  •—  Dresden  1860;   Lehrer  zu  Zwickau 
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und  Dresden),  Grnndlinien  der  neuem  Geometrie.  Leipiig  1858  in  8.,  —  W. 
Blumberger»  Gmndzüge  einiger  Theorieen  ans  der  neueren  Geometrie  in 
ihrer  engeren  Beziehung  auf  die  ebene  Geometrie.  Halle  1868  in  8.,  —  Karl 
Theodor  Reye  (Hannover  1838;  Professor  der  Mathematik  am  schweizerischen 
Polytechnikum),  Die  Geometrie  der  Lage.  Hannover  1866 — 1868,  2  Abth.  in  8., 
—  Jak.  Steiner»  Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie.  Herausgegeben 
von  Karl  Friedrich  Geiser  (Langenthai  1843,  Docent  der  Mathematik  am 
schweizerischen  Polytechnikum)  und  Heinrich  Eduard  Schröter  (Königsberg 
1829;  Professor  der  Mathematik  zu  Breslau).  Leipzig  1867,  2  Tb.  in  8.,  — 
Job.  Heinrich  Ulrich  Vitalis  Pfaff  (Erlangen  1824;  Professor  der  Mathematik 
in  Erlangen),  Neuere  Geometrie.  Erlangen  1867,  2  Tb.  in  8.,  —  Heinrich 
Gretsebelt  Lehrbuch  zur  Einfuhrung  in  die  organische  Geometrie.  Leipzig 
1868  in  8.,  —  etc.^,  —  sowie  für  praktische  Verwerthung  derselben  die  schon 
89  citirte  „Graphische  Btatik^^  von  Culmann.  —  Anhangsweise  mag  noch 
beigefügt  werden,  dass,  wenn  man  in  l;ab:=a,  bc  =  x,  cb:=b,  (a,  b)^a, 
(b,  c)^/?  und  (c,  d)  =:^  setzt,  die  Beziehung 

_a_^  a+b  +  x  __  Sino      8in(a  +  /g  +  y) 
X  •  b  ""  8in/?  •  Siny 

hervorgeht,  und  hieraus  folgt  (wie  ich  1843  in  Grunert's  Archiv  DI  444 
zeigte),  wenn 

^^       a  +  b     r  Smo.ßmy 

gesetzt  wird. 

Cos  9  2 

eine  Formel,  welche  das  zwischen  zwei  messbaren  Theilen  a  und  b  einer 
Geraden  liegende  unmessbare  Stück  x  finden  lehrt,  indem  man  von  einem 
seitlichen  Puncte  (B)  die  entsprechenden  scheinbaren  Distanzen  a,  ßj  y  misst 

llVo  Das  Tieleck.  Ein  Vieleck  kann  man  sich  seiner  Fläche 
nach  durch  Drehung  einer  Geraden  von  veränderlicher  Länge  ent- 
standen denken:  Man  wählt  irgend  eine  Ecke  als  Pol,  eine  der 
durch  sie  gehenden  zwei  Seiten  als  Ausgangslage,  die  zweite  als 
Endlage  der  erzeugenden  Geraden,  und  dreht  nun  die  Erzeugende 
so  um  den  Pol,  dass  ihr  Endpunct  den  Umfang  des  Vielecks  durch- 
läuft, —  wobei  ein  Drehen  in  entgegengesetztem  Sinne  offenbar 
negativen  Eäumen  entspricht.  Da  hiernach  jedes  Vieleck  durch  eine 
algebraische  Summe  von  Dreiecken  dargestellt  werden  kann,  so 
verhalten  sich  (107)  ähnliche  Vielecke  wie  die  Quadrate  homologer 
Seiten. 

Einige  Beispiele  werden  hinreichen,  die  im  Texte  gegebene  Vorschrift  zur 

Bestimmung  der  Fläche  Irgend 
einer  Figur  zu  verdeutlichen: 
wählt  man  bei  I,  IT,  IH  je  a, 
f,  k  als  Pol,  und  ab,  fg, 
kl  als  Ausgangslage  der  er- 
zeugenden Geraden,  so  ist 
^  offenbar  nach  jener  Vorschrift 
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I  =  abc-|-acd-|-Ad^ 
n  =  fgh—  fhi  =fgp  — phi 

nizsklm  —  kmn  <j-  kno  =z  klmq  -f-  T^oq 

Zu  denselben  Resultaten  gelangt  man  anch,  wenn  man  einen  Pnnct  die  innere 
Seite  (vergl.  78)  des  die  Figur  bildenden  Zuges  durchlaufen  l&sst,  und  die 
dabei  umschlossenen  Theile  als  negative,  die  übrigen  als  positive  Flächen  in 
Rechnung  bringt  —  Ein  erster,  der  obigen  Darstellung  nahekommender,  mir 
aber  erst  kfirzlich,  nachdem  ich  schon  seit  bald  drei  Decennien  meine  Methode 
benutst  hatte,  bekannt  gewordener  Versuch,  die  Fl&che  in  einer  alle  Figuren 
beherrschenden  Weise  eu  ermitteln,  findet  sich  in  „Albrecht  Ludwig  Friedrich 
Meister  (Hohenlohe  1724  —  Oöttingen  1788;  Professor  der  Philosophie  und 

Mitglied  der  Academie  in  G5ttingen),  Generalia  de  genesi 
figurarum  planarum,  et  inde  pendentibus  earum  affectio- 
nibus  (Novi  Comment.  8oc.  Gotting.  Tom  I.  1771)**.  — 
Ein  Vieleck  kann  mit  Httlfe  von  107  der  Fl&che  nach 
leicht  in  ein  Dreieck  verwandelt  werden,  wie  beistehende 
\^  Figur  zeigt,  in  der  das  Fünfeck  abcde,  indem  b  durch 
^  b  f  II  c  a  und  d  durch  d  g  ||  c  e  in  die  Verlängerung 
von  ae  gebracht  wurden,  in  ein  eben  so  grosses  Dreieck  feg  umgesetzt 
worden  ist. 

US«  Die  PolygODOmetrid.  Bezeiclmen  a|  a2  . . .  an  die  Seiten, 
«1  «2  •  •  •  ^n  die  Drehwinkel  eines  n-Ecks,  X|  ji,  X2  729  ••  •  ^n  Jn 
die  Coordinaten  seiner  Ecken  in  Beziehung  auf  a|  als  Abscissenaxe 
und  den  Anfangspunct  von  ai  als  Pol,  endlich  r  die  Anzahl  der 
Umdrehungen,  so  hat  man  (94) 

X|  =  ai      X2  =  xi  -4-  a2  Co»  «i      X3  =  xg  +  83  Cos  («i  +  «2)  •  •  • 

Xn  =  Xn-i  4-  an  Cos  («1  H-  «2  +  •  •  •  +  «n-l) 

71  ==  0       72  =  a2  Sin  «1        7s  =  72  +  «3  S"^  («i  +  «2)  •  •  • 

7n  =  7n-l  +  »n  Sin  («i  ■+■  «2  +  •  •  •  +  «n-l) 

imd  daher  je  dnrch  Addition,  da  Xn  =  0  =  7n  sein  muss, 

0  =  ai4-a2 Cos «i+as Cos («1+02) +  «*'  +  *n Cos (ai+...  +  an-i)  t 
0=  a2 Sin ai+ «3  Sin («1-1-02) H-««-H-an  Sin (ai4-...-|-an-i)  ^ 
nnd  (80)  4rR=  ai+a2+«s+---+«n  * 

welches  die  Grundformeln  der  Pol7gonometrie  sind,  aus  denen  sich 
auf  ähnliche  Weise  Formeln  zur  Berechnung  einzelner  Elemente 
herleiten  lassen,  wie  diess  aus  den  entsprechenden  Grundformeln 
(103)  in  104  für  das  Dreieck  geschah« 

Auf  die  Ableitung  der  Formeln  1 — 3  dfirfte  es,  nach  dem  im  Texte  darüber 
Gegebenen,  unnOthig  sein,  surücksukommen.  Dagegen  mag  einerseits  in  Be- 
siehung auf  ihren  Gebrauch  theils  auf  eine  entsprechende  Entwicklung  in  224 
hingewiesen,  theils  folgende  directe  Anwendung  gemacht  werden:  Bringt  man 
in  1  und  2  je  das  Glied  mit  an  auf  die  andere  Seite  des  Gleichheitszeichens, 
quadrirt  und  addirt,  so  erhUt  man  nach  ganx  einfacher  Reduction  die  104 : 4 
analoge  Formel 
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a„*  =  ai'  +  a,*  +  ' ••  +  *»-!*  + 2*1  *t  Cosai+^a,  ag  CoBa,+ 

+  2  ai  a,  Coß  (oi  +  «i)  + . . .  +  2  a^  a^  Coa  (a^  +  a^^^  +  ♦  •  •  +  «k-i) 

+ +  2  a„^2 .  a,_j .  Co8  a,_2  4 

eine  Formel,  welche  offenbar  die  Aufgabe  löst,  aus  (n  —  1)  Seiten  und  den 
(n  —  2)  von  ihnen  eingeBchlossenen  Winkeln  die  n*«  Seite  £u  berechnen.  — 
Anderseits  ist  su  erwähnen,  dass  die  Formeln  1  und  2  suerst  von  Anders 
Johann  Lexell  (Abo  1740  —  Petersburg  1784;  Professor  der  Mathematik  und 
Mitglied  der  Academie  zu  Petersburg)  in  verschiedenen  Abbandlungen  „De 
resolutione  polygonorum  rectilineorum  dissertatio  1  et  2  (Novi  Comment.  Petrop. 
19—20,  1776—1776)"  und  „Two  theorems,  by  which  the  Solution  of  polygons 
will  be  as  easy  as  that  of  triangles  by  common  trigonometry  (Phil.  Trans. 
1776)  aufgestellt,  und  bald  darauf  auch  von  Simon  Lhoilier  in  seiner  schon 
108  erw&hnten  Polygonometrie  gegeben  wurden. 

XIV.  Das  eentriselie  Vieleck  und  der  Kreis. 

119.  Die  nach  den  Ecken  centrischen  Tielecke.  Findet  sich  zu 

einem  Vielecke  ein  Pnnct,  der  von  allen  Ecken  denselben  Abstand 
hat,  so  heisst  es  centrisch  nacb  den  Ecken»  der  Punct  Üllttel- 
panct  der  Ecken  und  der  gleiche  Abstand  Radlas«  Zerlegt 
man  es  vom  Centrum  aus  durch  Radien  und  Senkrechte  in  2  n  Drei- 
ecke, so  sind  jede  zwei  an  derselben  Seite  liegenden  Dreiecke  con- 
gruent,  und  alle  Seiten  halbirt  Bezeichnen  a  und  b  zwei  Neben- 
seiten und  B  ihren  Winkel,  so  kann  man  nach 

^_  a^  +  b^  — 2ab.CosB 

'  "^  4Sin2B 

den  Radius  berechnen. 

Ist  O  das  Gentrum  der  Eclcen  A,  B,  G, ...  so  bat  man 

Q  ^AOG  =  (180ö  — 2.ABO)  +  (180»--2,OBG) 


A 


CS  3600  — 2B 
und  daber 


«-./    ^^    y_  a«4-b«  — 2abGoBB 
'  ""V28inB/  ""  4Öin«B 

w.  z.  b.  w. 

ito«  Die  nach  den  Seiten  centrischen  Tielecke.  Findet  sich  zu 

einem  Vielecke  ein  Punct,  der  von  allen  Seiten  denselben  Abstand 
hat,  so  heisst  es  centrisch  nacb  den  Selten,  der  Punct  Mittel« 
panct  der  Selten,  und  der  gleiche  Abstand  Apothema«  Zerlegt 
man  es  vom  Centrum  aus  durch  Apothema's  und  Verbindungslinien 
mit  den  Ecken  in  2n  Dreiecke,  so  sind  jede  zwei  an  derselben 
Ecke  liegenden  Dreiecke  congruent  und  alle  Winkel  halbirt.  lieber- 
diess  ist  die  Fläche  gleich  dem  halben  Umfange  multiplicirt  mit 
dem  Apothema,  und   wenn  a  eine  Seite,  A  und  B  aber  die  an- 
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liegenden  Winkel  bezeichnen,  so  kann  das  Apothema  nach 

a  .  Sin  -^  .  Sin  -^ 
a  = 


SinA+B 


berechnet  werden. 

Ist  O  das  Gentrum  der  Seiten  a,  b, . . . ,  so  hat  man 

„         \  a=.(0tgA+ctg4) 

1      ^-/^^     v^      oder  also 
A V/*  *»     X  a.ßin4^.8ini 


8ln>  +  = 


2 

Femer  ist  die  Fl&che 

F— ±^4-  — -U       —  a  +  b  +  ... 

*— -2     I      2      ^ 2 

w.  s.  b.  w. 

Itl»  Die  centrischen  Tielecke.  Findet  sich  zu  einem  Vielecke 
ein  Punct,  welcher  Centnim  seiner  Ecken  nnd  seiner  Seiten  ist,  so 
heisst  es  eentrtocliy  und  die  von  diesem  Mittelpuncte  mit  den 
einzelnen  Seiten  bestimmten  Dreiecke,  die  sog.  BestlmmaiiKS- 
drelecke,  sind  (119,  120)  sämmtlich  congruent,  —  folglich  ist  das 
centrische  Vieleck  regelmässig.  —  In  dem  regelmässigen  n-E^ke 
von  einfacher  Umdrehung  bestehen  zwischen  Winkel  (W),  Seite  (S), 
Radius  (R)  und  Apothema  (A)  die  Beziehungen 


W 


=  (2-i).90o         R==|-Sec^         A  =  |Tg 


2 


90^ 
Ist  femer  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  b  c  d  (s.  Fig.)  ^  = j 

so  stellen  S,  R,  A  Seite,  Radius  und  Apothema  eines  n-Ecks,  — 
s,  R,  r  und  s',  r,  a  aber  dieselben  Grössen  für  zwei  2n-Ecke  dar, 
deren  erstes  mit  dem  n-Ecke  gleichen  Radius,  deren  zweites  dagegen 
gleichen  Umfang  mit  ihm  besitzt,  und  man  hat  (93,  94) 

S  =  2R.Sin2y  =  ^V4R2  — s2,      a  =  ^^^^,      i^VTS  t 

Im  Bestimmungsdreiecke  des  10-Ecks  der  Seite  s  macht  die  Bissectrix 
eines  Basiswinkels  auf  dem  Gegenschenkel  R  einen  sog.  goldenen 
Scbnilt)  daR:s  =  s:R — s.  Es  folgt  hieraus  (18)  der  leicht  con- 
struirbare  Werth 

s=:A(|/5^_l)       während  nach  2       S^^R^  +  s«       S 
gefunden  wird. 
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BeEeichnet  P  die  Länge  des  gansen  Umfangs  oder  den  sog.  Perimeter 
des  regelmässigen  n-Ecks  von  einfacher  Umdrehung,  so  folgt  nach  den  For- 
meln 1,  welche  wohl  keiner  Ableitung  bedürfen,  und  mit  HQlfe  von  100:3 

P  =  n.Sz=2nRSin-^— = 

n 

=  2  R  [8,1416927  —  -^ .  0,6459641  + . . .]  4 

Zur  Ableitung  der  ersten  Formel  2  erhält  man  aus  der  Figur 


S^9>=1Tr 


also  ist 


Cos9  =  Vl  — Sin«9  =  -^V4R«  — s« 

und  somit 


3R 


Sin2  9  =  2BinyOos9  =  .5^V4R«  — s« 

Alles  Uebrige  ist  wohl  selbstverständlich,  —  sowie  die  Ableitung  der  übrigen 

Formeln  2;  dagegen  ist  auf  die  -nothwendige  G^össenfolge 

A<a<r<R 

aufmerksam  lu  machen,  auf  der  ihre  Anwendung  in  122  beruht.  —  Im  Be- 

ßtimmungsdreieoke  des  Zehnecks  ist  oifenbar  der  Winkel 
an  der  Spitze  a  =  86^,  —  also  beträgt  jeder  Basis- 
winkel 72<^  =  2a,  und  es  zerfällt  durch  die  Bisectriz 
eines  der  Letztem  das  Bestimmungsdreieck  in  swei 
gleichschenklige  Dreiecke,  von  denen  das  Eine  dem 
Ganzen  ähnlich  ist,  und  so  die  im  Texte  erwähnte  Pro- 


portion  ergibt.   Aus  dieser  folgt 


s«-f  Rs  — R«c=o 
und  hiemit  nach  2 


oder 


R 


s=^(VS^l) 


und 


R» 


(8-Vg)     K 


8-sH4-4)=.'(4-^=J^)  =  .«(l  +  ^±l^) 


R« 


=  8*(1  + 


2 


)  =  s«(l+^)=rB«  +  R« 


3-1/6 

oder  8.  Construirt  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck  der  Katheten  R  und  %  R, 
so  stellt  die  Hypotenuse  y^  R  \fi  dar,  also  der  Ueberschuss  derselben  über 
Vt  R  nach  6  die  Seite  des  Zehnecks,  und  aus  dieser  und  R  llüist  sich  sodann 
offenbar  nach  3  auch  die  Seite  des  Fünfecks  construiren. 

t%9.  Das  centrische  üneDdlicheck.  Im  Quadrate  der  Seite  1  ist 
A  =  V2  >  I^  =  "ö"  y^  =  0,707107.   Bereclinet  man  hieraus  successive 

nacli  121:2  für  das  8,  16,  32,... -Eck  a  und  r,  so  nähern  sich 
beide  dem  Werthe  0,636620,  der  somit  für  das  Unendlicheck  gilt 
Bezeichnet  man  daher  in  einem  solchen  das  Verhältniss  vom  halben 
Umfange   zum  Radius  oder  die  sog.  ]jadoliih*Mlie  Zahl  mit  n^ 

"■  0,636620  ""  ^J^^^^y 
oder  angenähert  22:7,  355:113,  etc. 
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Rechnet  man,  theils  wie  im  Texte  vom  Quadrat  der  Seite  1,  theils  auch 
vom  Sechseck  der  Seite  1  (wo  A  s= -^  ]/d  ==  0,866026  und  Rs=l)  auBgehend, 


80  erhftlt  man  nach  121 : 2  eucceBsive 


Eck 

a 

r 

Eck 

a 

r 

8 

0,603663 

0,663282 

12 

0,933013 

0,966926 

16 

28417 

40729 

24 

49469 

67662 

82 

34673 

87643 

48 

63666 

66612 

64 

36108 

86876 

96 

64689 

66100 

128 

36492 

36683 

192 

64846 

64978 

266 

36688 

36636 

384 

64909 

64940 

612 

36612 

36624 

768 

64926 

64933 

1024 

36618 

36621 

1636 

64929 

64931 

2048 

36619 

36620 

3072 

64930 

64980 

und  somit 


2 


n^ 


=  3,14169 


3 


''  =  -ö;964930=^'^^^^^ 


0,636620 

Vergl.  für  die  spätem  Decimalen  von  n  die  Tafel  VU,  —  für  die  arithmetische 
Bestimmung  61  und  62,  —  ffir  die  betreffenden  Nftherungsbrüche  29;  auch 
aus  121 : 4  kann  n  ftir  n  z=  oo  entnommen  werden.  —  Ueber  den  von  Anti- 
phon» einem  kurz  vor  Aristoteles  lebenden  Geometer,  gemachten  Versuch, 
den  Kreis  zu  berechnen,  vergl.  meine  Note  in  den  Berner-Mittheilungen  von 
1846.  Etwas  sp&ter  fand  ArcblmedeB  (vergl.  das  in  seinen  unter  2  auf- 
geführten Werken  enthaltene  Buch  „Agx^HV^ovq  kvxXov  ^it^ok^  oder  ,^rchi- 
medis  dimensio  circuli),  indem  er  den  Kreis  zwischen  ein  eingeschriebenes 
und  ein  umgeschriebenes  96-Eck  einschloss,  dass  der  Kreisumfang  kleiner  als 
das  3 Yy fache,  und  grösser  als  das  3 ^%| fache  des  Durchmessers  sei,  und  es 
wurde  von  da  weg  der  Ann&herungswerth  71  =  877,  den  wir  oben  aus  dem 
96 -Eck,  d.  h.  a^ 0,966  =  r  setzend,  gerade  auch  hätten  erhalten  können, 
fast  allgemein  in  der  Kreisrechnung  gebraucht.  Während  sich  dann  z.  B. 
Nicolaus  von  Cusa  oder  GnsanuB  (Cuss  bei  Trier  1401  —  Todi  in  Ümbrien 
1464;  folgeweise  Archidiakon  zu  Lflttich,  Bischof  zu  Brlxen,  Cardinal  und 
Statthalter  von  Rom)  vergeblich  bemühte,  durch  verschiedene  Constructlonen 
(vergl.  für  solche  123)  den  Kreis  zu  rectiflciren  (die  Beste  derselben  soll  nach 
Kästner  I  480  mit  n  =  3,14284  übereingekommen  sein) ,  gab  Ludolph  in 
seinem  Werke  „Van  den  circkel,  daerin  gheleert  werdt  te  vinden  de  naeste 
proportie  des  circkels-diameter  teghen  synen  omloop.  Delft  1696  in  fol.^  die 
zum  Dank  dafür  vielfach  nach  ihm  benannte  Zahl  n  auf  20  Decimalen,  — 
ja  in  einer  zweiten,  von  seiner  Wittwe  1616  besorgten  Ausgabe,  sowie  in 
den  spätem  Ausgaben  des  in  6  erwähnten  Werkes  wurden  sogar  32  Deci- 
malen mitgetheüt,  —  und  ungefähr  gleichzeitig  machte  Adriaan  Adrlaanszoon, 
genannt  MettoB  (Alkmaar  1671  —  Franeker  1636;  Professor  der  Mathematik 
und  Medicin  zu  Franeker),  oder  sogar  schon  sein  Vater,  der  aus  den  nieder- 
ländischen Befreiungskriegen  bekannte  Adriaan  Anthoniszoon,  auf  die  vor- 
zügliche Annäherungszahl  '^Vns  auftnerksam.  In  der  neusten  Zeit  hat  sich 
Dase  die  wenig  lohnende  Mühe  genommen,  »  noch  viel  genauer  zu  berechnen ; 
vergl.  die  Abhandlung  „Der  Kreis-Umfang  für  den  Durchmesser  1  anf  200 
Decimalen  berechnet  (Grelle  Bd.  27  von  1844)^» 


168 


—  Das  oentrlBÖhe  Vieleck  und  der  Bjrels.  — 


19S.  Die  Kreislinie.  Der  Ort  eines  Punctes,  der  von  einem 
gegebenen  Puncte,  dem  Centrom,  einen  gegebenen  Abstand,  den 
Radios  r,  hat,  heisst  Kreislinie,  und  kömmt  offenbar  mit  einem 
centrißchen  Unendlichecke  überein,  so  dass  (122,  120),  wenn  die 
Länge  der  Kreislinie,  die  sog.  Peripherie  des  Kreises,  mit  p,  und 
die  von  ihr  umschlossene  Fläche  mit  f  bezeichnet  werden, 


p  =  2rÄ 


woraus 


sofort 


f  =  -|-.r  =  r2« 


p  =  2Vf7r  f  = 


4n 


folgen. 

Drei  Ecken  beBtimmen  (111)  ein  Centram  der  Ecken,  also  drei  Puncte 
eine  Kreislinie.  —  Von  den  vielen  Constructionen,  welche  (yergl.  anch  123) 
im  Laufe  der  Zeiten  gegeben  wurden,  um  ann&hernd  die  Länge  der  Kreislinie 
£U  finden  oder  die  Fläche  des  Kreises  zu  bestimmen  (den  Kreis  cu  recüflciren 
oder  zu  quadriren),  und  die  von  den  vielen,  noch  immer  vorkommenden  Ver- 
suchen Unwissender  oder  Halbverrückter,  die  strenge 
Quadratur  auf  solchem  Wege  zu  finden,  wohl  zu 
unterscheiden  sind,  ist  die  von  Kochanslii  1686  in 
den  Leipziger -Acten  Mitgetheüten  eine  der  Besten: 
Bei  ihr  wird  Tg  30®  =  z  construirt,  und  sodann  ein 
rechtvidnkliges  Dreieck  gebildet,  dessen  eine  Kathete 
2  r,  die  Andere  3  r  —  x  ist.  Da 

t  x  =  rTg80ö  =  -=====r  =  — =:^ 

•>^  yi-sin«3oo     yr 

^'^  ist,  so  ist  n&mlich  die  Hypotenuse  dieses  Dreiecks 
y=:y(2r)*  +  (3r  — x)»  =  Vl8.r«  — 6rx  +  x«  = 

=:  r  Visy,  — 2  1/T   =     3,1416. r 

oder  es  stellt  virirklich  y  sehr  nahe  die  Länge  des  Halbkreises  dar.  Etwas 
weniger  genau,  aber  sehr  bequem,  ist  die  von  Praktikern  gebrauchte  und  von 
mir  1848  (Orunert's  Archiv  HI  446)  mitgetheilte  Vorschrift,  den  Abstand  z 
der  Mitte  der  Quadrantensehne  vom  Endpuncte  des  Durchmessers  als  Länge 
des  Quadranten  zu  benutzen;  denn  es  ist 


=y 


(Vi  r)*  +  (  y«  ')*  =  1)081 .  r      während 


HL 

2 


=  1,671 .  r 


Wenn  also  der  Radius  1*",  so  beträgt  der  Fehler  gerade  10°™,  und  merkt 
man  sich  daher  noch  die  Regel,  für  jeden  Radius-Meter  schliesslich  10"" 
abzuziehen,  so  hat  man  in  der  That  eine  selbst  bei  grossem  Kreisen  für  die 
meisten  praktischen  Bedflrfnlsse  ganz  hinlängliche  Annäherung.  —  Vergl.  noch 
Tafel  n  ffir  die  Berechnung  der  Kreisumfänge  und  Kreisflächen. 

19^  Die  Secanten  und  ihre  Winkel.  Bezeichnet  d  den  Abstand 
einer  Geraden  vom  Centram,  so  hat  sie  für  d  <c  r,  wo  sie  Secante 
heisst,  zwei  Puncte  mit  der  Kreislinie  gemein,  die  von  einander  nm 
die  sog.  Sehne  s  =  2  Vr^  —  d*  abstehen;  für  d  =  r  hat  sie  nur 
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Einen  Pnnct  gemein,  und  heisst  Tangente  in  demselben;  für 
dr=>r  liegt  sie  ganz  ausserhalb.  —  Mittelpunct,  Mitte  der  Seime 
und  Mitte  des  Bogens  liegen  in  einer  Senkrechten  znr  Sehne. 
Gleichen  Sehnen  entsprechen  gleiche  Bogen  und  gleiche  Mittel- 
punctswinkel ;  Bogen  und  Mittelpunctswinkel  messen  sich  somit 
gegenseitig.  —  Ein  Winkel,  dessen  Scheitel  in  der  Kreislinie  liegt, 
heisst  Perlplierlewlnkel,  und  ist  (111)  gleich  der  Hälfte  des  mit 
ihm  auf  gleichem  Bogen  stehenden  Mittelpunctswinkels.  Peripherie- 
winkel auf  gleichen  Bogen  sind  somit  gleich;  umgekehrt  liegen  die 
Durchschnittspuncte  zweier  Geraden,  die  sich  um  zwei  fixe  Puncte 
so  drehen,  dass  die  Differenz  ihrer  Winkel  mit  einer  fixen  Geraden 
sich  gleich  bleibt,  —  ja  überhaupt  die  Scheitel  gleicher  Winkel, 
deren  Schenkel  zwei  Puncte  gemein  haben,  auf  einer  durch  diese 
Puncte  gehenden  Ejreislinie.  —  Zwischen  parallelen  Secanten  ent- 
haltene Kreisbogen  sind  gleich  lang,  und  der  Winkel  zweier  Secanten 
ist  daher  gleich  einem  Peripheriewinkel,  der  auf  der  Summe  oder 
Differenz  der  zwischen  den  Secanten  liegenden  Bogen  steht,  je 
nachdem  die  Secanten  sich  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises 
schneiden. 

Die  im  Texte  gegebenen  Sätse  bedOrfen  kaum  weitem  Beweises;  doch 
mögen  noch  folgende  Bemerkungen  beigefDgt  werden:  Fttr  d  >>  r  wird 
B  =  2  i  Vd»  —  r*  der  Werth  der  sog.  Idealen  Behne,  deren  Betrachtung  mit 
der  gleichseitigen  Hyperbel  (146)  lusammenhftngt  —  Dass  sich  zwei  Mittel- 
punctswinkel eines  Kreises  wie  die  Kreisbogen  yerhalten,  auf  welchen  sie 
stehen,  ergibt  sich  leicht,  wenn  man  Erstere  nach  ihrem  Verhältnisse  in 
gleiche  Theile  theilt;  hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  ein  Mittelpuncts- 
winkel durch  den  Ewischen  seinen  Schenkeln  liegenden  Bogen  eines  Kreises 

von  bestimmtem  (am  Besten,  yergl.  129,  der  Einheit 

^,^— 7p.>„^^  entsprechendem)  Radius  gemessen  werden  kann.   Es 

/       /"A    ^5^         ergibt  sich  hieraus  auch,  wie  es  su  verstehen  ist,  wenn 

/       /  i  \       Äl^    ™*^   8agt,    es   werde  ein  Peripheriewinkel  A  D  B  = 

(      /^"^'^^^^tn/       «  +  i^=Vi'A^CB  durch  die  Hilfte  des  Bogens  Aß 

V   Ay^^iA.  //Vui       gemessen,    auf   dem   er  stehe.    —    BoU   /  A  E  B  =: 

^/V       '   ^"^^^  ^  A  D  B  sein,  so  kann  sein  Scheitel  weder  in  E|  noch 

^ — ^  in  Ej,  sondern  er  muss  In  dem  durch  A,  B,  D  gehenden 

Kreise  liegen;  denn  es  ist  /_AEiB  =  /.AFB  — 
^PBEi  =  V,AB--ViFöi,  also  ^  AE^  B<  ADB,  —  und  ^  AE^B  = 
Z.APB  +  ^FBO,  =  y,AB+ViFG,,  also  ^AE,B>ADB,  —  womit 
sugleich  der  im  Texte  ausgesprochene  Bats  über  die  Winkel  zweier  Secanten 
bewiesen  ist. 

IM«  Die  Tangenten  und  ihre  Winkel.  Der  DurchschnitiBpanct 

zweier  Tangenten  steht  von  ihren  Berührungspnncten  gleich  weit 
ab,  —  ihr  Wmkel  ist  zum  Winkel  der  Berühningsradien  supple- 
mentär, und  beide  Winkel  werden  durch  die  Verbindungslinie  ihrer 
Scheitel   halbirt.   —   Zieht  man  durch  irgend  einen  nicht  in  der 
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Kreislinie  liegenden  Pnnct  Secanten  zu  einem  Kreise,  so  bestimmt 
der  Punct  auf  ihnen  Sehnensegmente  von  gleichem  Producte,  und 
zwar  ist  dieses  Product,  welches  Potenz  des  Punctes  heisst,  für 
einen  äussern  Punct  gleich  dem  Quadrate  der  von  ihm  an  die  Kreis- 
linie gezogenen  Tangente. 

Wenn  b  a  J_  b  c  und  d  a  J_  d  c ,  d.  h.  wenn  a  der  Durebsehnittapunct 
zweier  Tangenten  an  b  und  d  ist,  so  haben  offenbar  die  somit  rechtwinkligen 
Dreiecke    a  b  c    und    ade   die   Hypotenuse  als   gemeinschaftlich   und   eine 

Kathete  als  Radius  gleich,  —  folglich  sind  sie 
congruent,  und  aus  dieser  Gongruenc  gehen  die 
betreffenden  Behauptungen  des  Textes  unmittel- 
bar hervor.  —  Ist  c  k  J_  b  h,  so  ist  /^h b  i  =  y, 
da  die  Schenkel  dieser  Winkel  zu  einander  senk- 
recht stehen,  —  also  wird  hbi  durch  die  H&lfte 
des  Bogens  hb,  oder  es  wird  also  der  Winkel 
einer  Sehne  und  einer  Tangente  durch  die  HSlfte 
des  zwischenliegenden  Bogens,  oder  durch  die 
Hälfte  des  auf  derselben  Sehne  stehenden  Peri- 
pheriewinkels gemessen,  —  und  wenn  man  in  der  Mitte  k  einer  Oeraden  hb, 
sowie  im  Scheitel  b  des  an  ihr  liegenden  Winkels  hbi  die  Senkrechten 
kc__L_hb  und  bc  J_bi  zieht,  so  schneiden  sie  sich  in  einem  Punote  c,  der 
mit  b  einen  Kreis  bestimmt,  in  welchem  h  b  Sehne,  und  jeder  auf  ihr  stehende 
Peripheriewinkel  gleich  ^hbi  ist  —•  Da  je  die  beiden  a,  ß  und  d  als 
Winkel  von  gleichem  Maasse  gleich  sind ,  so  ist  ^  1  e  h  co  ^  e  f  m  und 
Aabhco^abg,   also 

he:em  =  le:ef    oder    he.ef=zem.le  =  (r-|-ec)(r  — ec) 
ha:ba:=ba:ag  ha.ag=:ab*         =:  (a  c -|- r)  (ac  —  r) 

womit  der  zweite  Satz  des  Textes  bewiesen,  und  zugleich  gezeigt  ist,  wie 
für  einen  bestimmten  Kreis  die  Potenz  eines  Punctes  von  seiner  Distanz  vom 
Centrum  abhftngi  Dass  dieser  zweite  Satz  dazu  verwendet  werden  kann, 
eine  mittlere  Proportionale  zu  construlren  oder  ein  Rechteck  in  ein  Quadrat 
zu  verwandeln,  liegt  auf  der  Hand. 

1S6.  Die  ein-  nnd  ningeschriebeDen  Vielecke.  EinVieleck,  desBen 

Ecken  in  der  Kreislinie  liegen,  heisst  eing:e8Cbrleben9  —  dagegen 
uniffe8Cbiieben9  wenn  seine  Seiten  Tangenten  sind.  —  In  jedem  ein- 
geschriebenen Vierecke  besteht  (125 ;  93 : 3)  der  sog.  Ptolem&lscbe 
Ijetargatzs  DasProduct  der  Diagonalen  ist  gleich  der  Summe  oder 
Differenz  der  Producte  der  Gegenseiten,  je  nachdem  das  Viereck 
gemein  oder  überschlagen  ist.  —  In  jedem  eingeschriebenen  Sechs- 
ecke, dem  sog.  Hexag^rammum  mystlcam  Pascars,  liegen  (109, 
125)  die  Durchschnittspuncte  der  Gegenseiten  in  einer  Geraden. 

Zieht  man  an  n  Pnncte  einer  Kreislinie  Tangenten,  so  bestimmen  (79)  die 
n  Punote  eben  so  viele  eingeschriebene,  als  die  n  Geraden  umgeschriebene 
n-Ecke,  und  man  kann  somit  jedem  Eingeschriebenen  ein  Umgeschriebenes 
zuordnen :  Den  zwei  Endpuncten  jeder  Seite  des  Eingeschriebenen  entsprechen 
nun  zwei  Tangenten,  welche  eine  Ecke  des  nmgeschriebeneii  Vielseits  be* 
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BtUninen;  diese  Ecke  sei  jener  Seite  mgeordnet,  —  das  nmgeschriebene  n-£ck 
aber  demjenigen  Eingeschriebenen,  dessen  n  Seiten  seine  n  Ecken  zugeordnet 
sind.  —  Beseichnet  man  den  Umfang  eines  Kreises  des  Radius  r  mit  u,  den 
Perimeter  des  eingeschriebenen  regelmässigen  n-Ecks  mit  p,  den  des  umge- 
schriebenen mit  P,  so  ist  für  180:n  =  9 

Ti  =  n.2^.  Arcl<>.r  p=:2nr8in9»  P  =  2nrTg9  1 

also  mit  Hülfe  von  100 : 7  sehr  nahe 

8  Sin  y     _    8  p  P 
2  +  Cos9""2P  +  p 
Kit  Hfllfe  der  Umlichen  Dreiecke  (a,  e  —  y,  f — s)  nnd  (o,  y,  z),  (d,  z, 
e  —  y)  und  (b,  f — z,  y),  sowie  des  Satzes  von  der  Potenz  (125)  und  des 
erweiterten  PythagoriLischen  Lehrsatzes  (93 : 8)  hat  man 


n  =  2nr. 


a.o-|-b.d:= 


y 

f— z 


.c 


f-^.b« 


(yt  +  z«-2zx)  + 


1»       I    f— «        - 

=  f.yJ .B.f 

^    y 

=  f.y  +  f(e  — y)  =  f.e  S 

womit  der  PtolemUsche  Lehrsatz  für  das  gemeine  Viereck  erwiesen  ist,  und 

da  aus  3 

e  .  f — a.  c  =  b  .  d  4 

folgt,  so  ist  er  zugleich  auch  fttr  das  überschlagene  Viereck  in  der  ausge- 
sprochenen Weise  richtig.  Ist  f  =  2  r,  so  werden  y  und  ^  zu  a  und  ß  comple- 
ment&r,  und  es  geht  8  in 
e  d         b     .     a         c 


+ 


oder    Sin  (a-|-  ^)  =  Sin a  .  Cos/9 -|-  Cos  a .  Sin  /? 


2r        2r       2r    '    2r  '   2r 
Aber,   woraus  hervorgeht,  wie  der  Ptolemftische  Lehrsatz  fttr  die  Sehnen- 
rechnung der  Alten  so  grosse  Wichtigkeit  haben  konnte.  —  Schreibt  man  fOr 

//m.'  das  von  den  Seiten  1,  8,  5  des  eingeschriebe- 
-*  '       nen  Sechsecks  bestimmte  Dreieck  ghi  und 
jede  der  ttbrigen  Seiten  als  Transversale  die 
Involution  109,  fttr  jede  seiner  Ecken  aber  die 
Potenzengleichheit  125  auf,  so  erhalt  man 

ia.gk.hf  = ag.kh.fi 

il.gd.he  czlg.dh.ei 

ib  .  g  c  .  hm  s=  b  g  .  c  h  .mi 

gb.ga  =  gc  .gd 

hd.hc  =he.hf 

if  .ie    =:  ia  .ib 
X 


11  .gk.hmc=  Ig.kh.mi 

Es  liegen  also  die  Puncto  k,  1,  m  so  auf  den 
Verlängerungen  der  Seiten  des  Dreiecks  ghi, 
dass  die  von  ihnen  gebildeten  Abschnitte  eine 
Involution  bilden,  —  also  mttssen  k,  1,  m  in 
einer  Geraden  liegen,  womit  der  Pascal'sche  Satz  (der  sich  durch  Projection 
auf  alle  Kegelschnitte  ausdehnen  Usst)  bewiesen  ist   Pascal  hatte  diesen 
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beTÜhmten    Bais   schon   In   aelnem    16.   Jtiae   gefunden,   nnd   an    die    Spitie 
eeines  auf  sieben  Seiten  pnbltoirten   n^^^ai  pour  lea  ooniqneB.  Paria  1040 

in  8."  gestellt. 

ISV.  Beziehongeo  zTÜGhen  Torschiedenan  Kreislinien.  Bezdclmet 

a  die  CentraldistoDz  zweier  Kreise  der  Itadien  R  und  r,  so  haben 
die  Kreise  für  R-!-r:=^a>-R  —  r  eine  von  der  Centrallinie  unter 
reehtem  Winkel  halbirte  gemeinschaftlicbe  Sehne,  —  für  a  =  RH-r 
(äoseere  Berühmng)  und  a  =  R  —  r  {innere  Berühtung)  eine  zu 
der  Centrallinie  senkrechte  gemeinschaftliche  Tangente,  —  während 
Bie  für  a  =  0  coneentiiaeb,  in  allen  übrigen  Fällen  exeentrtocli 
heissen.  Für  den  Ort  eines  Pnnctes,  von  dem  aas  die  Tuigenten 
an  zwei  Kreise  gleich  lang  werden  (b.  Fig.  1),  findet  man  (93) 
a'  +  t"  —  g« 
^'^  2a 

d.  h.  dieser  Ort,  die  sog.  Badlcalaxe,  Cbordale  oder  I^lnle 
der  Kleieben  Potenzen  ist  eine  zur  Centrallinie  senkrechte  Ge- 
rade. Für  zwei  sich  schneidende  Kreise  fällt  sie  mit  der  gemein- 
schaftlichen Secante  zusammen,  —  für  andere  wird  sie  mittelst 
eines  beide  schneidenden  Hülfskreises  constniirt.  Die  paarweisen 
Radicalaxen  dreier  Kreise  schneiden  sich  (110)  in  Einem  Pnncte, 
dem  sog.  Radlealcentram. 

Bezeichnet  man  die  beiden  gleichen  Tangenten  mit  t,  nnd  die  Distanien 
des  Pnnetes  von  den  beiden  Centren  mit  d  und  i,  so  hat  man  nach  03:2,  3 
d'=:r'  +  t'  d'  =  p»  +  t» 

l>  =  d*+a<— Sax  « 

_  a»-f  d*  — d*  _  a'  +  r'— e* 
'—  3a  ~  3a 

:.  b.  w.  —  Daea  die  Radlcalaxe  Eweier  sieb  schnei- 
denden Ereise  mit  Ihrer  gemeinscbaftUchen  Secante  cu- 
sammenfUlt,  geht  von  seibat  oder  auch  daraus  hervor, 
daes  für  die  gemelDBchaftlicben  Puncte  3  nnd  1  Identisch  werden.  —  Hat 
.  man  noch  einen  dritten  Kreis,  so  kann  man  entaprechend 

,'|\  1  die  zwei  weitern  Beslehangen 

''  '  ^._«'  +  g*-R'  A*  +  R'-r* 

'—  3a  —  3A 

aufschreiben,  nnd  alle  drei  ergeben 

3ax+3<<y4-2A»  =  a"+o*  +  A» 
also  wird 

und  hierin  liegt  nach  110  die  Bedlngang  fllr  das  Schnei- 
den der  drei  Radicalaxen.  in  Einem  Funote.  —  Zieht  man 
In   Ewel   aaiser   einander   liegenden   Kreleen    der  Bsdien   R   vnd   r   und   der 
Hittelpnncto   a    nnd   c    parallele   Radien   nnd   TCrbindet   ihre   Endpnnete,   so 
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erhält  man  cwei  neue  Puncte  b  und  b,  und  findet 

R 


r 


bc 

ab 
cb 


ah 


a  —  ab 

ab 
ab  — a 


ab:bc=:ab  :  bc 


und  hieraus  erhält  man  sofort 

aR  aR 


ab  = 


ab  = 


R  +  r  R  — r  ^ 

Es  sind  also  b  und  b  einerseits  in  Beziehung  auf  a  und  c  einander  harmonisch 
zugeordnet,  anderseits  von  der  Lage  der  parallelen  Radien  unabhäogig,  so 
dass  auch  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  an  die  beiden  Kreise  durch  sie 
gehen  müssen.  —  Für  das  nach  Qianfrancesco  Malfattl  (Ala  di  Roveredo 
1781  —  Ferrara  1807 ;  Professor  der  Mathematik  su  Ferrara)  benannte  Problem 
„In  ein  Dreieck  drei  Kreise  zu  beschreiben,  welche  einander  und  eis  sein  je 
zwei  Seiten  des  Dreiecks  berflhren^^  kann  auf  die  Specialscbrift  „Adams* 
Das  Malfattisohe  Problem.  Winterthur  1846  in  4.^  verwiesen  werden. 

IM«  Pol  und  Polare.  Wenn  (s.  Fig.  1)  ob.od^r^,  so  heissen 
die  Puncte  b  und  d  reclprok^  und  theilen  ac  harmonisch.  Zieht 
man  durch  einen  derselben,  den  Pol^  eine  Secante,  —  durch  den 
andern  eine  Senkrechte  zu  ac,  die  Polare ^  so  theilen  (116)  Pol 
tmd  Polare  (z.  B.  d  und  b  f )  die  entsprechende  Sehne  (e  g)  harmo- 
nisch. Liegt  der  Pol  ausserhalb,  so  fällt  die  Polare  mit  der  ihm 
entsprechenden  Berührungssehne  zusammen.  —  In  jedem  einge- 
schriebenen Vierecke  bestimmen  (116)  die  Durchschnittspuncte  der 
Diagonalen  und  der  Gegenseiten  ein  Dreieck,  in  welchem  jede  Ecke 
Pol  ihrer  Gegenseite  ist.  Man  kann  hiemach  leicht  zu  jedem  Puncte 
als  Pol  seine  Polare,  —  und  indem  man  für  zwei  Puncte  einer 
Geraden  die  Polaren  und  sodann  den  Durchschnittspunct  der  Letz- 
tem aufsucht,  den  Pol  der  Geraden  bestimmen. 

Liegen  die  Puncte  b  und  d  so  In   einem  Radius,   dass   dieser  Letztere 
mittlere  Proportionale  zwischen  ihren   Distansen   vom   Mittelpuncte   ist,   so 

hat  man 

ad  ^_^  r-f-od  ^^  r4-(r**ot) 

de  od  —  r   "^  (r*:ob)  —  r 

^_   r-j-ob   ab 

""  r  —  ob   ""  bc 


oder  es  sind  a,  b,  c,  d  harmonische  Puncte,  —  folg- 
lich auch  ga,  gh,  go,  ge  harmonische  Strahlen. 
Nun  ist  aber  ga  J_gc,  folglich  muss  (116)  Bogen 
e  c  =:  c  h  sein ;  also  halbirt  b  o  den  Winkel  der  Strahlen 
be  und  bh,  w&hrend  bf  J_bc,  —  also  sind  auch  bh,  bc,  be,  bf  har- 
moniscbe  Strahlen,  folglich  g,  f,  e,  d  harmonische  Puncte,  w.  z.  b.  w.  Um- 
gekehrt ist  nothwendig  von  jeden  zwei  PunctcD,  welche  eine  Sehne  harmonisch 
theilen,  der  Eine  Pol  einer  Geraden,  welche  durch  den  Andern  geht.  —  Da 
(116)  aech  und  debi  harmonische  Puncte  sind,  -—  da  femer  ga,  ge, 
gc  und  gh,  sowie  fa,  fe,  f  c  und  fh,  weil  sie  durch  diese  harmonischen 
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Pimete  gehen,  mach  bennofiilBCiie 
Sirmhlen,  «Iso  liinwieder  akbg, 
dmcg,  ftldl  imd  bncf  hu^ 
mottisehe  Pttncie  sein  mllseen,  — 
8o  tiegen  somit  i  nnd  h  in  der 
Polaren  Ton  e,  k  nnd  m  in  der 
Poleren  von  g,  1  nnd  n  end- 
lich in  der  Poleren  von  f,  w.  s. 
i    b.  w. 

1S9.  Sekne,  Pfeil,  Sector  Ud  Segneot  Bezeichnen  für  einen 
Mittelpnnctswinkel  g> :  b  Bogen,  s  Sehne  oder  Chorde  (sog.  doppelter 
Sinns),  p  Pfeil  oder  Bogenhöhe  (sog.  Sinns  versns),  F  Ejreisans- 
schnitt  oder  Sector,  nnd  f  Kreisabschnitt  oder  Segment,  so  hat 
man  (100,  123),  wenn  g>'*  die  Anzahl  der  in  q>  enthaltenen  Secnnden 
ist,  nnd 

Arcv  =  ^^  =  y".Sinl"  1 

die  hänfig  als  Maass  des  Winkels  benutzte  Bogenlänge  für  den 
Radins  1  ist, 

b  =  -r^TT  Tn  =  T.  Are  qp  =  r .  y" .  Sin  1"  2 

Femer  (123,  105,  93,  94,  98) 

«        g>     «_      br      r^Arcflp      ^      r^,.  «•      ^      '0> — ^0* 

B  =  2rSm-|-  =  2yp(2r-p)  ,  =  j!+ili  4 

^  o  p 

p  =  r.Sinvers-|-  =  2rSinÄ-|-  =  r  — y  V(2r4-s)  (2r  — s)     * 

Sind  die  Winkel  so  klein,  dass,  wenn  man  sie  in  Bogen  ansdrackt, 
ihre  dritten  nnd  hohem  Potenzen  vemachlässigt  werden  dürfen,  so 
hat  man  (50,  94) 

Sin  g>  =  Are  g>  =  Tg  g>  Ctg  ?>  =  "ä   =="  Coscc  tp       • 

0089,  =  !-^^^  Secy-1  +  ^^^  » 


Cos  vers.  qp  =  1  —  Are  g> 


8 


Sin  vers.  y  =       ^^ 

worans  sich  manche,  praktisch  nicht  unwichtige  Nähernngsformeln, 
wie  z.  B. 

Sin  vers  2  y  =  4 ,  Sin  vers  y  =  4  (See  q>  —  1)  9 


r  .  Arc^  a> 
P  = 8 


8  =  r .  Are  g>      etc. 


10 


ergeben.  (VI,  VD). 


—  Das  oentriache  Vieleck  nnd  der  Krele.  — 


175 


Die  Formeln  2 — 4  bedürfen  kaum  einer  besondem  Ableitung.  —  Die  ersten 

Formeln  5  stimmen  mit  der  selbstverständlichen 

p  =  r(l-Co8-|.) 


überein,  nnd  hieraus  folgt  auch  mit  Hülfe  von  4 
p  =  r  —  r  y  1  — 


fiiT.t_9 


jm' 


=,-,yn^ 


=  r  —  —  V4r*-^ 


d.  h.  die  letzte  der  Formeln  5.  —  Auch  die  N&herungs- 
formeln  6 — 10  erhalten  sich  in  der  im  Texte  augegebenen  Weise  gane  leicht, 
nnd  es  mag  einzig  beigefügt  werden,  dass  9  und  10  besonders  von  den 
Artilleristen  h&uflg  angewandt  werden.  —  Setzt  man  9  =  4  a  oder 


Tg«  =  Tg-|  = 


4  r  Sin*  ^ 
4 


4  r  Sin -?- Cos  4- 
4  4 


_2p 


s 


80  kann  man  die  zweite  Formel  4  durch 

'"-8p^^^    8«  ^-  8p  ^^+^«  "^-  4  •        Tg« 
ersetzen.  Femer  erhIUt  man  aus  2  und  3  mit  Hülfe  von  51 : 1 

b  =  r .  Are  9  =  4  r .  Are  a  := 
=  4rTg«(l-i-Tg««  +  lTg4«-i-Tg««  +  ...) 

=  8(l  +  Tg««)(l-iTg««+lTg^«-lTg««  +  ...) 


11 


1.3 


8.6 


Ö.7 


19 


Jbi£^       8(r  — p)  _  b  — 8 
"    2  2         — ~"2~~*'"^    2 


ps 


=  -^+8rTe.,(^-^Tg.„  +  3l^Te*«-...) 


—  P" 


=2p«ty+T:3Tö- 


1.3     3.5 '^^*"^"  ö. 7 


Tg«« 


««  — 


3.5.7 


Tg^«  + 


5.7.9 


Tg^«-...)] 


Tg««—...] 


Ist  «  klein,  so  stimmt  somit  f  sehr  nahe  (vergl.  145)  mit  der  Parabelfläche 

2 
-^ps  überein,  und  weicht  jedenfalls  von  ihr  nicht  um 

2  Tg««        2  4/p\«^2  /p\« 


3 


also  nicht  einmal  um  das  |-^|  fache  ab,  wie  diese  Culmano  in  seinem  89 

erwähnten  Werke,  wo  er  13  mittheilt,  des  weitem  ausführt.  —  Bezeichnet  r 

den  Mittelpunctswinkel ,    dessen  Bogen  gleich   dem  Radius  ist,   und  für  den 

Wilhelm  IMatzka  (Leipertitz  in  Mähren  1798;  Professor  der  Mathematik  in 

Wien  und  Prag)  den  Namen  Gehren  vorgeschlagen  hat,  so  ist  nach  2 

1QQ0 
r  =  --^^  =  57  0,295779  =  57  0  17' 44",  806 


=  206264",  806  =  (1 :  Sin  1") 


ii 
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und  es  können  manche  Fonneln  und  Rechnungen  durch  EinftLhmng  desselben 
etwas  vereinfacht  werden;  vergl.  Matska's  betreffende  Abhandlung  in  Bd.  8 
von  Orunert's  Archiv.  —  Die  zuweilen  von  Praktikern  gebrauchte  Grösse  q 
(vergl.  Fig.)  kann  nach 

q  =  (Bec-|-  — l).r  =  (l  — Co8-|-)r8ec-|-  =  p.8€C^  14 

berechnet  werden.  Für  einen  kleinen  Werth  von  9  werden  somit  offenbar  q 
und  p  sehr  nahe  gleich  gross. 

ISO«  Hoch  einige  Beziehungen.  Bezeichnet  x  den  Radius  eines 
Kreises  und  b  den  Abstand  zweier  Sehnen  2  a  und  2  c  der  Winkel 
2  a  und  2/9,  so  folgen  (s.  Fig.) 

a«=x.Sina  c  =  x.  Sin  ß         h  =  x  (Cos  a  —  Cos  ß)      1 

und  hieraus  (98) 

/?+«^      b  /?-a  b  ^ 

^S      2  c  — a  ^      2  c  +  a  ^ 

Die  Gleichungen  1  lassen  z.  B.  aus  x,  a,  c  zunächst  a,  ß  und 
dann  b  finden,  —  die  2  aber  aus  a,  b,  c  die  Winkel  a,  ß  und 
dann  x  nach  1. 

Für  eine  Anwendung  der  im  Texte  gegebenen,  kaum  einer  Erl&uterung 

bedürfenden  Fonneln  vergleiche  s.  B.  347.  —  Sollte  man 
c  aus  a,  b  und  z  berechnen  müssen,  so  könnte  man  sich 
entweder  der  aus  1  direct  folgenden  Formeln 

X  '^  X  •  "^ 

bedienen,  oder  besser  zur  Hülfe  zuerst  den  Abstand  der 
Sehne  2  a  vom  Centrum 

d  =  ya«  — x«  =  y(a  +  x)(a  — X)  S 

berechnen,  und  sodann  c  nach  der  Formel 

c  =  x.8in/J=Vx«  — x»Cos*/?  =  yx«--(d-^b)* 

=2V(x  +  d  — b)(x  —  d  +  b)  4 

erhalten. 

XV.  Die  analytisdie  Geometrie  der  Ebene. 

ISI«  Die  Oleichnng  der  Geraden.  Eine  für  jeden  Punct  einer 
Linie  statthabende  Beziehung  zwischen  Abscisse  und  Ordinate,  oder 
zwischen  Radius  Vector  und  Winkel,  heisst  Glelcbuiiff  der  Linie, 
—  und  umgekehrt  stellt  jede  continuirliche  Gleichung  zwischen  zwei 
Coordinaten  eine  Linie  vor.  So  besteht  (s.  Fig.)  für  jeden  Punct  m 
einer  Geraden  (1)  die  Beziehung 

-^^+^-  =  -^''         also  ist        i-uX«i  1 

2    -t-    2    —    2  also  181         a^  ß  * 
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die  Gleichung  einer  Geraden,  und  umgekehrt  stellt  jede  Gleichung 
,  ersten  Grades 

y  =  aix  +  bi        oder        Ai  x  +  Bi  y  +  Ci  =  0  2 

eine  Gerade  (1)  vor,  und  zwar  ist 

a.  =  -|  =  -4|-=Tg(l,x)  b.=/9  =  -§l-       S 

Dabei  heissen  a  und  ß  Parameter« 

Wenn  die  Coordinaten  eines  Pnnctes  nicht  einzeln  gegeben  sind,  sondern 
nnr  eine  Beziehnng  zwischen  denselben,  so  wird  der  Punct  dadurch  auch 
nicht  vollkommen  bestimmt:  Jeder  Punct,  dessen  Coordinaten  die  gegebene 
Beziehung  eingehen,  entspricht  derselben  auf  gleiche  Weise.  Die  Oesammthelt 
der  Lagen  eines  Punctes,  welche  einer  Bedingung  genügen,  haben  wir  aber 
(73)  Ort  dieser  Bedingung  eenannt,  —  eine  Beziehung  zwischen  Coordinaten 
bestimmt  also  nicht  einen  einzelnen  Punct,  sondern  einen  Ort.  Ist  die,  die 
Bedingung  ausdrückende  Function  contlniilrllch •  d.  h.  ändert  sich,  wenn 
der  Werth  der  einen  Coordinate  einen  kleinen  Zuwachs  erhält,  auch  der 
Werth  der  andern  Coordinate  um  eine  kleine  Grösse,  so  bilden  die  der  Be- 
dingung entsprechenden  Puncte  eine  Folge  von  Lagen,  sind  also  mit  dem 
Wege  eines  Punctes  zu  vergleichen,  —  oder  es  ist  der  Ort  in  diesem  Falle 
eine  Curve,  und  zwar  heisst  diese  al|^ebralBeh  (des  n*^  Grades)  oder 
transcendeilt  •  je  nachdem   die  Gleichung  algebraisch  (des  n**»  Grades) 

oder  transcendent  ist  —  Die  im  Texte  gegebenen 
Grundbeziehungen  ergeben  sich  mit  Hülfe  der  bei- 
stehenden Figur  ohne  Schwierigkeit;  ja  in  manchen 
Fällen  lässt  sich  die  Gleichung  einer  Geraden  ganz 
unmittelbar  bestimmen:  So  ersieht  man  z.  B.  ohne 
vrciteres,  dass  die  Gleichungen 

x=:o  y=:o         x  =  a         yc=b         y^x.Tga        etc. 

Gerade  vorstellen,  welche  der  Reihe  nach  mit  der  der  Ordinatenaxe  oder  mit 
der  Abscissenaxe  zusammenfallen,  —  zur  Ordinatenaxe  oder  Abscissenaxe 
parallel,  also  zur  Abscissenaxe  oder  Ordinatenaxe  senkrecht  sind,  —  durch 
den  Anfangspunct  gehen  und  mit  der  Abscissenaxe  den  Winkel  a  bilden,  — 
etc.  —  Bezeichnet  d  die  Distanz  des  Anfangspunctes  von  der  Geraden  1,  so 
ist  offenbar 


-"^  =  -iViq^  oder  i  =  --^4l=  = 


bi 


Coe(l,x)  =  --— ^=-1       8ta(l,»)  =  -— ^  =  A  K 

und  mit  Benutzung  hievon  geht  1  in 

X  Sin  (l,x)  —  y  Cos  (1,  x)  =  d  6 

über,  —  eine  Gleichung,  welche  Hesse  in  der  unten  angeführten  Schrift  als 
IVormalforai  der  allgemeinen  Form  2  der  Gleichung  der  geraden  Linie 
gegenüberstellt  —  Ausser  vielen  schon  genannten  allgemeinen  und  manchen 
später  anzuführenden  besondem  Schriften,  sind  für  analytische  Geometrie 
überhaupt,  und  speoiell  für  analytische  Geometrie  der  Ebene  etwa  folgende 
Werke  vorzumerken:   ,)Jean  Paul  de  Ciua  de  Malves  (Careasonne  1714?  — 

Wolf,  HftBdbiwh,    I.  12 
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Paris  1785;  Prior  von  8t.-Oeorge  de  Vigon,  Mitglied  der  Pariser- Academie; 
vergL  sein  Eloge  durch  Gondorcet  in  M6m.  de  Par.  1786),  Usage  de  Panalyse 
de  Descartes  ponr  d^convrir  les  propriötte  des  lignes  g^om^triqnes.  de  tons 
les  ordres.  Paris  1740  in  8.,  —  Georg  Wolfgang  Krallt  (Tuttlingen  1701  — 
Tabingen  1754;  Professor  der  Mathematik  in  Petersburg  und  Tübingen),  In- 
Bütutiones  geometri»  sublbnloris.  Tubing»  1758  in  4.,  —  Achille -Pierre 
Dionls  da  S^Jonr  (Paris  1784  —  Fontainebleau  1794;  Parlamentsrath  und 
Academiker  in  Paris)  et  Mathieu-Bemard  Cloudlii  (Paris  1784  —  Paris  1817; 
Parlamentsrath  in  Paris),  Tralt^  des  propriötte  communes  h  toutes  les  conrbes. 
Paris  1778  in  8.,  —  Jean-Baptiste  Blot  (Paris  1774  —  Paris  1862;  Professor  der 
Physik  und  Astronomie,  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Essai  de  g^o- 
mätrie  analyüque.  Paris  1802  in  8.  (6  6d.  1828;  deutsch  von  Ahrens  1817  und 
1840),  —  Monge»  Application  de  l'analyse  k  la  g^om^trie.  Paris  1805  in  4. 
(NouY.  ^dit  par  Liouville  1850),  —  Lhullier»  Elömens  d'analyse  g^om^trique 
et  d'analyse  alg^brique.  Paris  1809  in  4.,  —  Charles  Dnpln  (Varsy  1784; 
Marine -Ingenieur  und  Mitglied  der  Pariser  «Academie),  Däveloppements  de 
g^omötrie.  Paris  1818  in  4.  (Suite  1822),  —  DeTelejr»  Application  de  Pal- 
gdbre  k  la  g^om^trte.  Lausanne  1816  in  4.,  —  Heinrich  Wilhelm  Brandes 
(Groden  bei  Riteebüttel  1777  —  Leipsig  1834;  erst  Deichinspector  im  Olden- 
burgischen, dann  Professor  der  Mathematik  eu  Breslau,  zuletst  der  Physik  zu 
Leipzig),  Lehrbuch  der  hOhern  Geometrie.  Leipzig  1822 — 1824,  2  Bde.  in  4., 
--  J.  J.  Ldttrow»  Analytische  Geometrie.  Wien  1823  in  8.  (Lat  Ton  Bqjanovicb, 
Yiennn  1828),  —  Lef^bnre  de  Fourcy,  Göom^rie  analytique.  Paris  1827  in 
8.  (5  4d.  1847),  ^  Julius  Plficker  (Elberfeld  1801  —  Bonn  1868;  Professor 
der  Mathematik  und  Physik  in  Halle  und  Bonn),  Analytisch -geometrische 
Entwicklungen.  Essen  1828—1881,  2  Bde.  in  4.,  ~  und:  System  der  analyti- 
schen Geometrie  auf  neue  Betrachtungsweisen  gegründet.  Berlin  1835  in  4.,  — 
Ludwig  Jmmanuel  Ma^ua  (Berlin  1790;  früher  Kaufmann,  jetzt  Priyat- 
gelehrter),  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen 
Geometrie.  Berlin  1833  in  8.,  —  D.  Chellnl»  Saggio  di  geometria  analiüca. 
Roma  1838  in  8.,  «^  L.  A.  Sohneke»  Analytische  Geometrie.  Halle  1851  in 
8.,  —  Mich.  CbaaleB»  Trait^  de  göomötrie  sup^rieure.  Paris  1852  in  8.,  — 
O.  Fort*  Professor  der  Mathematik  zu  Dresden,  und  O.  Sehlömlleh*  Lehr- 
buch der  analytischen  Geometrie.  Leipzig  1855,  2  Bde.  in  8.  (2.  A.  1863),  — 
Paul  Heinrich  Zecb  (Stuttgart  1828;  Lehrer  der  Mathematik  in  Stuttgart), 
Die  hdhere  Geometrie  in  ihrer  Anwendung  auf  Kegelschnitte  und  Fl&chen 
zweiter  Ordnung.  Stuttgart  1857  in  8.,  —  Ferdinand  Joachlmtthal  (Gold- 
berg in  Schlesien  1818  —  Breslau  1861;  Professor  der  Mathematik  zu  Halle 
und  Breslau),  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Berlin  1863 
in  8.,  ^  W.  A.  Whltworth»  Prof.  of  Mathem.  in  Liverpool,  Trilinear  Go- 
ordinates  and  other  methods  of  modern  analytical  Geometry  of  two  dimensions. 
Cambridge  1866  in  8.,  —  Ludwig  OUo  Hesse  (Königsberg  1811 ;  Professor  der 
Mathematik  zu  Königsberg,  Halle  und  Heidelberg),  Vorlesungen  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punctes  und  des  Kreises  In  der 
Ebene.  Leipzig  1865  in  8.,  —  Housel»  Introduction  h  la  gtom^trie  sup^rieure. 
Paris  1865  in  4.,  —  L.  PaInTln»  Piincipes  de  g^om^trie  analytique:  G6o- 
m^trie  plane.  Paris  1866  in  4.,  —  etc^ 

tB9.  TerscUedene  AnfgabeD.  Für  den  Darchsclmittspnnct  zweier 
Geraden  (1)  und  (2)  erhält  man  ans  ihren  Gleichungen 


—  Die  analytische  Geometrie  der  Ebene.  —  179 

3^-.       ^1  —  ^2  aib2  — agbt  ^ 

»t  —  *2  *1  —  *2 

wfthrend  (83,  98,  131)  ihr  Winkel 

(l,2)  =  (l,x)-(2,x)  =  ArcTg-^?^t^^  t 

1  -f-  ai  aj 

also  afssas  die  Bedingung  des  Parallelismnsy  nnd  l  +  afas^^^O 
die  des  Senkrechtstehens  ist  —  Zwei  Puncte  (Xf  ji)  und  (x2  Jz) 
haben  die  Distanz 

r  =  V(x,-X2)^  +  (yi-y2)^  S 


wfthrend 


X|  —  X2 


die  Gleichung  der  durch  sie  bestimmten  Geraden  ist  Für  js^O 
folgt  ans  4 

x  =  xi  — y|— * ^  • 

71—72 

nnd  sind  daher  7i=f(xi)  nnd  y2  =  f(x2)  kleine  Werthe  (Fehler), 
welche  f  (x)  für  zwei  Annahmen  X|  nnd  X2  annimmt,  so  kann  man 
nach  5  einen  Werth  Xj  ausrechnen,  welcher  einer  Wurzel  von 
f(x)«=:0  bereits  sehr  nahe  kömmt,  f  mag  eine  algebraische  oder 
eine  transcendente  Function  bezeichnen,  —  und  durch  Wiederholung 
des  Verfahrens  kann  man  x  nach  dieser  Regel,  der  sog.  Regula 
Falsl)  mit  beliebiger  Annäherung  finden.  —  Das  durch  drei  Puncte 
(xi7i)»  i^tJt)}  (X373)  oder  durch  drei  Gerade  (1),  (2),  (3)  be- 
stimmte Dreieck  hat  die  Fläche 

p^  3Lt(y2  — y»)4-X2(y»  — yt)  +  xa(yt  — 72)  n 

2 

^  [^t  (»2  —  a»)  +  ^2  (»3  —  ftt)  +  fe»  (ft t  —  ^2)]^  j 

2(a2  — a,)  (a,  — ai)  (a,  — a2) 

Der  Abstand  3  eines  Punctes  (aß)  von  der  Geraden  (1)  kann  (97) 

nach 

g  ^  ß  —  hx  —  atix  g 

Statt  2  schreibt  man  auch  oft 
O08  (1, 2)  s  O08  (1,  X) .  Cos  (2,  X)  +  Sin  (1,  z) .  Sin  (2,  x)  9 

^  1  ■,  l  +  ^ifti 

yi+Tg«(i,2)    yr+^VT+i? 

_  aiat+ßißt  _^   ^   r     ^       I L_l 

um  4  sn  finden,   schreibt  man   181  :  2  für  die  beiden  gegebenen  Puncte 
auf,  berechnet  daraus  a|  und  b| ,  nnd  snbstitnlrt  diese  Werthe  in  181  : 2.  — 

12  • 


10 
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Die  durch  6  ausgedruckte,  schon  in  30,  44  und  00  theils 
citirte,  theils  abgeleitete,  hier  aber  ganz  besonders  klar 
nach  ihrem  Innersten  Wesen  sich  kennaeichnende  Regula 
Falsi  scheint  anerst  etwa  um  1600  durch  den  aus  Amul 
gebürtigen,  arabischen  Mathematiker  Mohammed  Beha- 
eddtn  ben  Alhossain  in  seiner  „Essenz  der  Rechenkunst 
(arabisch  und  deutsch  von  Nesselmann,  Berlin  1843  in  8.;  franz.  durch  A. 
Marre,  Rome  1864  in  8.)^^  angedeutet  worden  zu  sein.  Ihre  Anwendung  mag 
durch  folgende  Beispiele  erlftutert  werden:  Macht  man  in  der  transcendenten 
(408 :  15  entsprechenden)  Gleichung 

0  =  u  — 140  3'  20",1 .  Sin  u  —  329»  44'  27  ",7 
Ar  u  die  Annahmen  u'  =  822<>48'  und  u"  =  320^^0',  so  entsprechen  ihnen, 
wie  man  durch  Substitution  dieser  Annahmen  in  die  Gleichung  leicht  findet, 
die  Fehler  d'  =  +  6863",7  und  d"=:  — 2542",6,  und  nun  gibt  die  Regula 


Falsi 


u''' =2  320«  0' +  2Ö42",6 . 


822«  48 '  —  3200  0' 


=  8200  62'32",8 


5363",7  +  2542",6 

wofür  durch  Substitution  in  die  Gleichung  der  Fehler  d"'  =  -|-14",0  erhalten 
wird.  Wendet  man  auf  u"  und  u'"  nochmals  die  Regula  Falsi  an,  so  erhält 
man  ui^  =  3200Ö2' 16",5  mit  dem  Fehler  d"^  =  0",0,  —  also  ist  u  =  320«62' 
15",5.  —  Entsprechend  den  in  363  mitgetheilten  Beobachtungen  des  Kometen 
von  1866  I  erhUt  man  nach  412  zur  Bestinmiung  von  ^|,  r^,  r,,  k  die  4 
Gleichungen 

r^ «  =  1,671917 .  iTi «  —  0,037155 .  St  +  0,966908 

Tj«  =  6,177862 .  dl «  — 1,263667 .  dj  +  0,966681 
k  «  =  2,144246 .  d^ «  —  0,378266 .  dj  +  0,018640 

(rs+'i  +  k)'^'  — ('8 +ri  —  k)'/*  — 0,8042144  =  0 

Macht  man  zuerst  die  Annahme  d^  =z  0,  so  ergeben  die  drei  ersten  Gleichungen 

ri  =  0,988316  r,  =  0,983200  ks=  0,136162 

und  hiefür  nimmt  in  der  vierten  Gleichung  die  Seite  links  den  fehlerhaften 
Werth  —0,231499  an.  Für  die  Annahmen  (fi=rO,5  ergeben  sich  dagegen  die 
Werthe 

ri  =  1,168149  r,  =  1,370882  k  =  0,604644 

und  für  diese  der  fehlerhafte  Werth  -f- 2,073049.  Sucht  man  nun  zu  beiden 
Annahmen  und  den  ihnen  entsprechenden  Fehlem  nach  der  Regula  Falsi  eine 
bessere  Annahme,  wiederholt  damit  die  Rechnung,  —  wendet  neuerdings  auf 
die  nunmehrigen  zwei  besten  Annahmen  und  ihre  Fehler  die  Regula  Falsi  an, 
etc. ,  so  erhIUt  man  schliesslich  die  Annahme  6i  ^  0,214141 ,  und  damit 


r^  =z  1,016398 


0,989633 


k  =  0,189387 


und  hiefür  reducirt  sich  nun  die  linke  Seite  der  vierten  Gleichung  auf  Null. 
Es  ist  somit  die  letzte  Annahme  eine  gute ,  und  ebenso  sind  die  mit  ihr  be- 
rechneten Werthe  von  r^ ,  r,  und  k  als  gut  zu  betrachten.  —  Ein  fthnlichea 

Beispiel  wird  in  412  noch  weiter  ausgeführt  und  verfolgt 
werden.  —  Bezeichnet  man  die  Fl&che  des  durch  die 
drei  Puncte  (x^yi),  (X|y,),  (x^y,)  bestimmten  Dreieckes 
mit  F,  so  hat  man  offenbar  (113) 

2F^(x,-.x,)(yi  +  ya)  +  (x,-X3)(y,  +  y,)- 

—  (^1— xi)(yi  +  yt) 

woraus  6  sofort  hervorgeht.  Für  die  Durchschnittspuncte 
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der  Geraden  (1),  (2),  (3)  aber  erhält  man  nach  1 
,  —       ^i  —  N  •  ^      ^»^^1  -  «,       b,  —  b, 

A*    tau«   ■—    —————  i^    ^_   ■—    Jit    Mü.   ■— 

«  ^       bj  a»  —  b,  a|  _       b,  a,  —  b^  a,  __       ^t  ^4  ■—  b,  a, 

und,  wenn  8|  St  B,  die  mit  den  Geraden  (1),  (2),  (3)  zusammenfallenden 
Dreieckeeeiten  sind,  so  ergeben  sieh  nach  8  nnd  6,  wenn 

,n_.^iCat  — at)  +  N(a8-a,)  +  b,(a,  — a,) 

(«t-«»)(ai  — ai)(*i  — «t) 
gesetzt  wird, 

S,  =  m(a,-a0l/ITi7  8,  =  m  (a^  -  a,)  VT+V 

3P_.bt-"b3/b,a,— bta,      b^at— b,a,\      b,— b^ /b^a,--b,a^      b,a,>-b,at\ 
a,— a,\    aj— ai  »i— a,    /"^aj— ai\    a^— a,  «t— *»    / 

1  bj— b,/b,a3— bja,      b,at— bta,\ 
■^a^  — a,\    a,  — aj  a,-ai    / 

=  ai(b,  -  b,)  m+ a,  (b,  — bi)m  +  a,  (b, -b,)m 

=  — m  [bi(a,  — a,)  +  b,  (a,  —  aO +ba  (aj  — a,)] 

mit  welch'  letzterer  Formel  (abgesehen  vom  Vorzeichen,  das  für  die  Fliehe 
schliesslich  Immer  positiv  werden  muss)  die  obige  7  vollkommen  überein- 
stimmt —  Setzt  man  in  97:4  statt  y%  y,  x,  ßj  a  und  9  der  Reihe  nach: 
J,  /?,  o,  b^,  0  und  CI9  x)  =  ArcTgai,  so  erhUt  man 

^=0?-bOCos(l,x)-a8in(l,x)  =  .^^::;^=^M^ 
^  '  Vl  +  Tg«(l,x) 

wo  die  letztere  Formel  die  im  Texte  gegebene  8  ist,  w&hrend  die  erstere 
mit  der  von  Hesse  gebrauchten  Form 

^=:d  — a8in(l,x)  +  /9Cos(l,x)  U 

übereinkömmt  —  Die  vom  Anfkngepuncte  auf  die  (Gerade  131:3  gezogene 
Senkrechte  hat  offenbar  die  Gleichung  y=:  —  ^'^n  ^^^  ^^  a^  derselben 
in  dem  Pnncte  ^ 

^-       1  +  aj«  ^^l+»i»  " 

aul 

ISS«  Der  Panot  der  mittlem  Entfemmigen.  Das  Ptoduct  des 

Abstandes  eines  Punetes  (x  j)  von  einer  Geraden  in  eine  beliebige 
ihm  zngetheilte  Constante  m  heisst  Ofornent  des  Punctes  in 
Bezlelmnc  aaf  die  Gerade«  Hat  man  ein  System  solcber  Pnncte, 
so  besitzt  der  Pnnct 

—  ^^^  ^  ^my  ^ 

^""    -Sm  y*"    -Sm 

die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  ihm  ^m  als  Constante  zuordnet, 
für  jede  Gerade  (132 : 8)  sein  Moment  gleich  der  Summe  der  Mo- 
mente aller  Puncte  des  Systemes  ist;  er  heisst  Pnnct  der  mittlem 
Entremmiffeii  oder  Schwerpanct9  —  jede  durch  ihn  gehende 
Gerade  Scbweraxe«  Wählt  man  den  Schwerpunct  zum  Anfangs« 
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poncte  der  Coordinaten,  und  bezeichnet  die  Abstände  der  Puncto 
des  Systemes  von  demselben  mit  r|,  r^,  etc.,  —  ihre  Abstände  von 
einem  Puncte  (a,  b)  dagegen  mit  ^|,  ^29  ®^^*9  —  ^^^  Abstand  des 
letztem  vom  Schwerpuncte  endlich  mit  r,  so  werden  Smx^Bs  Smj 
SS  0,  und  man  erhält  (132 : 3)  die  merkwürdige  Beziehung  Steiner's 

Zu  jedem  Puncte  einer  Geraden  findet  sich  ein  zweiter ,  mit  ihm, 
in  Beziehung  auf  die  Mitte,  symmetrischer  Punct;  werden  somit  allen 
Puncten  der  Geraden  gleiche  Constanten  zugeschrieben,  so  fällt  ihr 
Schwerpunct  in  die  Mitte,  und  hat  eine  der  Länge  der  Geraden 
proportionale  Constante.  —  Ein  Dreieck  kann  man  sich  als  eine 
Folge  von  Parallelen  zu  einer  Seite  denken,  und  da  deren  Schwer- 
puncte (89)  in  der  Geraden  liegen,  welche  die  Mitte  der  Seite  mit 
der  Gegenecke  verbindet,  so  muss  der  Schwerpunct  des  ganzen 
Dreiecks  mit  dem  (112)  bestimmten  Puncte  zusammenfallen.  —  Der 
Schwerpunct  irgend  eines  Vieleckes  wird  gefunden,  indem  man  das- 
selbe durch  Diagonalen  auf  zwei  Weisen  theilt,  und  je  die  Schwer- 
puncte der  Theile  verbindet.  Der  Schwerpunct  eines  centrischen 
Vieleckes  oder  eines  Elreises  fällt  mit  seinem  Centrum  zusammen. 

Beieichnet  d  den  Abstand  des,  schon  von  Carnot  durch  seine  „G6om^trie 
de  Position  (vergl.  116)^  In  die  Geometrie  eingeführten,  dann  aber  namentlich 
durch  die  Arbeiten  von  Steiner  fQr  sie  wichtig  gewordenen  Punctes  der 
mittlem  Entfernungen,  von  der  Geraden  (1),  während  Si,  S^f,..  die  Abst&nde 
der  einaelnen  Puncte  z^  yi ,  z^  yt  9  •  •  •  des  Systemes  von  derselben  Geraden 
sein  mögen,  so  hat  man  mit  Hülfe  von  1  und  132 :  14 

*.2'in  =  [d  — x.8in(l,x)  +  yCos(l,x)]2'm 

=  d2'm  — 8in(l,x)2'mx-j-Cos(l,x)2'my 

=2  d  (mj  -{-  m,  -f- . . .)  —  Bin  (1,  x)  (m^  x^  -f-  m,  x^  -|- . . .)  + 

+  Cos  (1,  X)  (mi  yi  +  m,  y,  +  . . .) 
=  mi  [d  — x^  Sin  (1,  X)  +  y^  Oos(l,  x)]  + 

+  m,[d-x.  Sind,  x)  +  y.  Cos  (l,x)]  +  ... 
zsm^Si-\-mfSf -}-».» ^  JJmS 
wodurch  die  im  Texte  aufgefOhrte  Gmndeigenschaft  des  Punctes  der  mittlem 
Entfernungen  erhalten  ist  —  Um  2  lu  erhalten,  hat  man  mit  Hülfe  von 
182 : 8 

i:m^«  =  2:m[(x-a)«  +  (y-b)»] 

=:2'm(x«  +  y«)  — 2a2:mx  — 2b2:my  +  (a«  +  b«)2'm 
d.  h.  eben,  weU  Jetst  Abscissen-  und  Ordinatenaxe  Schweraxen  sind  und 
somit  JJ  mx  und  £my  verschwinden,  unsere  2,  welche  sich  für  n  Puncte 
von  gleicher  Constante  (oder  gleichem  Gewichte)  auf 

reducirt,  so  dass  die  Quadratsumme  aller  Abstände  der  Puncte  eines  Systemes 
von  einem  andern  Puncte  ein  Minimum  wird,  wenn  dieser  letstere  Punct  mit 
dem  Schwerpuncte  des  Systemes  susammenfällt.  —  Die  nun  folgenden  Sitae 
über  die  Schwerpuncte  der  einfachsten  Figuren  bedürfen  wohl  keines  weitem 
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Nachweises.  —  Zur  Erg&niung  mag  beigefügt  werden,  dass,  wenn  n  Poncte 
dieselbe  Constante  haben,  nach  1  fOr  ihren  Bchwerpnnct 

folgen,  dass  also  s.  B.  der  Bchwerpnnct  aller  Ecken  eines  n  Ecks  mit  dem- 
jenigen der  Mitten  seiner  Seiten  msammenfUlt  Endlich  ist  für  allgemeine 
Formeln  anf  140  nnd  141  zu  verweisen. 

1S4.  Die  Qleichlillg  der  Kreislinie.  Die  Gleichung  einer  Kreis- 
linie des  Mittelpunctes  (ab)  and  Radius  r  ist  (132:3) 

(X  — a)24-(y  — b)2  =  r«  1 

und  somit  speciell  für  b  =  0  und  a  s=  r 


=  V2rx  — x2 


9 


oder  f  ür  a  =  0  =  b 

x2  +  7«  ^  r2  S 

Für   den  Winkel  q>  aber,   unter   dem   sich  zwei  Kreise  (s.  Fig.) 
schneiden 9  folgt  (132:3;  104:6) 

CoBy=  r2  +  g^-(a-«P-(b-/?)^  ^ 

^  2rp 

Und  so  weiter. 

Die  Gleichungen  1 — 4  bedürfen  wohl,  wenn  man  die  im  Texte  gegebenen 

Andeutungen  und  die  Figur  benutst,  keiner  weitem  Ab- 
leitung, und  für  eine  Anwendung  von  4  kann  anf  880 
verwiesen  werden.  —  Hat  man  ausser  dem  Kreise  8  noch 
eine  Gerade 

so  müssen  für  allfUlige  gemeinschaftliche  Pnnete  beider 
Linien  auch  beide  Gleichungen  bestehen.  EUminirt  man 
aber  aus  denselben  y,  so  erhält  man 


x«+2x 


ajbj 


1+a,« 
eine  Gleichung,  welche,  je  nachdem 


(1  +  ai*)* 


>  V-r* 


oder 


r«  = 


W 


1  +  a,' 


ist,  swei  reelle,  zwei  gleiche  oder  zwei  imaginXre  Wurzeln  hat,  so  dass  die 
Gerade  5  in  Beziehung  auf  den  Kreis  8  eine  Secante,  oder  Tangente,  oder 
äussere  Gerade  darstellt,  je  nachdem  (vergl.  181:4}  ihr  Abstand  d  vom 
Kreismittelpuncte  kleiner,  ebensogross  oder  grösser  als  der  Radius  Ist  — 
Bleiben  wir  bei  dem  Falle  der  Tangente  stehen,  und  sind  z^  yi  die  Coordi- 
naten  des  Berflhrungspunotes,  so  folgen  aus  6  und  5 


Xl  =  — 


•i^ 


oder 


i+»i» 


yi=«i»i+bj= 


i+«, 


»j=— 


und  fOr  diese  letstem  Werthe  geht  6  Aber  in 


yi 
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80  dass  letztere  Gleich ung  der  TaDgente  an  den  Punct  Zj  7|  zugehört  — 
Bezeichnen  aß  die  Mittelpunctscoordinaten ,  r  den  Radius  eines  durch  drei 
Pnncte  (Z|y|),  (x^y,),  (x,  y,)  gehenden  Kreises,  so  bestehen  nach  1  die 
drei  Gleichungen 

r«  =  (xi--«)«  +  (yi-/?)«=(x,-«)«4-(y,-/J)«  =  (x,-«)«  +  (y3-«»  9 
und  aus  diesen  folgen 

^^yi(^»'4-y3'-'a'-y«')4-y,(x.«+yt'--x,«~y,«)+y.Cx,«+y«*-3q«^y/) 

2[xi(y,-y,)  +  xj(y,~y,)  +  x,(y|— y,)]  ^^ 

.■_^(^t'+y«*-^«*-y3')+x,(x,«+y3'-^t'~yi')+x,(xtt+y^t_x,«-y,«) 

^""  2[xi(y,~y,)+x,(y,-yi)+x,(yi-y,)] 

zur  Bestimmung  des  Mittelpunctes ;  mit  ihrer  Hftlfe  kann  sodann  aus  einer 
der  Gleichungen  9  der  Radius  gefunden,  und  durch  Einsetzung  in  1  die 
Gleichung  des  durch  die  drei  Puncto  gehenden  Kreises  erhalten  werden. 
Stellen  in  letzterer  Gleichung  (entsprechend  dem  in  182  bei  Entwicklung  der 
Regula  Falsi  Gesagten)  y^  y,  y,  kleine  Werthe  vor,  welche  y  s=  f  (z)  annimmt, 
wenn  für  x  zweckm&ssige  Annahmen  z^z^  z,  gemacht  werden,  so  stellt  der 
aus  ihr  fQr  y  :=  0  hervorgehende  Werth  von  z  offenbar  nahe  eine  Wurzel  der 
Gleichung  f  (z)  ^  0  dar ;  praktisch  dürfte  es  jedoch  zweckmässiger  sein,  einer 
solchen  Rechnung,  entsprechend  dem  von  Chilmann  gemachten  Vorschlage, 
eine  graphische  Bestimmung  jenes  Werthes  zu  substituiren. 

ISS.  Die  Linien  zweiten  Qrades.  Auch  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  GhradeB 

ay^  +  bxy  +  cx^4-dy  +  ex-|-f  =  0  1 

stellt,  da  sie  continuirlich  ist,  eine  Linie  dar,  —  und  zwar  muss 
diese  Linie  zweiten  Ghrades,  da  eine  der  Constanten  durch  Division 
weggeschafft  werden  kann,  durch  5  Puncto  bestimmt  sein.  Eliminirt 
man  aus  1  und  der  Gleichung 

y  =  ax  +  /?  t 

einer  Geraden  die  Grösse  x,  so  findet  man  die  Gleichung 

y2[aa2-fba-|-c]4-y[a(ad-4-e)  — /9(ab-4-2c)]  + 

4-[c/?2  — a/5e  +  a2f]  =  0  S 

und  es  hat  daher  eine  Gerade  mit  einer  Linie  zweiten  Ghrades  zwei 
Puncto  (Secante,  Sehne),  oder  einen  Doppelpunct  (Tangente),  oder 
gar  keinen  Punct  gemein. 

Da  aus  1  durch  Differentiation 

,  by +  2cx  +  e     , 

dy=  ^  •^    '  ^ L__-.  dx 

^       bx  +  2ay  +  d 

folgt,  so  entspricht  im  Allgemeinen  Jedem  kleinen  Zuwachse  von  x  ein  kleiner 

Zuwachs  von  y,  also  1  einer  Folge  von  Puncten.  —  Die  Übrigen  Aussprüche 

des  Textes  bedUrfen  kaum   einer  weitem  Erläuterung.  —  Speciell  fOr  die 

Linien  sweiten  Grades  sind  ausser  dem  in  2  angefahrten  Fundamentalwerke 

von  AppoUonius*  und  den  sie  meistens  sehr  einlässlich  behandelnden  Werken, 

welche  in  131  anfgez&hlt  wurden,  etwa  noch  folgende  Schriften  an  erwfthnen : 

„Phüippe  de  E^a  HIre  (Paris  1640  —  Paris  1718;  erst  Maler  und  Architekt, 

dann  Mitglied  der  Academle  und  Professor  der  Mathematik  in  Paris),  Thöorie 

des  coniques,  Paris  1672  in  fol.  (lat  1685),   und:   Nouveaux  öltoents  des 
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sectionB  coniques.  Paris  1670  in  12.  (Auch  1701  in  8.),  —  de  l*Ho0pltal» 
Trait^  analyüque  des  secüons  coniques.  Paris  1707  in  4.  (2  öd.  1720),  — 
Rob.  Simsoii»  TreaÜse  on  conic  sections.  Edinburgh  1785  in  4.  (lat  Edin- 
burgh 1760;  drei  erste  Bflcher  deutsch  von  Camerer,  Tübingen  1809  in  8.),  — 
H.  P.  Hamilton»  Analytical  System  of  Conic  Beciions.  Cambridge  1830  in  8., 

—  fikhellbaeh»  Die  KegelschniUe.  Berlin  1843  in  8.,  —  G.  Salmon»  Conic 
Sections.  8.  ed.  London  1855  in  8.  (4.  ed.  1863;  deutsch  von  Fiedler,  Leipzig 
1860),  -^  Chasles»  Traitö  des  sections  coniques.  Vol.  1.  Paris  1865  in  8., 

—  etc.« 

1S6«  Azen  und  KttelpnncL  Bezeichnen  u  und  t  die  Coordinaten 
der  Mitte  der  Sehne,  so  hat  man  (135:2,  3;  18) 

.  /?  A4.       /y(«h  +  2c)  — a(ad  +  e)         ^ 

t  =  au  +  p        und        t=  ^^    q. — T^r-i: — n — ä * 

2(aa*+Da  +  c) 

und  eliminirt  man  hieraus  /9,  so  erhält  man  für  den  Ort  der  Mitten 
aller  um  Are  Tg  a  geneigten  Sehnen 

ab  +  2c  ad  +  e  ^ 

t= = — r-?: U 


bH-2aa  b  +  2aa 

d.  h.  eine  Gerade,  eine  sog.  Axe«  Setzt  man  in  dieser  Gleichung 
statt  a  den  Factor  von  u,  so  erhält  man  für  die  Axe  aller  zu  der 
ersten  Axe  parallelen  Sehnen 

t  =  au  +  M  » 

so  dass  die  neue  Axe  ein  Element  des  ersten  Sehnensystemes  ist. 
Zwei  solche  Axen  oder  Sehnensjsteme  heissen  conjaglrt^  und  ihr 
Winkel  fi  ist  (132 : 2)  durch 

Tg„-g  agg  +  ba  +  c  ^ 

^  S  ^  ""  "^  b  ( 1  -  « 2) -1- 2  (a  —  c)  « 
bestimmt   Für  |ii  =  90»,  d.  h.  für 


_  a  —  c  +  k 


«  = 


wo        k  =  V(a  — c)2  +  b2 


b 

nennt  man  die  conjugirten  Axen  Haaptaxen^  es  gibt  also  nur 
Ein  Paar  Hauptaxen,  —  denn  das  Doppelzeichen  bezieht  sich  auf 
beide  Axen,  nicht  auf  zwei  Paare.  Für  den  Durchschnittspunct 
zweier  Axen  erhält  man  (132 : 1)  uach  2  die  von  a  unabhängigen 
Coordinaten 

*        2ae  —  bd       ^       2cd  —  be  v9      >•         ^ 

A  = B  s= wo      fi:  =  b*  —  4ac   o 

Es  schneiden  sich  somit  alle  Axen  in  demselben  Puncte,  dem  sog. 
Mlttelpimcte» 

Die  erste  Gleichung  1  folgt  unmittelbar  aus  186:2,  —  die  sweite  aus 
186:8  nach  18  in  Folge  der  Ueberlegung,  dass  die  Ordinate  der  Sehnenmitte 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  die  Ordinaten  der  Behnen-Endpuncte 
darstellenden  Wurzeln  der  Gleichung  136 : 3  sein  mtlsse.  —  Fflr  Aufstellung 
der  Gleichungen  2  und  3  gentigen  die  im  Texte  gegebenen  Andeutungen, 
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welche  auch  fQr  Ableitung  der  Formel  4  ansreicben.  —  Soll  ^s=90®,  also 
Tg/(^oo  werden,  so  muss 

b(l  —  ««)4-2(a—  c)a  =  0        oder        b.a«  —  2(a  —  c)a— b  =  0 

sein,  und  hieraus  ergibt  sich  6  unmittelbar.   Fflr  diesen  Werth  von  a  aber 

wird  der  Factor  von  u  in  2 

«b  +  2c_  (a  +  cT^b      _b(a  +  c4:k)(b«  +  2a«  — 2ac±2ak) 

b  +  2ao""      b«+2a(a  — C4:k)""  4a«k«— [b«  +  2a(a— c)]« 

^      a  — cHrk 

"  b 

womit  bewiesen  ist,  dass  sich  das  Doppelseichen,  wie  der  Text  behauptet, 
lediglich  auf  die  beiden  Hauptaxen  bezieht  —  Ffir  den  Durchschnittspunct 
zweier  Azen  erhält  man  nach  2  und  132 : 1  die  Coordinaten 

A^  (gid  +  e)(b  +  2a«t)  — («td  +  e)(b  +  2agt)  _  2ae  — bd 
(a,b  +  2c)(b  +  2aai)  — (aib  +  2c)(b  +  2a«t)  ""  b,— 4ao 

-    («t  b  +  a  c)  Cc4  d  +  e)  >-  (g,  b  +  2  c)  (g^  d  +  e)  _  2  c  d  •-  b  e 
(a,b  +  2c)(b  +  2aai)  — (oib  +  2c)(b  +  2ao,)""  b,  — 4ac 

d.  h.  6.  —  Eine  Hhnliche  Entwicklung  wie  in  dieser  und  den  folgenden 
Nummern  gab  ich  schon  1887  in  meiner  damals  von  meinem  unvergesslichen 
Lehrer  J.  J.  t.  Littrow  provocirten  und  in  den  17.  Band  der  Annalen  der 
Wiener-Sternwarte  aufgenommenen  ErstUngsarbeit  „Beitrag  zur  Theorie  der 
Curven  sweiten  Grades^,  —  nur  steuerte  ich  damals  su  Gunsten  der  Parabel 
auf  den  Scheitel  los,  statt  auf  den  Mittelpunct 

ISV.  Ttansformation  and  EintheilUg.  Verlegt  man  den  Anfangs- 
pnnet  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunct,  und  dreht  die  Abscissen- 
axe  in  die  Richtung  der  einen  Hauptaxe,  d.  h.  setzt  man  (97) 
0s=:A,  ßsssB^  und 

Tgy  =  ^~^~  Singy=     ~^j^  Sin2^  = g- 

Tg2y  =  -^^        Co82y  =  ^+/~"       Cob29>  =  ^ 

so  geht,  wenn  noch 

h  =  bde— -a.e^  —  cd*  S 

gesetzt  wird,  13ö:l  in 

a«  ^  b«       ^ 
über,  wo 

,._     2(h-fg)  ^o^     2(h-fg)  ^ 

g(a  +  c  — k)  g(a  +  c  +  k) 

so  dass  die  Linien  zweiten  Gfrades  nach  beiden  Axen  symmetrisch, 
und  die  in  die  Hauptaxen  fallenden  Sehnen  gleich  2  a  (grosse  Axe) 
und  2  b  (kleine  Axe)  sind.  —  Diejenigen  Puncte  der  grossen  Axe, 
welche  von  den  Endpuncten  oder  sog.  Scheiteln  der  kleinen  Axe 
um  die  halbe  grosse  Axe  abstehen,   heissen  Brennpanete  und 
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ilire  Entfernung  ae  vom  Mittelpuncte  ExcentrlcttSt«  Nach  dieser 

Definition  ist 

o2  =  a2e2  +  b«      oder,  wenn      P  =  ^  =  V^.^c  +  kj»    * 

Ffir  z  =  ae  wird  y^^p,  d.  L  der  sog.  Parameter  p  ist  die 
Ordinate  im  Brennponcte.  Umgekehrt  hat  man 

««y:^ -£-(a+c+k)a  1 

b«.Väp  =  aVl  — e2  =  p(a  +  c  +  k):V^^  « 

Man  sieht  ans  diesen  Beziehungen,  dass  die  Werthe 

g  =  —  e<l  a«=4-  b  =  -f 

0  =1  oo  oo 

mit  einander  correspondiren,  und  hierauf  stützt  sich  die  Eintheilung 
der  Linien  zweiten  Grades  in  Ellipsen  (g  «=  — )^  Parabeln  (g  =  0) 
und  Hyperbeln  (g'=+)-  —  Verlegt  man  den  Anfangspunct  in 
einen  Scheitel  der  grossen  Axe,  d.  b.  lässt  man  in  3:x  in  x  —  a 
übergehen,  so  erhält  man  für  Ellipse ,  Parabel,  Hyperbel 

y«  =  2px  — -2-x^        y2  =  2px        y2  =  2px  +  -^x'^    9 

Bezeichnen  femer  r|  und  r2  die  Radien-Vectoren  eines  Punctes  in 
Beziehung  auf  die  beiden  Brennpuncte,  so  hat  man 

ri«  =  (x  +  ae)24-y2         oder         ri  =  a  +  ex  ^^ 

12««=  (x  —  ae)2-f-y2  r2  =  a  —  ex 

also  für  die  Ellipse,  wo  ex<[a,  ri  +  r2  =  2a,  —  für  die 
Hyperbel,  wo  ex>a,  ri  —  r2=:2a.  —  Bezeichnet  man  endlich 
die  Winkel,  welche  ri  und  r2  mit  der  grossen  Axe  gegen  den 
nächstliegenden  Scheitel  hin  bilden,  mit  y,  so  hat  man  noch 

r  =  a  +  e(+rCosv  +  ae)        oder       r  =  -r-; — ^7= 11 

"~    ^  "^  n-     /  1  +  e .  Cos  V 

als  Polargleichung  der  Linien  zweiten  Ghrades  in  Beziehung  auf  den 
Brennpunct.  —  Bildet  die  grosse  Axe  mit  der  Abscissenaxe  einen 
Winkel  n,  so  geht  in  11 :  v  in  (v  —  n)  über,  und  man  erhält  für 
drei  Puncte  successive 

p  =  r|[l4-eCos(vi— n)]  =  r2[l+eCos(v2— n)]=r3[l+eCos(v3— n)] 

e= ri— rg ^ ri  — ^s ^^ 

r2  Cos  (V2 — n) — ri  Cos  (vi — n)      r3  Cos  (V3 — n) — ri  Cos  (vi — n) 

rp      _rir2(Cosv2— Cosvt)+r2r3(Cosv3— Cosv2)+r3rt(Cv|— Cva) 
rir2(Sin  Vi  — Sin  V2)+r2r3(Sin  T2— Sin  V3)+rjri(S  v,— S  Vi) 
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SO  dass  eine  Linie  zweiten  Qrades  bestimmt  ist,  wenn  man  ausser 
dem  Brennpunete  drei  ihrer  Poncte  kennt. 

Die  erste  der  Formeln  1  entspricht  dem  einen  Werthe  ans  136 : 1 ,  — 
die  übrigen  sind  daraus  mit  HUlfe  der  goniometriscben  Formeln  96  : 3  nnd 
98  : 9,  11  abgeleitet  —  Fttbrt  man  nach  97  :  1 

x  =  A  +  x'Cos9  — y'Siny  yc=:B  +  x' Biny  +  y'Cosy 

in  135 : 1  ein,  so  erhUt  man 

0  =  a(B  +  x'Sin9  +  y'Cos9)«  + 
+  b  (B  +  x'  Sin  9  +  y'  Cos  9)  (A  +  x'  Cos  9  — y' Sin  9)  + 
+  o(A  +  x'Cos9  — y'8in9)«  +  d(B  +  x'Sin9  4-y'Cos9)  + 
^-  e  (A  +  X'  Cos  9  —  y'  Sin  9)  +  f 
=  a'.y'«  +  b'.y'x'  +  c'.x'«  +  d'.y'  +  e'.x'  +  f' 

wo 

b                                       ^^.a  — c        b*           k  — a  +  c 
a'z=aCos«9— y8in29  +  c8in«9  =  a— ijj +  '2¥  +  ® 3k == 

a  +  c  +  k 

^  2 

b'  =  a8in29  +  bCo8  2  9  — cSin2  9  =  — -^+b^^^  +  -^c=0 

c^==aBin«9  +  |-8in29  +  cCos«9==a^~^^+^--^  +  o^+g^^^== 

^^  a  +  c  —  k 
"•  2 

ji      n    -n  ■  1^  1    I  ^      A     2cd  — be    ,  _   2ae  — bd    ,    ,      ^ 
d'=r2aB  +  bA  +  d=:2a J-b ^^  =  0 

g  g 

i      A     A    i   Lo  I          A     2ae  — bd    ,  ,   2cd  — be    ,  ^ 

e'=r2cA  +  bB4-e  =  2c i-b t-ezsO 

g  g 

f  =  aB«  +  bAB  +  cA«  +  dB  +  eA4-f= 

a(2cd  — be)«  +  b(2cd  — be)(2ae  — bd)+c(2ae  — bd)«    , 
= -^ + 

d(2cd-be)+e(2ae  — bd)       ^^  h.g  _  2h         _  gf— h 

g  g*  g  g 

oder  also  die  mit  8  und  4  übereinstimmende  Gleichung 
a  +  c  +  k  a  +  c-k      ,.       h~fg 

-"         2  -y    ^  2  -^  g 

Es  geht  aus  dieser  Ableitung  hervor,  dass  wenn  man 

x^x'Co8  9  —  y^Sin9  y  =3  x^  Sin  9 -(- y '  Cos  9 

in  136 : 1  eingeführt,  d.  h.  nur  die  Absclssenaxe  in  die  Richtung  der  einen 
Hauptaxe  gedreht,  und  nicht  auch  den  Anfangspunct  verlegt  hätte,  a',  b',  c' 
dennoch  dieselben  Werthe  erhalten  haben  würden,  dagegen  d'  =  d,  e'=ze 
und  f  =sf  geblieben  w&re.  —  Um  in  5  und  6  je  den  zweiten  WerUi  von  p 
und  e*  EU  erhalten,  hat  man  mit  Hülfe  von  4 

^«_  6*_  4(h-^fg)«  g(a  +  c~k)  _  2(h-fg)[(a  +  c)«-k«]  _ 
*^  "-a'-g'Ca  +  c-hk)«  •     2(b-fg)     -  g(a  +  c  +  k)»  — 

_  2(h-fg)  (4ac-b«)  _    2(fg— h) 
g(a  +  c  +  k)»        ""  (a+c  +  k)» 


.t-l_  ^'  —1        a  +  c  — k  _  g 

a«""  a  +  c  +  k'~"^( 


a  +  c  +  k)* 


—  Die  analytische  Geometrie  der  Ebene.  — 


189 


alle  flbrigen  Beiiehungen,  und  so  auch  die  in  7  und  8  enthaltenen  brauchen 
keine  weitere  Ableitung.  —  Aus  8  folgt  mit  Hülfe  von  8 

y«  =  (a«-x«)(l  — e«)  IS 

und  substitnirt  man  diesen  Werth  von  y'  in  die  ersten,  einfach  dem  pytha- 
gorftischen  Lehrsatse  entsprechenden  Gleichungen  10,  so  erh&lt  man  die 
sweiten.  —  Die  Gleichungen  11  und  die  ersten  Gleichungen  12  bedürfen  wohl 
keiner  weitem  Ableitung,  —  die  zweiten  und  dritten  Gleichungen  12  aber 
gehen  aus  den  ersten  ganz  einfach  hervor,  indem  man  je  zwei  durch  letztere 
gegebene  Werthe  von  p  einander  gleichsetzt,  aus  jeder  der  zwei  neuen 
Gleichungen  e  berechnet,  die  beiden  Werthe  wieder  einander  gleichsetzt,  und 
aus  der  erhaltenen  Gleichung,  nachdem  man  sie  beidseitig  durch  Cos  n  divi- 
dirt  hat,  die  nunmehr  einzige  Unbekannte  Tg  n  ermittelt.  —  Die  schon  von 
Proclus,  Guido  Ubaldi  und  Stevin  behandelte,  meist  aber  nach  Claude 
Alydorge  (Paris  1586  ~  Paris  1647;  Schatzmeister  in  der  Generalit&t  von 
Amiens),  welcher  sie  in  seinem  Werke  „Prodromus  catoptricorum  et  dioptri- 
corum,  sive  conicorum  operis  libri  2.  Parisüs  1631  in  fol.  (neue  Ausgabe  In 
4  Büchern  1639  und  später)"  besprach,  benannte  Aufgabe  „den  Weg  eines 
Punotes  einer  Geraden  zu  finden,  welche  auf  zwei  festen  Geraden  gleitet", 

l&sst  sich  auf  folgende  Weise  ganz  einfach  lösen: 
Theilt  der  beschreibende  Punct  M  die  Gerade  im 
Verhältnisse  a :  b  =3  m,  so  hat  man 

t.Sina        a  +  b       ^   , 

oder 

t.  BinaE=y(l+m) 

t.Cosa=:y(l  +  m)Ctga 

und  somit,  da  nach  dem  pythagorftischen  Lehrsätze 

(x  — t.Coso)«  +  (tSino  — y)«  =  a« 
isty  sofort 

[(l  +  m)«Ctg««  +  m«]y«  — 2xy(14-m)Ctga  +  x«  — a«  =  0  14 

Es  ist  also  der  gesuchte  Weg  eine  Linie  zweiten  Grades,  und  zwar,  da 
g  =  —  4m*  wird,  eine  Ellipse,  welche  wegen  A  =  O^B  ihren  Mittelpunct 
in  O  hat  -^  Für  den  speciellen  Fall,  wo  a=:90<^  und  a<b,  folgt  k=:l  — m*, 
a  =  b,  b:=a.  Für  einlftsslichere  Behandlung  dieser  Aufgabe  vergleiche  z.  B. 
„Heinr.  Brandli»  Das  Problem  des  Mydorge.  Schaifhausen  1860  in  4." 

ISS»  Die  Taogenten  Ud  Hormalan.  Bezeichnen  Xi  und  Xf  +  i 
die  AbsciBsen  zweier  Pnncte  einer  Corve  7  =  f(x),  so  hat  die  sie 
verbindende  Gerade  (132:4;  60}  die  Qleichnng 

Setzt  man  i  =  0,   so  gehen  die  beiden  Pnncte  in  einen  Doppel- 

punct  und  die  Secante  in  eine  Tangente  über,  so  dass  Letztere  die 

Gleichung 

y  —  71  =  f  (xi) .  (x  —  X,)  =  p .  (x  — xi)  1 

die  zu  ihr  senkrechte  Normale  aber  (132)  die  Gleichung 

y— yi  =  — (^1  — x):p  » 

hat)  wo  zur  Abkürzung  d  ji :  d  X|  =  p  gesetzt  wurde. 
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Die  Gleichungen  1  vnd  2  bedürfen  keiner  weitem  Ableitung.  —  Da  ans 
134:8  sofort  p^— z^:y|  folgt,  so  erh&lt  man  nach  1  fttr  die  Tangente 
an  den  Kreis 

y  — yi  =  — ^(x  — ^)         oder         yyi  +  xxi  =  yi«  +  x^«  =  r« 

nnd  nach  2  fttr  die  Normale 

y  — yi  =  ^(x-Xi)  oder         y  =  -|^x 

Ersiere  Gleichnng  stimmt  mit  184:8  tiberein,  —  letitere  sagt  einfach  ana, 
dasa  beim  Kreise  die  Normale  immer  durch  den  Mittelpunct  geht  Ftlr  weitere 
Anwendungen  von  1  und  2  können  die  folgenden  S&tie  verglichen  werden.  — 

Versteht  man  unter  Tangente  und  Normale  aun&chst 
die  swischen  dem  betreffenden  Puncte  der  Curve 
und  der  Absclaaenaxe  enthaltenen  Stücke  derselben, 
—  unter  Subtangente  und  Bubnormale  aber  ihre 
■+■ — ^-g^^^ — SoaSi — *    Projectionen  auf  die  Abscissenaxe,  —  und  bedenkt, 

dass  1  oder  2  für  y=:0 

x  =  Xi— -^  oder  x  =  X|  +  yi.p 

ergeben,  so  erh&lt  man  offenbar 

Bubt  =-^  Tang.  =  Vyi«  +  8ubt«  =r-2t.  yi+p«  S 

P  P 

Bubn.  =  yi.p  Norm.s: Vyi«+ Subn.*  =  yj  Vl+p*  4 

wo  p  die  Tangens  des  Winkels  beieichnet,  welchen  die  Tangente  mit  der 
Abscissenaxe  bildet 

1S9«  Der  Krflminiillglkreif.  Bezeichnen  X,  x  +  i  nnd  x  —  i 
die  Abscissen  dreier  Puncte  der  Cnrve  y  =  f  (x),  —  A,  B,  R  aber 
Mittelpnnctscoordinaten  und  Radius  des  durch  sie  bestimmten  EjreiseSy 
so  hat  man  (134) 

R2  =  [x  — Ap  +  [f(x)  — BP  =  [x±i  — A]2  +  [f(x±i)  — BP  1 

und  hieraus  folgen  (60) 

l  +  f(x)P(x)  +  f^(x)^  +  i.y(x,i) 
"*""  f"(x)  +  i.i^(x,i)  » 

A  =  xH-[f(x)  — Blf'(x)  +  i.ö(x,i) 

Setzt  man  i  =  0,  so  wird  aus  den  drei  Puncten  ein  dreifacher  Punct 
und  der  Kreis  zum  sog.  Krilmmniiggkretie»  fttr  welchen,  wenn 

k  =  l  +  f'(x)2, 

Der  Ort  der  Erttmmungsmittelpuncte  einer  Curve  heisst  Evolute^ 
—  diejenige  Curve,  welche  eine  gegebene  Linie  zur  Evolute  haty 
EvolveDte  derselben. 
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Aus  1  folgt  Eunftchst 

[x-A]»  +  [f(x)-B]«  =  [x-A]»±31(x-A)  +  l»  +  [f(x)-B]« 

±2i[f(x)-B]f'(x)  + 
+ 1»  [f  (X)»  +  (f  (X)  -  B)  f"  (x)]  + 

±-5-[(fW-B)f"'(x)  +  8f'(x)f"(x)]  +  ... 

oder,  ■wenn  man  beidseitig  hebt,  und  dnroh  +  3  i  tbeilt 
0  =  X -  A  +  [f  (X)  -  B]  f  (X)  ±y,  [1  +  f  (X)»  +  (f  (X)  -  B)  f"  (x)]  + 

+  ^  [('  «  -  B)  r"  (X)  +  8  f '  (X)  f "  (X)]  + . . . 

Schreibt  man  letztere  Oleichung  fQr  beide  Zeichen  auf,  und  addirt  oder  sub- 
trahirt,  80  erh&lt  man  die  beiden  2,  und  aus  diesen  folgen  fOr  issO  sofort 
die  beiden  ersten  der  8,  während  mit  ihrer  HUlfe  sodann  aus  1  die  dritte  8 
sofort  hervorgeht.  —  Fflr  die  Anwendung  dieser  Formeln,  sowie  für  Beispiele 
von  Evoluten  und  Evolventen  können  die  folgenden  S&tie,  s.  B.  143  und  149, 
verglichen  werden. 

140«  Di6  Quadratlir.  Betrachtet  man  die  von  zwei,  den  Abscissen 
X  und  x+ Ax  entsprechenden  Ordinalen  y  und  y+Ay,  der  Curve 
und  der  AbscisBenaxe  eingeschlossene  Fläche  als  Flächenelement, 

so  hat  man 

AF=>y.Ax 

AF<(y  +  Ay)  Ax 
also  an  der  Grenze 

d  F  =5  y .  d  X         oder         F  =  f  y .  d  x  1 

wo  a  und  b  die  Ghrenzwerthe  der  die  zu  berechnende  Fläche  be- 
stimmenden Abscisse  bezeichnen.  Entsprechend  hat  man  für  das 
von  r,  r  +  A  r  und  der  Curve  eingeschlossene  Flächenelement 


df  = 


r^.d  V 


oder 


-1/ 


ß 


T^.dy 


Die  zur  sog.  Qoadratar  nach  1  oder  2  geforderte  Integration 
wird  mechanisch  durch  Umfahren  mit  den  sog.  Planlmetem  von 
Oppikofer-Wetli,  Amsler,  etc.  erhalten. 

Die  im  Texte  gegebene  Ableitung  der  Formeln  1  und  2  durfte  genügen; 

dagegen  möchte,  abgesehen  von  den  in  folgenden 
Batzen  gegebenen  Anwendungen,  als  vorläufiges  Bei- 
spiel die  Quadratur  des  Kreises  hier  Plats  finden : 
Nach  1  hat  man  mit  Hfllfe  von  184 : 8  die  Fläche  des 
Viertelkreises 


y+tf 


X»AX 


h:  ^ 


r«» 


X«  .dx 

oder  also  mit  Hülfe  von  67 :  14 

Are  Sin  il  =  ^  Are  Sin  1 

oder  F  =  r*  ff 


21—  r'  3cyr»  — X«        r« 
4  -1  2  +  2 
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wie  in  123 :  1.  —  Da  der  Schwerpunct  des  FlÄchenelementea  d  P  offenbar 
die  Coordlnaten  x  und  Vi  Y  li**)  »<>  ^^^  °»<*  ^^'^  ^®'  Schwerpunct  der 
durch  1  gegebenen  Fl&che  F  in 


=t/: 


xydx 


""  2fJ. 


y«d 


So  £.  B.  hat  man  für  den  Kreiequadranten  mit  Benutrong  obiger  Bestimmung 
und  mit  HUlfe  von  68 : 4 


4r 


4r 
3» 


und  der  Schwerpunct  des  Halbkreises  steht  somit  ebenfalls  um  4  r  :  3  jr  vom 
Centrum  ab.  —  Der  1826  von  Johannes  Oppikofer  (Unter -Oppikon  im 
Thurgau  1783  —  Frauenfeld  1864;  Ingenieur  und  Strasscninspector  in  Bern 

und  Thurgau)  erfundene  Plani- 
meter  besteht  aus  einem  Kegel, 
der  Aber  einem  Brette  so  aufge- 
stellt ist,  dass  einerseits  seine 
obere  Kante  demselben  parallel 
steht,  und  dass  er  anderseits  frei 
um  seine  Axa  rotiren  kann.  Auf 
dem  Kegel  liegt  eine  zu  der  er- 
wUinten  Kante  senkrechte  Rolle 
A,  deren  in  eine  Spitse  auslaufen- 
der Träger  In  der  Coulisse  I  des 
Brettes  verschiebbar  ist,  wihrend 
sich  hinwieder  das  ganie  Brett  in 
einer  su  I  senkrechten  Coulisse  II 
eines  zweiten  Brettes  bewegt,  wo- 
bei der  Kegel,  indem  ein  ebenfalls 
kegelförmiger  Ansats  E  desselben  sich  auf  einer  am  zweiten  Brette  befestigten 
Schiene  B  C  reibt,  eine  dieser  Bewegung  entsprechende  Drehung  erhUt  Führt 
man  die  Spitze  mit  Hülfe  der  beiden  Bewegungen  zu  irgend  einem  Pnncte  O, 
so  erh&lt  die  Rolle  A  eine  bestimmte  Distanz  a  von  der  Spitze  des  Kegels, 
und  zugleich  steht  ein  bestimmter  Punct  o  der  auf  ihrem  Umfange  befind- 
lichen Theilung  dem  Index  D  gegenflber.  Wird  die  Spitze  von  O  nach  P 
geführt,  80  gleitet  die  Rolle,  ohne  dass  sich  der  Kegel  dreht,  um  x  auf  der 
Kante  fort;  wird  sie  nachher  von  P  nach  M  geftthrt,  so  behUt  die  Rolle  die 
Entfernung  (a-f  x)  von  der  Spitze  des  Kegels,  dagegen  wird,  wie  oben 
angegeben,  durch  die  l&ngs  der  Coulisse  TL  nothwendlg  gewordene  Ver- 
schiebung, der  Kegel,  und  damit  auch  die  sich  an  ihm  reibende  Rolle  A, 
sich  drehen,  also  Letztere  nun  eine  neue  Ablesung  ß*  ergeben,  —  und  zwar 
wird  diese  Drehung  einerseits  y,  und  anderseits  (x-f-a)  proportional  sein, 

so  dass 

/?'  — a  =  m  (a-|-x)y 

zu  setsen  ist,  wo  m  eine  vom  Apparate  abhängige  Constante  bezeichnet 

Wird  die  Spitze  von  M  nach  N  gebracht,  so  wird  entsprechend  eine  neue 

Drehung 

Ai?=:m(ft-f-x4~dx)dy=m(a-fx}dy 
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statt  haben,  und  somit,  wenn  die  Spitze  von  M  nach  O  geführt  wird,  und 
dann  die  Rolle  die  Ablesung  ß  ergibt,  eine  Summe  von  Drehungen 

(a-fx)dy  =  — m  I    (a  +  x)  dy  =  — may  —  m  1    xdy  = 
=  —  may  — m[xy— (    y.  dx]  =  —  m(a  +  x)y-|-m  j    y.dx 

«/   o  «7   o 

entstehen,  so  dass  schliesslich 

iJ-«  =  (^  — ^0  +  (/?'-«)  =  mry.dx  4 

oder  die  AblcsuDgBdÜTerenz  an  der  Rolle  der  umfahrenen  Fl&che  proportional 
ist,  somit  Letztere  wirklich  durch  Erstere  gemessen  werden  kann.  —  Der 
Winkel  des  Kegels,  der  bei  den  ersten  Erstellungen  des  Oppikofer'schen 
Planimeters  durch  die  Mechaniker  Johannes  Pfäffli  (Signau  1802  —  Bern 
1828)  und  Heinrich  Rudolf  Ernst  (Bern  1803  —  Boulogne  1863)  nur  9  V,  » 
betrug,  ist  nach  der  gegebenen  Theorie  willkürlich,  und  es  ist  das  unbe- 
strittene Verdienst  des  Ingenieur  Kaspar  Wetli  (Männedorf  1822),  etwa 
1849  gezeigt  zu  haben,  dass  unter  Yergrösserung  desselben  auf  90®  die  prak- 
tische Ausführung  und  Brauchbarkeit  wesentlich  gewinne.  —  FUr  die  weitere 
Geschichte  dieses  Planimeters,  —  die  zu  Gunsten  des  Trigonometers  Johann 
Martin  Hermann  (Pfronten  bei  Füssen  1786  —  München  1841),  der  schon 
1814  die,  nachher  aber  wieder  total  in  Vergeesenheit  gerathene  Idee  gehabt 
haben  soll,  in  ähnlicher  Weise  eine  FUtche  durch  blosses  Umfahren  zu  be- 
stimmen, in  neuester  Zeit  erhobene  Prioritfttsfrage,  —  die  verschiedenen  nach 
und  nach  für  die  Construction  vorgeschlagenen  Modificationen,  —  etc.,  vergl. 
„Christoph  Trunk«  Ingenieur  zu  Eisenach:  Die  Planimeter,  deren  Theorie, 
Praxis  und  Geschichte.  Halle  1866  in  8.,  —  Ernst  Fiseher«  Professor  in 
Aarau  und  München:  Die  mechanische  Planimetrie,  ihre  geschichtliche,  theo- 
retische und  praktische  Bedeutung  (Schweiz,  polyt  Zeitschr.  1868),  —  etc." 
—  Der  von  Jakob  Amsler  (Stalden  bei  Brugg  1823;   früher  Professor  der 

Mathematik  in  Bchaffhausen,  jetzt  Chef  einer 
mechanischen  Werkst&tte  daselbst)  etwa  1866 
erfundene  Polarplanlmeter  besteht  aus  zwei 
Stäben  D  und  L-|-l,  welche  in  A  durch  eine 
längs  L  -j- 1  etwas  verschiebbare  Chamiöre 
verbunden  sind.  Am  Ende  von  D  befindet 
sich  eine  Spitze  P,  um  diesen  Endpunot  In 
der  Operatlonsebene  als  eine  Art  Pol  fixlren 
zu  können.  Bei  F  ist  ein  sog.  Fahrstift,  um 
den  Endpunct  von  L  längs  einer  gegebenen  Contour  hinzuführen.  Am  Ende 
von  1  sitzt  eine  getheilte  Rolle  (R),  an  der  ein  Index  spielt,  auf  der  Ope- 
ratlonsebene. Wird  der  Fahrstift  von  F  nach  einem  benachbarten  Puncto  F* 
geftthrt,  so  dreht  sich  der  Radius  Vector  R  um  einen  kleinen  Winkel  A  9» 
und  beschreibt  dabei  eine  Fläche  AF;  gleichzeitig  geht  A  nach  A*,  und  die 
Rolle  nach  (R»),  wobei  der  Radius  Vector  r  ebenfalls  nahe  die  Drehung  A9 
macht,  während  die  Rolle  in  Folge  ihrer  Frlction  eine  Drehung  ^M  erleidet 
Ist  c  der  nahe  mit  einer  Geraden  zu  verwechselnde  Weg,  den  die  Rolle 
zurücklegt,  und  a  sein  Winkel  mit  der  Rolle,  so  ist,  da  nur  die  in  die  RoUen- 
ebene  fallende  Compononte  von  c  sich  als  Drehung  der  Rolle  zeigen  kann, 

c  C 

AMssc.Cosa       und  da  nahe  — =A9  =  -5- 

Woir,  BMdbMh.    L  18 
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L*-|-D«  +  8L1  — R* 


wUiread  ans  den  Dreiecken  P  F  R  und  P  A  R  trigouometriBch 

Bi=r»  +  (L  +  1)«  — 2r(L+l)Coio  D'  =  i*  +  1*  — 3rl 

alao  dorch  SubtracUo» 
R»~D'=:Ii*  +  3Ll  —  2rL  Cos  n        oder 
80  erhKlt  man  somit 

AM  =  rCoBo.  A»  =  —      3j7 ■^'* 2Tl 

oder   doTch  IntegraUoD   iwischen   den  Grenzen  Q  and  f,   nenn   die   mit  den 

DiroensloDen  des  Instnunentes  cnsammenhlngende  Conatante 

Lt  +  Dt-|-2L1_ 

2  ~ 

gesetzt,  und  3  bertlcksichtlgt  'rclrd, 

F  =  C,w  — L.M  S 

'  Umschreibt  man  mil  dem  Fahratift  eine  geachloasene 

Figur,  ausaerhalb  welcher  der  Pol  P  liegt,  von  A  im 

Sinne  dea  Uhrieigers  bis  wieder  noch  A,   und  ist  die 

Theilnng  der  Rolle  so   bcachaffen,   dass  Drehen   nacli 

linkt  die  Ableenog  vennehtt,  so  bat  msn 

P=PABP— PBCP-PCDP+PDAP 

=:Cw'+L.M'  — (Cw'  — LM")  — (Cw"  — LM"')4-(Cw"  +  LMi^ 

=  LM  1 

wo  M  die  Gesammtdrehnng  der  Rolle  bezeiclinet.  Ist  daher  die  TheUung  an 

Ijetzterer  so  elngericbtet,   dasa  ale  für  eine  bestimmte  Ungeneinheit  LM   in 

entsprechenden  FlBcbenelnheiten  gibt,  so  eihUt  man  in  diesem  Falle  aus  der 

Differeni   der  Ablesungen    vor  Beginn   nnd    am   8chlnBae   der  TJmschreibnng 

nnmittelbsr  die  Fl&che.    Um  das  Inslmment  hierauf  in  ptOfen,   nmschreibt 

man   e.  B.  einen  Kreis  von  gegebenem  Radius,  und  sieht,   ob  die  abgelesene 

Fläche   mit   der   berechneten  genau   Qberelnstimmt;   Ist  es  nicht  der  Fall,   so 

wird  A  (s.  Fig.  3)  etwas  vcrseboben,  die  Probe  wiederholt,  etc.  —  Hat  man 

eine  grOsaere  Figur  lu  messen,  so  wird  der  Pol  Innerhalb  derselben  berestigt, 

ao   dass   man   nun   eine   volle   Umdrehung   w^2)[   zu  machen   hat,   um   dia 

Figur  in  umrabren,  wo  sodann  atatt  6  die  direct  5  entnommene  Formel 

F=:C.2n  — L.M  S 

ansawenden  lat  In  diesem  Falle  Ist  alao  eine  genaue  KenntDlsa  von  C.2s 
nothwendlg,  nnd  um  dieae  au  erhalten,  wird  wieder  ein  Erels,  aber  von 
relativ  grossem  Radius,  angewandt,  —  der  Pol  P  in  seinem  Mittelpunct  be- 
festigt, —  und  das  erhaltene  L  M  um  das  berechnete  F  vermehrt  —  VergL 
für  den  Polarplan imeter  ausser  den  oben  erwähnten  Bchriften :  nAniBler> 
Ueber  die  mechanische  Beatlmmung  dea  Fl  Beben  Inhaltes ,  der  statischen 
Momente  und  der  TrEgheltsmomente  ebener  Figuren,  inabesondere  Ober  einen 
neuen  Planimeter  (ZBrch.  Vierteljahrssohr.  1866),  ~  Emil  Schinx  (ZOrich 
1817;  Professor  der  Mathematik  nnd  Physik  in  Aaiau,  Bern  und  Chur),  üeber 
das  Polarplsn Imeter   v,on  Prof.  Amsler   In  ScharTbauacn  (Bemer  MItth.  1B67), 

141.  Sie  RectiflcatJOD.  Für  daa  Bogenelement  A  s  hat  man  (s.  Fig.) 

AB==-ae  =  Vax'''  + Ay"  =  Vr''* .  Av^^  Ar* 
As<=:ail+dc  =  -j    ^     +  Ax  .  Tg^j—  Ay 


—  Die  analytische  Oeometrie  der  Ebene  -* 
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Nun  ist  (138) 


|-?.^n+Ti^+Tg,-Ax. 


«"■  iÜ)  =  tH  -f« ' 


also,  wenn  dj  :  dx  =  p  und  dr  :  dv  =  q  gesetzt  werden, 
^'  =VlH-p2         oder         8=  fVT+^.dx 


dx 
and  entsprechend 


8=  r    Vr2  +  q2  .  d  V 
womit  die  sog.  Rectificatlon  geleistet  ist 


Die  Aufstellung  der  Formeln  1  und  2  bedarf,  ausser  dem  Hinweise  auf 

die  Figur,  nach  dem  im  Texte  Gesagten  kaum  einer 
^,^         weitern  Erläuterung.    Beispielsweise  hat  man  nach  1 
und  65  :  4   fQr  den  Halbkreis ,   da  wie   188   für  den 
Kreis  p=  —  x:y  ist, 


■+' 


»Ax      rzrl"    ArcSinil  =r[ArcSinl— Arc8in(— l)]=:rÄ 


FUr  weitere  Anwendungen  vergleiche  die  folgenden  Sätze.  —  Der  Schwer- 
punct  eines  Bogens,  dessen  Endpuncte  die  Abscissen  a  und  b  haben,  hat 
nach  138  : 1  offenbar  die  Coordinaten 


=t/:- 


dB 


=t/>- 


ds 


also  z.  B.  derjenige  des  Halbkreises,  da  fQr  den  ELreis  wie  oben 

r  dx 


,         rdx 
ds  = =: 


Vr«  — 


ist,  mit  HUlfe  von  68:8  die  Coordinaten 

r 
und  ähnlich  in  andern  Fällen. 


1    r+'  1  r+'   1         2r 

y=— I       r.dx  =  —        X    =-^  =  0,6866. 


141I»  Die  Ellipse.  Hat  man  zwei  concentrische  Kreise  der  Radien 

a  und  b,  zieht  (s.  Fig.  1)  cd  beliebig,  ef||cg  und  df  J_cg,  so 

ist  (137:3)  f  ein  Punct  einer  Ellipse  der  Halbaxen  a  und  b,  und 

eine  durch  zwei  solche  Puncte  f|  und  £2  bestimmte  Gerade  hat  die 

Gleichung 

y  =  x.Tgö  +  /?  1 

wo,  wenn  y-f-^  =  2y  und  q)  — 1^  =  25  ist, 

Tg«— lag,  ß->^ 

18» 
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und  die  Länge 


fif2  = 


a  6  Sin  2  J 


8 


/9 .  Cos  ö 

Sind  Fl  und  Fj  (s.  Fig.  2)  die  Brennpuncte  der  Ellipse,  also  (137) 
r|  -|-  r2  ==  2  a ,  und  macht  man  m  c  «:  r2  und  m  d  J_  c  F2y  so  ist 
ri  +  Tg  (87)  die  kürzeste  Verbindung  von  Fi  und  Fj  mit  md,  — 
also  liegt  jeder  andere  Punet  von  md  ausser  der  Ellipse,  oder  es 
ist  md  Tangente,  —  die  dazu  Senkrechte  mn,  welche  ^(ri,  rj) 
halbirt.  Normale  in  m.  —  Für  a  =  b  wird  die  Ellipse  zum  Kreise. 

Es  ist  offenbar 

Zj  ^  a  Cos  f  yi  =  ^  ^^^  9  4 

also 

Ebenso  hat  man 

X,  =r  a  Cos  ^  yt  ^  ^  ^^^  ^ 

also  nach  182:3 

f  1  fj  =  V(a  Cos  9  —  0  Cos  v»)*  +  (b  Sin  9  —  b  f  in  y^)« 

=z  2  Sin  *  Va»  Sin»  y  +  b«  Cos«^  S 

Ferner  erh&lt  man 

Tgg-yi-y«^   bQiny-Siny;)   __  6  ^^^ 
^*'""-       -    ^  a (Cos 9  —  Cos V')  0    ^^ 


Xj  — X, 


bCosa 


|-^  =  -i-  oder  /?=y,  +  ?«-^.Xj  =  b(8in9+Ctgy.Cos9)s= 
d.  h.  die  2,  und  mit  ihrer  HOlfe 


also 


b«  Cos«  y  =  a*  Sin«  y  Tg«  $ 


Va*SinV4-b«Cos«y  = 


Siny  = 


b .  Cos  S 


ß 


aStn 


y  ^ 


a  b  Cos  S 


6 


Cosd  ^    /9CosA 

woraus  in  Verbindung  mit  5  sofort  8  folgt  —  Veri&ngert  man  r,  über  F| 
hinaus  bis  an  die  Ellipse,  so  hat  man,  wenn  diese  Verlängerung  mit  r,  be- 
zeichnet wird,  nach  187 :  11 

P  P 


'1  = 


1  -f-  e  Cos  V 
und  hieraus  folgt 

P  = 


r.  = 


eCoB  V 


3r,r, 


T^i  +  h 

oder  es  ist  nach  17 : 7  der  Parameter  das  harmonische  Mittel  swischen  den 
beiden  Segmenten  einer  sog.  Foealsehne* 


148«   Weitere  Beuehnngen.   Da  aus  der  Mittelpunctsgleichung 
der  Ellipse  (137) 

y 


f'(x) 


dx  a2 


^^^       dx2  o^ys 


folgen,  so  haben  für  sie  (138)  Tangente  und  Normale  die  Gleichungen 
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während  für  den  Erümmüngskreifl  (139) 

cfl  —  U2  e2  U2 (i2  q2 

^  a*  a^  6*       •/    —      p2  -y    * 

T>_  [o*y^  +  6*xg]y«  _  [Q2_xg  +  bg  — yg]'/«  - 

*'""  a*b4 ins  ^ 

folgen.  Femer  hat  man,  wenn  a  die  sog.  Abplaltang:^  d.  h.  die 
Differenz  der  Axen  in  Theilen  der  grossen  Axe,  bezeichnet,  mit 
Hülfe  von  137 :  6—8 

^-^=i->T=:^  =  i-i  5 


a  == 


r  = 


a  ^      "      ^       ^       b 

b  =  a(l— a)  e2  =  2a  — «2  p  =  6(l  — a)  6 

^89^       b^x        62-^^^       1— e2  ' 
0 ttCosy                           ^ 

^""  Vr+Tg  q> .  Tg'v  ""  VI— e^Sin^y 

^  tt(l-eg)  Sin  <)P  _ 

y  =  X  Tg  V  =    /  JL  9 

s  =  e«  X  =  (2  a  —  «2)  r  Cos  V  lO 

X      a.Secv  1  /  Cos  q>         ^ 

Cos V  *"  Vi  -I- Tg 9 . Tg"v  ""  Cosv.Co8(<jp  —  v)    "" 

=  naheoVl  — e2Sin2<p  =  Q  (1  — -J  Sin«<p)  =  a  [1  —  a  Sin^y] 
-"SB? - n-'^8faV "  Pa+l«'S"''>+T«'Si°'»+...) I» 

_     b»x8     _        0  (1  —  e»)        _  b»  r»  Cos»  v  _ 
""  a*  Cos»  9)  ~  (1  —  e2  Sin«  y)*/.  ~   a«  Cos»  <p   ~ 

Für  die  Scheitel  an  der  kleinen  und  grossen  Axe,  d.  h.  für  x  =  0, 
y  =  b  und  X  =  0 ,  y  =  0  ergeben  sich  speciell 

A  =  0  B  =  ^^^=^  =  -y.(a  +  b)a  R  =  X    ■* 

a2 b2  b2 

Endlich  erhält  man  (140 : 1 ;  67  :  14) 

f=lrV^^i2dx  =  -?A.;i  18 

a  J  o  4 

als  Fläche  des  Ellipsenqnadranten. 
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Die  Formeln  1—6  gehen  nach  der  im  Texte  gegebenen  Anleitung  ohne 

Bchwierigkeit  hervor,  —  ebenso  7  mit  Hülfe  von 
2  und  der  beistehenden  Figur.   Aus  7  folgt 

ys-S-Tgy.x  M 


und  wenn  man  diesen  Werth  in  137 : 3  einsetst, 
erhält  man 


woraus  mit  Hülfe  von  7  oder  137 : 8  die  beiden 
Formeln  8  leicht  hervorgehen.  —  Mit  Hülfe  von 
7,  8  und  der  Figur  findet  sich  9  ohne  Schwierig- 
keit —  Mit  Hülfe   von   19   und   137  :  6   erhalt 

man  ^^ 

8  =  x  — y.Ctg9=x  — -^.x  =  e*.x 

d.  h.  die  erste  Formel  10,  aus  der  sodann  die  zweite  nach  6  sofort  folgt  — 
Die  drei  ersten  Formeln  11  gehen  aus  der  Figur  mit  Hülfe  von  8  hervor; 
femer  ergibt  sich  mit  Hülfe  von  8  und  9 

woraus  der  erste  N&herungs werth  folgt,  dem  sodann  die  übrigen  leicht  ent- 
nommen werden.  —  Ebenso  folgen  die  12  mit  Hülfe  von  9  und  137 : 6  ohne 
Bchwierigkeit  —  Aus  der  Figur  folgt 

i^::il?-.N  =  (l-e«).N 


,^^,,^^^yä;^»^+ä;=^ 


N:x  =  n:x  —  s 


oder 


n 


oder  13,  woraus  mit  Hülfe  von  12  auch  sofort  14  hervorgeht  —  Mit  Hülfe 

von  19  folgt 

q4  y t  -{-  b*  X*  =  b*  X*  Tg*  9  +  b*  X*  =  b*  X* :  Cos*  <p 

und  hierauB  geht  durch  Einführung  in  4  sogleich  die  erste  Formel  15  hervor, 
aus  der  die  übrigen  mit  HiÜfe  von  8,  11,  14  und  137:6,6  leicht  folgen.  — 
Die  16.  und  17.  sind  Specialfälle  von  3  und  4.  —  Aus  140 : 1  folgt  mit  Hülfe 
von  187 : 3  und  67  :  14  endlich 


tt  J  o  a  L< 


xl/ö^^^ 


I  +  ^Arc8ini^l 
~  2  aJ 


b 
a 


=  — .-VArcSinl  = 


ab 


n 


2 4 

oder  18.  —  Für  die  Anwendung  dieser  wichtigen  Formeln  s.  B.  auf  375—377 
verweisend,  mag  hier  noch  angeführt  werden,  dass  Gerllof^  (s.  Grunert's 
Archiv  Y  61}  für  N  den  Namen  Conormale  gewählt,  und  sie  mit  Vortheil 
in  eine  Reihe  von  Formeln  eingeführt  hat.  Bezeichnet  man  nämlich  Tangente, 
Subtangente  und  Subnormale  (vergl.  138}  der  Reihe  nach  mit  t,  st  und  sn, 
den  durch  die  Normalen  gebildeten  Abschnitt  auf  der  kleinen  Axe  mit  p', 
und  setzt  die  Differenz  zwischen  Conormale  und  Normale  N  —  n  =  q,  so  hat 
man  nach  der  Figur  und  mit  Hülfe  von  9,  10,  13  und  14 

x=:N.Co89  y  =  (l  — e*}NSin9)  «1 

sn  =  n  Cos  9  =  (1  — •  e*}  N  Cos  9  st  ==  y  Tg  9  =  (1  —  e*}  N  Sin  9  Tg  9    «« 


*=C^  =  ('-«*)*^'r8» 


p'  =  sTg9  =  e*NSin9 


tz 
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q=  C^  =  -~-  =  ''*^  rSin(9  — v)  =  p'CoB9  =  -^NSin29     %4L 

r  Cos  (9  -  V)  ==  N  —  p'  Sin  fl)  =  N  (1  —  c«  Sin«  ®)  =  4r  •» 

Tg(9~vj  =  -^-^Sin29        etc.  t6 

In  26  liegt  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  das  Rechteck  aus  der  Go- 
normale  und  der  ProjecUon  des  Radius  Vectors  auf  dieselbe  oonstant  ist,  — 
eine  Eigenschaft,  auf  welche  Qerling  schon  in  einem  Programme  ^De  parallaxi 
elationis.  Marb.  1830^,  wo  er  auch  die  meisten  der  eben  aufgestellten  Formeln 
£um  ersten  Mal  mitgetheilt  habe,  hingewiesen  zu  haben  scheint  —  Aus  14 
folgt,  wenn  ßin^zzB  gesetzt  wird, 

N*=:a*(l  — e»*«)-^        und        N.  dNc=a*(l  — e« *«)"'. e*« da 
also,  wenn  M  der  Modulus  der  gemeinen  Logarithmen  ist,  mit  Hülfe  von  57  : 1 

d.logN  =  M.-^z=Me«(l  — e«s»)-^£ds 

=  Me«(l  +  e*z*-f  e4£4  +  e«z«  +  ...)»d£ 
oder  durch  Integration,  da  für  9  =  0  noth wendig  log  N  =  log  a  werden  muss, 

logN=  M  (i.e«z»  +  i-e*z*  +  4-e«z«  +  ...)  +  loga 

=  ^(e«Sin«9  +  ^e4Sin49  +  yö'Siii«9  +  ...)  +  loga         OT 

womach  sich  leicht  eine  Tafel  für  log  N  entwerfen  lässt  (vergl.  877  und  XV). 
—  Substituirt  man  in  1  für  y  und  b  nach  187 : 3,6,  so  erhält  man 

und  mit  Hülfe  erstem  Werthes  nach  141 : 1  für  den  zwischen  dem  Scheitel 
der  kleinen  Axe  und  dem  über  dem  Ende  der  Abscisse  stehenden  Puncte 
enthaltenen  Ellipsenbogen 

.=/:vT+rW.ax=J:>^pr.a. 

Da  29  mit  69:4  übereinsünmit,  so  kann  somit  69:6  zur  Reotiücation  der 
Ellipse  verwendet  werden.  So  folgt  z.  B.  mit  Hülfe  davon  die  Llinge  des 
Ellipsenquadranten,  da  in  diesem  Falle  offenbar  x  =  a,  ftlso  9^0  gesetzt 
werden  muss, 

»=^['-(i-)'-4(44-)'-T(4iJif-)"-]    •• 

woraus  z.  B.  für  e  ==  0  und  a  ^  r  der  bekannte  Kreisumfang  4  S  :=  2  r » 
hervorgeht  —  Bezeichoet  ^  das  Supplement  des  Tangentenwinkels,  so  hat 
man  nach  2 

Tgv;z=-,^  während  Tgv=:-^ 

und  somit  mit  Hülfe  von  187 : 8 

igO_lg(v  +  v)"-i_Tgv.Tgv;"-(a«-b«)x,yi-(a«-b«)x,y, 
Anderseits  ergibt  sich  fQr  den  Winkel,  welchen  die  mit  dem  Radius  Yector  r 
zusammenfallende  Axe  mit  der  zu  ihr  conjugirten  Axe  bildet ,  nach  186 : 4, 
wenn  man  a^Tgy  =  y|:X|,  a^a',  bz=o  und  cszb*  setzt,  die  Formel 

^^t*-^  2(o«-b«)y,:Xj  -  («»-6'jxjy,  *' 


200  —  ^^  analytische  Geometrie  der  Ebene.  — 

Es  ist  also  /»  ==  Ö,  oder  man  erhWt  zu  irgend  einer  Axe  die  conjngirte  Axe, 
indem  man  an  den  Einen  Endpunct  der  Erstem  eine  Tangente  und  lu  dies« 
durch  den  Mittelpunct  eine  Parallele  sieht  —  Besieht  man  einen  Punct  der 
EUipse,  anstatt  durch  rechtwinklige  Coordinaten  auf  die  Hanptaxen,  durch 
schiefwinklige  Coordinaten  auf  irgend  swel  coigugirte  Axen,  d.  h.  setit  man 

x  =  x'Coso  — y'  Sin/? 

y  =  x'8ina  +  y'Cos/? 
wo  a  ein  beliebiger  Winkel  ist,  und  nach  136 : 2 

Tg(900  +  /g)  =  ~  ^  jy 
oder  , 

Tg/ff  =  -p-Tg«  »» 

so  erh&lt  man  nach  187 : 8  die  neue  Ellipsengleichung 

^,,/Cos««  )  Sint«\  ^  y../SinV  ^  Cos'A     2x^y^(^^^^^'°^     8ln«Cosg\_, 

Bezeichnet  man  aber  die  halben  conjuglrten  Axen  mit  a'  und  b',  so  hat  man, 
da  ihre  Endpuncte  EllipseDpuncte  sind,  nach  137:3 

a'*.8ln«a    .    a'«.Cos«o       .  ,  1         Cos««    ,    Sin«« 


P + '-^t =  1         oder  =:_^  +  ^^-, 


S4 


b'«.Cos«Ä    ,    b'«.8ln«Ä       ,  ^  1  Sin«  Ä    ,    Cos«/? 

5^-^+ ?~^  =  ^       ^^®'       -6^=— ?     +"T^ 

während  mit  Hülfe  von  88 

Cos«.  Sin/?        Sin«Cos/?       ^        ^     «/Tg/?        Tg«\_^ 
i« pp-£-  =  Cos«Cos/?(^-^ 5t-)  =  ^ 

folgt,  wofür  sich  obige  Gleichung  in 

a'«  ^  b'« 
susammenzieht,  so  dass  sich  also  für  conjngirte  Axen  die  Form  der  Ellipsen- 
gleichung nicht  verändert.  Aus  34  und  33  folgen 

„ ttU^ g*  6«  (1  +  Tg« «)  _  g*  Cos«  /?  +  b*  Sin«  /? 

'^    ""  g«  Sin«  a  -h  b«  Cos« «  ""  g*  Tg« «  +  g«  b«  ""  g«  Cos«/?  +  b«  Sin« /?     ^^ 

.,, g^b^ g«b*(l  +  Tg«/?)  _  g* Sin« «  +  b* Cos« « 

""  g« Cos« /? -h  b« Sin« /?  ""  g«b«  +  b*Tg«/?  ""  g« ßin« «  +  b« Cos« « 

und  hieraus  durch  Addition 

^.t  I  i;it—  g' B« (Sin«  g -I- Cos« «)  +  g* Sin« tt  +  b* Cos« tt  _,t-i-i;t       •« 

"    "^  g« Sin« « +  b« Cos« «  —o  -fo         w 

so  dass  die  Quadratsumme  der  Halbaxen  constant  ist.   —   Da  endlich  B  +  ß 

+  90»  — «=rl800  oder  <9  =  900  — (/?— «),  ao  folgt  mit  Hülfe  von  38  und  86 

Sln(g=Cos(/?  — tt)  =  Cos^Cos«  +  Sin/?Sin«=  ^08a+^ajtrg£ 

1/1  + Tg«/? 
_    g«  Sin« «  +  b«  Cos«  «   _   gb  ^ 

Vg*  bin« «  4-  b*  Cos« «  ""  a'  ^' 
so  dass  (113)  alle  in  die  Ellipse  eingeschriebenen  Vierecke,  welche  conjugirte 
Axen  zu  Diagonalen  haben,  gleich  gross  sind. 

144«  Dte  Parabel.  Ist  (s.Fig.)  fb_Lbc,  fc  beliebig,  fd  =  dc, 
dm  _L  cf  und  cm  ||  bf,  so  ist  (137 : 9)  m  ein  Punct  der  Parabel  des 
Brennpunctes  f,  Scheitels  a  und  Parameters  p  =  2q.  Die  Hülfs- 
linie   dm   hat  offenbar  nur  m   mit  der  Parabel   gemein   oder   ist 
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Tangente,  —  die  Normale  mn  J_dm  hälftet  Z.emf,  —  bc  heisst 
Ijeltllnle  oder  DIrecfrIx.  —  Aus  137 :  11  folgt  die  Polargleichong 

r  =  ^    .  \3 = ^ —      oder      r  =  2  q  —  r  Cob  v  «  q  +  x    1 

WO  die  letztere  Form  sich  unmittelbar  aus  der  Figur  yerificiren  lässt. 

Man  hat  offenbar 

:^..-^  y»=mf«— (X— q)«z=(x+q)«-(x-q)«=4qx=2pxS 

S.  aleo  ist  der  Ort  wirklicli   eine  ParabeL  ^  Befestigt 

^"  man  in  e  das  eine,  in  f  das  andere  Ende  eines  Fadens 

der  Unge  oe,  l&sst  die  2.  B.  durch  die  eine  Kathete 

einer  sog.  Equerre  dargesteUte  ce  Iftngs  einem  nach 
der  Direotrix  gelegten  Lineale  gleiten,  und  sucht  mit 
^->^  einem  Stifte  m  den  Faden  fortwährend  an  jener  Equerre 

'  festsnhalten,  so  beschreibt  m  die  Parabel. 

14S«  Weitere  Bexiehugen.  Da  für  die  Parabel  j.dj^p.dx, 
80  hat  sie  (138)  die  Tangentengleichung 

y— yi  =  -:J-(x— xi)  1 

auB  der  folgt,  dasB  die  Tangente  in  der  Distanz  Xf  hinter  dem 
Scheitel  auf  die  Abscissenaxe  trifft  Für  die  Quadratur  der  Parabel 
folgt  (140) 

Theilt  man  eine  durch  ein 'Ourvenstück,  zwei  Ordinaten  und  die 
Abscissenaxe  begrenzte  Fläche  F  durch  gleichabstehende  Ordinaten 
in  2n  Streifen,  und  betrachtet  die  von  den  paaren  Ordinaten  be- 
stimmten Curvenabschnitte  als  Parabelbogen,  so  kann  man  nach  der 
sog.  Slmpson'flchen  Regel 

setzen,  wo  x  den  Abstand  der  äussersten  Ordinaten  y»  und  yso 
bezeichnet 

« 

Für  y  =  o  oder  also  fOr  den  Durcbschnittapunct  der  Tangente  mit  der 
AbeeiBsenaxe  erhält  man  nach  1  xmd  137 : 9 

p(x  —  xj  =  — yj«  =  — 2pXi        oder       x=:  — X| 

wie  im  Texte  behauptet  ist  —  Da  aus  der  Parabelgleichung  durch  Diffe- 
rentiren 

-T^=s^         80  folgt  nach  138:4         8nbn=:p 
dx        y  *• 

80  dase  also  bei  der  Parabel  die  Subnormale  constant,  und  somit  anch  eioe 
leichte  Normalen-Constmction  ermöglicht  ist.  —  Bezeichnet  man  das  von  der 
Sehne  k  bestimmte  Parabelsegment  mit  a^  so  ist  nach  2 
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oder 


Seift  man  femer  den  dnrcli  rj  und  r,  gebildeten 
Parabelsector  gleich  s,  bo  hat  man,  da  mit  Hülfe  von 
144 : 1 

k*  =  (ya  -  y,)«  +  (^,  -  xO*  =  (y,  -  y»)»  +  (r,  -  rjt 


(y.-yjt=k«-(r,-r,)« 


und  nach  104 : 8 

Sinw  =  ^^V(ri  +  r,+k)(ri  +  r,-k)(rj-r,+k)(r,-ri  +  k) 

ist,  für  8  den  Ausdruck 

Ferner  folgt  aus  144 : 1 

v,  +  w 


Cos 


Co.  3. 


=  [CoB^-Tgl.8ü.l]* 


oder,  unter  Benntsnng  von  104:7, 


Co8  — — l/^       l/tr,  +  r,  +  k)  (r,  4-  r,  — Tc)      i/i7 
T-  •^1  —  ^  »•■  —  *''i^»  ^  — 

2  Sln-ÜL  l/(k  +  r.-r.)(k-r,  +  r,) 

2  »^  47^7; 


_  V(ri  +  r.)*-k«-2r. 

Vk«-(r,-rO« 
Aus  6  und  144 : 1  erhält  man  aber 


6 


4q=r4rjCo8«-^  =  4ri 


1  _  k«-(r3-r0» 

Ja 


und  hiefQr  gibt  5 

8  =  y[k*-(r,-r,)«]'/«.[r,+r,  +  i.V('3  +  ri)*-k«] 


ft 


Bezeichnet  man  endlich  den  von  q  und  r  bestimmten  Parabelsector  mit  f,  so 
ist  nach  140 : 2  mit  Hülfe  von  144 : 1 

,=4./,..a.=i/-lI^=,./(.+T..^)..T.i= 

Endlich  ist  offenbar,  wenn  bcd  als  Parabelbogen  des  Scheitels  c  betrachtet 
wird,  mit  Hülfe  von  2 
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abcde=  ^**  j"^*  ..f. -i- |-bd.cf 

2  n    '    3 

Rechnet  man  aber  auf  entsprechende  Weise  alle  im  Texte  erwähnten  n  Doppel- 
streifen  aus,  so  geht  durch  ihre  Summation  offenbar  3  hervor,  —  eine  Formel, 
welche  den  Namen  von  Thomas  Simpson  trägt,  der  dieselbe  in  seinen  ^Ma^ 
thematical  dissertations  on  physical  and  analytical  subjects.  London  1743  in 
4.^  zuerst  gegeben  haben  soll. 

146«  Die  Hyperbel.  Sucht  man  (s.  Fig.)  eine  Reihe  von  Pnncten 
m  auf,  welche  von  zwei  gegebenen  Puncten  f|  und  f^  dieselbe 
Distanzendifferenz  ij  —  r2  =  2a  =  ab  <=r  f i  f g  besitzen ,  so  erhält 
man  (137)  eine  Hyperbel,  die  aus  zwei  unendlichen  Aesten  besteht, 
die  beiden  Puncte  fi  und  fj  zu  Brennpuncten ,  ab  zur  grossen, 
und,  wenn  ac  =  ofi  =  ad  ist,  cd  =  2b  =  2a  Ve^  —  1  zur  kleinen 
Axe  hat.  Ist  o  =  b  oder  ab  =  cd,  so  heisst  die  Hyperbel  gleich- 
seitig« 

Da  nach  dem  im  Texte  Mitgetheilten  f|  f,  =:  2  .  a  c  =  2  ^a»  +  b»  ist,  so 

hat  man 

r4«  =  y«  +  (x  +  V^Q^TF)» 

r,*=y*  +  (x  — Vir:H6«)t 

also  durch  Subtraction 
oder,  da  r^  —  rt=:2a  ist, 

ri  +  r,=iiVS«qr6? 


Hieraus  folgen  aber 


ri  =  -^Va«  +  b«  +  o 


r,c=-^Va*  +  b«  — a 


Elimlnirt  man  z.  B.  aus  1»  und  2 1  die  Grösse  r^,   so  findet  man  sofort  zur 
Probe  die  gewöhnliche  Gleichung  der  Hyperbel.  —  Ist  fj  i  =  2  a  =  f,  k ,  so 

ist  wegen  rj  —  r,  =:  2  a  nothwendig  i  m  =  r, 
undmk  =  ri,  «^»o  A^im^iSAkmi,  also 
i  k  =:  f|  f^.  Wenn  man  also  zwei  Lineale  I 
und  n  mit  L&ngeneinschnitten  hat,  die  sich 
um  fj  und  f|  drehen,  und  deren  Puncte  i 
und  k  durch  ein  Stäbchen  der  Länge  f|  f, 
verbunden  sind,  so  beschreibt,  wie  schon  van 
fikhooten  im  4.  Buche  seiner  „Exercitatio- 
num  mathematicarum  libri  quinque.  Lugduni 
1657  in  4."  gezeigt  haben  soll,  ein  in  den 
beiden  Einschnitten  laufender  Stift  m  eine 
Hyperbel.  —  Vergleicht  man  die  Gleichung 
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der  gleicbBeitigen  Hyperbel 

x'  —  y*s=o*       mit  der  Qleichong       x'  +  y*c=o* 

des  Kreises,  so  sieht  man,  wie  sich  gleichseitige  Hyperbel  und  Kreis  gewisser- 
massen  er^nsen,  ja  erstere  (s.  124)  als  ein  idealer  Kreis  aa^gefasst  werden 
kann.  Stellt  man  entsprechend  den  gonlometrischen  Fnnetionen  hyperbolische 
gegenüber,  indem  man 

Cof.x  =  Co8xi  @tn.x  =  — iSinxl  M 

setst,  so  dass 

Cof.*x  — @in.*x  =  l         während         Cos*  x  +  Bin*  x  =  1  4 

so  folgen  ifir  die  hyperbolischen  Functionen  nach  60  sofort 


«o«x  =  -Jl 


Co«x  =  l  + 


€Hnx=: 


e*  — e 


2 


1.2 


+ 


1.2.3.4 


1.2.3.4.6.6 


+  ... 


x'  x'  x^ 

@tnxz=x+  1,2.8  ■*■  1.2.3.4.6*^  1.2.8.4.6.6.7  "^••* 


6 


etc.,  nnd  man  kann  dieselben  snr  Vereinfachung  gewisser  Berechnungen  mit 
Vortheil  gebrauchen,  sumal  wenn  man  für  sie,  wie  es  i.  B.  durch  W. 
LigowskI*  Professor  der  Mathematik  in  Berlin,  in  seinem  „Taschenbuch 
der  Mathematik.  Berlin  1867  in  8.^  geschehen  ist,  eine  Tafel  anlegt,  von  der 


X 

€Hnx 

M-"" 

X 

einx 

Cof.x 

0,0 

0,0000 

1,0000 

1,0 

1,1762 

1,6431 

0,1 

0,1002 

1,0060 

1,6 

2,1293 

2,3624 

0,2 

0,2013 

1,0201 

2,0 

3,6269 

3,7622 

0,3 

0,3046 

1,0463 

2,6 

6,0602 

6,1823 

0,4 

0,4108 

1,0811 

3,0 

10,0179 

10,0677 

0,6 

0,6211 

1,1276 

3,6 

16,6426 

16,6728 

0,6 

0,6367 

1,1866 

4,0 

27,2899 

27,3082 

0,7 

0,7686 

1,2662 

4,6 

46,0030 

46,0141 

0,8 

0,8881 

1,3374 

6,0 

74,2032 

74,2099 

0,9 

1,0266 

1,4331 

6,6 

122,3439 

122,3480 

1,0 

1,1762 

1,6431 

6,0 

201,7132 

201,7166 

ein  Muster  geben  mag. 

14V.  Weitere  Bexiehugen.  Da  für  die  Hyperbel  (137) 

also 


— -?;r=l 


a2        b« 
80  nähern  sich  ihr  die  Geraden 


=:+^Vx2_a2 


y  =  ± 


a 


y  =  ±  — .x  =  +  xTga  » 

unendlich,  und  heissen  Asymptoten«  Bezeichnen  Z|  und  yi  die 
auf  die  Asymptoten  als  Axen  bezogenen  schiefwinkligen  Coordinaten 
des  Punctes  m,  so  ist  (s.  146,  Fig.  1) 

X  =  (yi  +  xj)  Cos  a  y  =  (yi  —  xj)  Sin  a 
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und  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  1  erhält  man 

4xiyi=a2  +  62  3 

als  sog.  Asymptotengleichung  der  Hyperbel.  Die  Constante  V4  (a^+b^) 
wird  Potenz  der  Hyperbel  genannt. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  Tg  a  =  1 ,  oder  es  stehen  die  Asymp- 
toten senkrecht  zu  einander,  und  setit  man  y,  a*=:l,  so  ist  nach  3 

also  hat  man  nach  140 : 1  die  Fläche,  welche  durch  Hyperbel,  Asymptote  und 
die,  den  Abscissen  a  und  b  entsprechenden  Ordinaten  eingeschlossen  wird, 

d.  h.  es  werden  solche  Fl&chen  unmittelbar  durch  natfirllohe  Logarithmen 
gegeben,  und  es  hat  somit  eine  gewisse  Berechtigung,  Letitere  umgekehrt 
hyperbollfche  au  heissen.  —  Da  sich  die  Flächen  zweier  gleichwinkligen 
Parallelogramme  offenbar  wie  die  Producte  der  Nebenseiten  verhalten,  so 
folgt  aus  8,  dass  alle  je  von  einem  Puncte  der  Hyperbel  und  den  Asymp- 
toten bestimmten  Parallelogramme  gleich  gross  sind.  —  Ist  a  ein  durch  x* 
und  y'  bestimmter  Winkel,  während  x  und  y  seinem  Drittheil  entsprechen, 

so  hat  man 

x'ssrCoBa  y'  =  rSina 

X  ^  r  Cos  -^  y  s=  r  Sin  — 

o  o 

Nun  ist  einerseits  Identisch 

i*"0  »?     X  r* Sin -|.  o  =  2 r« Sin ^  Cos 4 

und  anderseits 

r«Sin4-«  =  r*Sin(o  — 4)  =  ''(8*Jti«Cos-^  — CosaSln^) 
o  o  00 

also  hat  man  durch  Gleichsetzung  und  Einführung  der  obigen  Werthe 

2xy  =  xy'  —  yx'  6 

und  diese  Gleichung  gehört  offenbar  einer  Curve  zweiten  Grades  zu,  welche 
durch  den  Anfangspunct  geht,  und  den  a  entsprechenden  Kreisbogen  in  y, 
trifft,  also  die  sog.  Triieetion  des  Winkels  ausfährt.  Um  uns  diese  Curve 
näher  zu  bringen,  verlegen  wir  den  Anfangspunct  in  der  durch  die  Figur 
angedeuteten  Weise  nach  0',  so  dass,  wenn  X  und  Y  die  neuen  Coordinaten 
Bind,  -v       3l'  y'       V 

denn  hiefür  geht  6  sofort  in 

4XY  =  x'y'  1 

Über.  Es  ist  also  unsere  Trisectrix,  wie  schon  Pappuf  gewusst  haben  soll, 
eine  gleichseitige  Hyperbel,  und  zwar  fallen  deren  Asymptoten  mit  den  neuen 
Coordinatenaxen  zusammen,  während  y^x'y*  ihre  Potenz  ist  —  Das  muth- 
masslich  von  Plato»  oder  wenigstens  zu  seiner  Zelt  gesteUte  Problem  der 
Trisection  hat  früher  die  Geometer  vielfach  beschäftigt:  Sicher  ist,  dass 
z.  B.  schon  der  griechische  Mathematiker  IVikomedes  •  der  nach  Einigen 
ein  Zeitgenosse  von  Archimedes  war,  nach  Andern  freilich  erst  um  150 
V.  Chr.   florirte,    erkannte,    dass,   wenn  man  aus   dem   Scheitel  b   des   zu 
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tlieilenden  Winkele  a  mit  beliebigem  Ra- 
dius a  b  =:  r  einen  Halbkreis  beschreibe, 
und  dann  dnrch  a  eine  Gerade  ad  so 
ziehe ,  dass  e  d  =  r  werde ,  der  so  ent- 
stehende Winkel  /?=  Vs  «  ^^h  da  ^^  =  2/9 
und  a  =  /?  +  /^8/9;  denn  man  weiss, 
dasB  Nikomedes  die  Concboide  (160)  nnter  Anderm  zur  mechanischen  Lösung 
der  Trisection  brauchte,  und  e  beschreibt,  da  fQr  eg  =  y  und  gf:=:x 

af  df  ,  ,_        af.x  ,  ,-  yx 

=  -r-z oder      d  f  =  — oder      d  f  —  x  =:  —^ 

y        df  — X  af  — y  af— y 

r«  — y«  =  (df  — x)«        also        (r»  —  y«)  (a f  —  y)«  =  y* x« 

wenn  d  auf  de  gleitet,  nach  150  wirklich  eine  Concboide.  Beil&uflg  be- 
merkend, dass  (wie  die  Fig.  andeutet)  dieselbe  Construction  auf  alle  möglichen 
Theilungen  ausgedehnt  werden  könnte,  da 

y  =  2/9        a  =  3/9        S:=a  +  ßz=^ß        t=:S  +  ß:=6ß     etc. 

mag  zum  Schlüsse  noch  angeführt  werden,  dass  sich  auch  noch  andere  Geo- 
meter  des  Alterthums  in  ähnlicher  Weise  mit  der  Trisection  befassten,  und 
dieselbe  noch  in  neuerer  Zeit  vielfach  theils  von  sog.  Dillettanten  auf  con- 
structivem  Wege  versucht,  theils  in  der  analytischen  Geometrie  mit  Be- 
ziehung auf  die  verschiedenen  möglichen  Lösungen  besprochen  worden  ist; 
vergl.  für  mehreren  Detail  z.  B.  den  von  Gmnert  In  seinen  Schlussband 
von  Klügel's  Wörterbuch  (Y  835—345)  darüber  aufgenommenen  Artikel. 

148«  Die  sog.  besondern  Paocte.  Zu  den  besondem  Pancten 
der  Cnrven  gehören  unter  Anderm  die  sog.  l^endeponcte^  wo 
die  Ordinate  ein  Maximum  oder  Minimum  annimmt,  —  die  sog. 
Inflexlons-  oder  Beugongspuncle  9  wo  die  Concavität  in  Con- 
yexität  übergeht,  —  die  sog.  Spitzen 9  in  denen  sich  zwei  Aeste 
der  Curve  vereinigen,  und  eine  gemeinschaftliche  zwischenliegende 
Tangente  haben,  —  die  sog.  vielfachen  Pancte^  in  denen  sich 
zwei  oder  mehr  Aeste  einer  Curve  schneiden,  ohne  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  zu  besitzen,  —  die  sog.  coojnfflrten  oder 
Isolirten  Pnncte  einer  Curve,  die  sich  ergeben,  wenn  für  eine 
bestimmte  Abscisse  die  Ordinate  reell,  für  eine  kleine  Zulage  in  + 
zur  Abscisse  aber  imaginär  wird,  —  etc. 

Wendepuncte  sind  b.  B.  die  Scheitel  der  Ellipse.  Ein  Beispiel  für  Bengungs- 
puncte  findet  sich  bei  der  Qlockenlinie  in  149,  —  für  Spitzen  bei  der  Neil- 
schen  Parabel  uod  Cissolde  iu  149,  —  für  vielfache  Puncte  bei  dem  FoUum 
Cartesli  in  149  und  der  Lemniscate  in  150,  —  für  conjugirte  Puncte  bei  der 
Concboide  in  150,  —  etc. 


149»   Einige  Cvneil  dritten  firades.   Der  Ort  der  Gleichung 

y3  ==  ax2 1  heisst  Neil's  Parabel 

x^-+-y^  =  axy •  Folium  Cartesii 

y-  =  —  (x  —  b)  (x  -f  c)  .  .  .  S  Glockenlinie 

a 
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y2=. 

Und  so  weiter. 


a  —  X 


...  4  heisst  Cissoide  des  Diokles. 


W&hrend  hier  im  Allgemeinen  für  die  Cnrven  dritten  und  hohem  Grades 
auf  Bpecialsohriften,  wie  2.  B.  auf  ^IVewton»  Ennmeratio  linearam  tertii 
ordinifl  (Bnerst  1704  ala  Anhang  der  Optik  erschienen;  dann  als  Opnsculnm 
IV  im  ersten  Bande  der  ^Opuscula^,  v.  3;  auch  selhstst&ndig  mit  Beigabe 
von  Stirling's  betreffender  ^Illustration  Paris  1797  in  8.),  —  SalmoD«  Higher 
plane  curves.  Dublin  1862  in  8.,  —  etc.^  verwiesen  werden  muss,  mögen  die 
im  Texte  genannten  speciellen  Curven  dritten  Grades  etwas  nfther  betrachtet 
werden :  Die  nach  WUliam  IVell  (Bishop-Thorp  in  Yorkshire  1637  —  White 

Waltham  in  Berkshire  1670;  Mitglied  der  Roy.  6oc.)  be- 
nannte cubische  oder  semicubische  Parabel  besteht  offen- 
bar aus  zwei,  auf  der  positiven  Seite  der  y  liegenden, 
in  einer  Spitze  S  zusammenlaufenden  unendlichen  Aesten 
SM  und  SM'.  Sie  ist  die  Evolute  der  gewöhnlichen, 
sog.  Appolonischen  Parabel;  denn  setzt  man  die  aus 
der  Gleichung  144 : 2  der  letztem  folgenden  Werthe 


_  P 


f(x,)  =  2px,        f'(^i)=-^       f"(»i)  =  -  y^. 


k=l  +  r(Xj)»  =  l  +  -5l.  =  i  +  JL. 
NW  yi*  2xi 

in  die  Formeln  139 : 3  ein ,  so  erhält  man 

'.-*=¥^=-^('+iV)=-*+'"' 

'.-■'=-rW=f(f+ii7)=f-*+'"' 


6 


R»  =  (X.  -  A)»  +  (y.  -  B)»  = -&±^^ 
Aus  6  und  6  ergeben  sich  nun  succossive 


X,  = 


_A--p 


3 


B,_Iil_iP!£ii_ 


8 


27.  p 


(A-p)» 


ft 


und  setzt  man  daher  B^x,  A  —  p^y  und  27.p^8.a,  so  hat  man  für 
die  Gleichung  der  Parabel-Evolute 

y*  ^  a  .  X* 
d.  h.  die  Gleichung  der  Neil'schen  Parabel,  die  manchmal  auch  unter  der 
Form  8  gegeben  wird.  Fttr  X|  =: 0  wird  auch  y| :=  o,  also  A=:p  =  R,  Bz=o; 
es  liegt  somit  der  Scheitel  S  der  Neil'schen  Parabel  von  dem  Scheitel  der 
zugehörigen  Parabel  gerade  um  den  Parameter  der  Letztern  ab.  —  Da  ferner 
nach  1 

4i=8j!_       oder       (4^)'=    »y-V  =  -«/ 
dy        2ax  \dy/         4a'x*        4a 

folgt,  so  hat  man  nach  141 : 1  und  68:4 

=C4f('+4f)'''+^'-]=4f('+4ff-4f= 


=  ,(,  +  l(*=A)'/._p  =  iL±^_p  =  R_p 


9 
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Eb  ist  also  auch  NM=rSM-|-p,  und  da  ttberdiess,  wenn  9  den  Winkel  der 
Tangente  an  M  mit  x,  und  ^  den  Winkel  des  Krümmungsradius  von  N  mit 
yi  bezeichnet,  mit  HOlfe  von  188:1 

^K9-  8yt  =4x,«-4px4»-yj  ^    y^-B    ^  y^-B"-''^^ 

so  ist  der,  auch  ganz  allgemein  mSglicbe,  Nachweis  geleistet,  dass  die  Evol- 
vente durch  Abwicklung  der  Evolute  erzeugt  werden  kann,  und  jede  Evolute 
rectiflcabel  ist  Die  Neil'sche  Parabel  wurde  bereits  durch  Neil  selbst  recüft- 
cirt,  siehe  „Wallif»  Epistola  primam  inventionem  et  demonstrationem  fequa- 
lltatis  line»  curv»  paraboloidis  cum  recta  anno  1657  factam,  GuÜielmo  Neile 
asserens  (Phil.  Trans.  1673)^,  und  es  soll  diess  überhaupt  die  erste  genaue 
Rectification  gewesen  sein,  welche  von  einer  Curve  gemacht  wurde.  —  Die 
durch  2  ausgedrückte  Curve  dritten  Grades  trftgt  den  Namen  von  Deseartcs« 
weil  er  diese  merkwürdige  Linie  im  dritten  Theile  seiner  „Lettres,  oü  sont 
trait^es  les  plus  belles  questions  touchant  la  morale,  la  physique,  la  mödecine 

et  les   mathömatiques.   Paris  1667,  8  Vol.  in  4. 

(lat  Lugd.  Batav.   1668  —  1688)  zuerst  besprach. 

Bezieht  man  sie  auf  die  den  Winkel  der  Coordi- 

natenaxen  halbirende  Gerade,  d.  h.  setzt  man 

x  =  u.Cos46»  +  t.Shi460  =  -i:r(u  +  t) 

1/2 

y  =  u.8in4ö0  — t.Cos46o=-ir(u  — t) 


80  geht  2  für  a=  fv 


}ß 


a  in 


u>  +  8ut«s=«(u*  — t«)       oder       t 


-v^ 


a-t-ou 

über,  woraus  nun  leicht  hervorgeht,  dass  die  entsprechende  Curve  in  Besiehung 
auf  die  neue  Axe  symmetrisch  ist,  und  aus  einer  Schleife  des  Durchmessers 
a  besteht,  welche  in  zwei  unendliche  Aeste  verlftuft,  die  eine  zur  Axe  senk- 
rechte, um  Vi  «  hinter  dem  Anfangspimcte  liegende  Asymptote  haben.  Setzt 
man  a  — us=z»,  also  u  =  o  — z*  und  du:=  — 2z.dz,  so  ergibt  sich 


also 


r-V. 

J  o 


t.d 


VS 


z»74a-3z«]=~ 


oder  es  ist  sowohl  die  Fläche  der  ganzen  Schleife, 
als  die  zwischen  den  unendlichen  Aesten  und  der 
Asymptote  liegende  Fläche  gleich  %  «S  —  ^^^i  ^ 
diese  beiden  Flächentheile  im  Gegensatze  stehen, 
die  Gesammtfläche  gleich  Null.  —  Die  durch  8 
gegebene  sog.  Glockenlinie  fällt  für  b  =  0  =  0  mit 
der  Neil'sohen  Parabel  zusammen;  fllra=b=:c=l 
dagegen  nimmt  sie  die  in  der  beistehenden  Figur 
dargestellte  Form  an,  und  besteht  überhaupt  für 
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poBitive  Werthe  von  b  und  c  ans  einer  geschlossenen  Linie,  und  einem  (bei 
W)  Wendepnncte  seigenden  nnendlichen  Aste;  fttr  c  =  o  verschwindet  die 
geschlossene  Linie ,  —  fQr  b  =  o  dagegen  verbindet  sie  sich  als  Schleife  mit 

dem  nnendlichen  Aste,  der  in  diesem  Falle  anch 
keinen  Wendepnnct  mehr  seigt,  w&hrend  O  nnd  S 
sich  SU  einem  vielfachen  Puncto  vereinigen.  —  Die 
Cissoide,  welche  etwa  im  6.  Jahrhundert  unserer 
Zeitrechnung  von  dem  griechischen  Mathematiker 
DIokles  erfunden  worden  sein  soll,  wird  durch 
Gonstruction  erhalten,  indem  man  von  einem  Puncto 
A  eines  Kreises  aus  verschiedene  Secanten  sieht, 
lind  je  A  B  ==  G  D  abtrftgt  Sie  besteht  offenbar  aus 
swei  sich  in  A  zu  einer  Spitse  vereinigenden  xm- 
endlichen  Aesten,  welche  D  E  sur  gemeinschaftlichen 
Asymptote  haben,  und  ihre  Gleichung  geht  aus 


2.4-.Cos9  =  yx«  +  y* 


Tg9  =  X 


Cos  9  '2  .        -        .  -  *'  •        X 

wo  a   den  Durchmesser  des  ErelBes  beseichnet,  durch  Elimination  von  9 
hervor.  Es  folgen  nlUnlich  successive 


X« -f  y«  =  a*  (Cos*  9  —  2 -f 


Cos* 


Az!-=x*+ 


9 


.)  =  a' 


x*-x«(x«  +  y«)  +  y*(x«+y«) 


y*=- 


x«(x*-fy«) 


X  •    •  -  A 

d.  h.  4.  Die  Cissoide  kann  auch  leicht  rectificirt  werden,  indem  aus  4 

dx        2y(A  — x)  2Ca  — X)   '^     a  — x 

folgt,  oder,  wenn 
4a  — 3x 


a  — X 
gesetst  werden, 


=  u*    also    x=sa— 3 — 7^ 


u*  — 3 


ds^a.du— • 


a  —  x=r 


8a. du 


a 


8  ' 


dx=3 


2au. du 
(u«-.8)* 


S  —  u* 

woraus   durch   gliedweise  Integration   mit   Htklfe  von   66 :  2    ohne   weitere 
Schwierigkeit  an's  Ziel  gelangt  wird. 

ISO.  Einige  Conen  vierten  firades.  Der  Ort  der  Gleichung 

X*  .  y2  -s  (a  -{-.  y)2 ,  QyZ — y2)  ±  heisst  Conchoide 
x2  4-  y2  =  V4  a2  x2  -f  b*  —  tfl  %  CaBSinoide 

x2  -|-  y2  =  a  Vx*  —  y2    .  .  .  .  S  Lemniscate 

x24-y^  =  a(x  +  Vx2+y2)  .  4  Cardioide. 

Und  80  weiter. 

Die  von  dem  griechischen  Mathematiker  Nlkomcdei  theils  cur  Tri- 
section  (vergl.  147),  theils  (vergl.  Pappus  m,  IV)  sur  Lösung  des  Problemes 
der  WUrfelverdopplung,  d.  h.  sur  geometrischen  Lösung  von  a:xcrx:y 
s=  y :  3  A  erfiindene ,  und  später  von  Newton  sur  constructiven  Lösung  der 
Gleichungen  vierten  Grades  gebrauchte  Conchoide  oder  Muschellinie  wird 
in  ihren  beiden  Aesten  I  und  n  durch  die  beiden  Puncto  A  bestimmt,  welche 


Wolf,  Wnühtfth.    X. 


14 
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von  einem  auf  X  gleitenden  Poncte  B  in  der  von 

ihm  mit  dem  festen  Punote  G  bestimmten  Geraden 

um  eine  constante  Distanz  b  abliegen;   denn  man 

hat  offenbar 

a:u  =  y4:(Xt— u)  =  y,:Cu  — X,) 
und 

b«=:y«+(x-.u)« 

woraus  1  durch  Elimination  von  n  hervorgeht  Es 

l&sst  sich  also  die  Conchoide,  deren  beide  Aeste  X 

zur  Asymptote  haben ,  mit  Hülfe  zweier  Stäbe  X  und  AG,  welche  für  B 

und  G  mit  Laufrinnen  versehen  sind,   sehr  leicht  mechanisch  beschreiben. 

Bezieht  man  die  Gonchoide  auf  G  als  Anfangspunct  und  GD  als  Axe,  d.  h. 

ersetzt  x  und  a  +  y  durch  y  und  x,  so  geht  1  in 

über,  woraus  sofort  geschlossen  werden  kann,  dass  der  Punct  (xs=o,  yc=o), 

d.  h.  der  neue  Anfangspunct  G  ein  Punct  der  Gonchoide  ist  Ist  nun  (wie  in 

^SO  b<a  und  zugleich  x<a  —  b,  so  ist  b:(a  — x)  ein  ächter  Bruch,  also 

y*  negativ,  oder  y  unmöglich,  —  es  ist  also  G  in  diesem  Falle  ein  isolirter 

Punct    FUr  b  =  a  h5rt  diese  Isolirung  auf,  indem  dann  II  den  Punct  G  als 

Spitze  in  sich  aufnimmt,  —  und  fOr  b>a  endlich  bildet  II  hinter  G  eine 

ähnliche  Schleife,  wie  die  (s.  149)  bei  dem  FoUum  Gartesii  beschriebene  und 

abgebildete.  —  Der  Ort  eines  Punctes  M,  dessen  Product  der  Distanzen  rj 

und  r,  von  zwei  gegebenen  Punoten  A  und  B  con- 

stant  ist,  hat,  wenn  AB=:2a  und  r^rtC=b*  gesetzt 

wird,  die  Gleichung 

[(a  +  x)«  +  y«].[(a-x)i+y«]  =  b4 
oder 

(at-(.x«  +  y«)«-4a«x«  =  b* 

d.  h.  2.  Es  hat  dieser  Ort  ungeschickter  Weise  den 

Namen  Gassinolde  (d.  h.  Gassini  ähnlicher  Linie)  erhalten,  weil  der  bertthmte 

Astronom  Giovanno  Domenico  Cassini  (Perinaldo  1626  —  Paris  1712;  erst 

Professor   der  Astronomie  in  Bologna,  dann  Director  der  von  1667— 16T2 

erbauten  Pariser-Sternwarte,  vergl.  sein  Eloge  par  Fontenelle  in  Mto.  de 

Paris  1712,  xmd  Arago  Oeuvres  IQ;   er  war  Vater  von   seinem  Nachfolger 

Jacques  Gassini  1677—1766,  vergl.  sein  Eloge  par  Fouchy  in  M6m.  de  Par. 

1766,  —  Gross vater  von  dessen  Nachfolger  G4sar-FranQ0is  Gassini  de  Thury 

1714—1784,  vergl.  sein  Eloge  par  Gondorcet  in  M^m.  de  Par.  1784,  —  und 

Urgrossvater  von  des  letztern  Nachfolger  Jacques-Dominique  Gassini  Ylcomte 

de  Thury  1748 — 1846,   dem  Verfasser  der  „M^moires  pour  servlr  k  Phistoire 

des  sciences  et  h  celle  de  l'observatoire  royal  de  Paris.   Paris  1810  in  4.", 

welche  fOr  ihn  und  seine  Voreltern  zu  vergleichen)  die  mit  Recht  wieder 

längst  vergessene  Idee  hatte,  man  kOnnte,  um  gewisse  Rechnungsvortheile  zu 

erzielen,  die  Planeten  eine  solche,  für  b>ay2  ganz  ellipsen-ähnliche  Gurve 

um  die  Sonne  beschreiben  lassen.  —  Fällt  man  von  einem  in  der  Ebene  einer 

Gurve  als  eine  Art  Pol  angenommenen  Puncte,  Senkrechte  auf  die  Tangenten 

dieser  Gurve,  so  liegen  die  Fusspuncte  in  einer  neuen  Gurve,  der  sog.  Foss« 

punetcneurve»  —  und  es  mag  hier,  entsprechend  meiner  Abhandlung  „Ueber 

die  Fusspunctencurven  der  Linien  zweiten   Grades   (Grelle  XX)^,  gezeigt 

werden,  dass  sich  die  durch  8  gegebene  Lemnisoate  als  eine  Fusspuncten- 

curve  der  gleichseitigen  Hyperbel,  die  durch  4  gegebene  Gardioide  aber  als 
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eine  FnsBpnnctencarye  des  Kreises  darstellen  l&sst,  wfthrend  die  in  149  be- 
trachtete Cissoide  eine  Fusspunctencurve  der  Parabel  ist.  Legt  man  nämlich 
durch  den  gew&hlten  Pol  ein  an  den  Hauptaxen  einer  Linie  zweiten  Grades 
paralleles  Goordinatensystem,  so  wird  Letzteres  (vergl.  187}  in  Beziehung  auf 
dasselbe  durch  eine  Gleichung 

ay'  +  <J3t'-|-dy  +  ex  +  '=0  6 

ausgedrflckt,  also  nach  188:1  eine  Tangente  an  den  Punct  (z^,  yi)  derselben 
durch 

y  —  yi  = (x  — Xj)       wo       m  =  2cxt4-Cy       ns=2ayi-|-d         7 

so  dass  der  Fusspunct  eines  vom  Anfangspunote  auf  diese  Tangente  gef&llten 
Senkrechten  nach  182:16  die  Goordinaten 

'^-°'     m«  +  n»  y«-°     mt  +  n»  * 

hat,  und  durch  Elimination  von  X|,  yi  aus  den  Gleichungen  8  und  der  für 
(X|,  yi)  aufgeschriebenen  6  die  Gleichung  der  Fusspunctencurve  hervorgeben 
muss.  Um  diese  Elimination  zu  vereinfachen,  fflbren  wir 

X|  =  r  Cos  V  y,  =  r  Bin  V         wo         Ctg  v  =  —  9 

d.  h.  Polarcoordinaten,  ein,  und  erhalten  dann  sofort  mit  Hülfe  von  7  und  8 
die  Hülfsgieichungen 

(2cXi-{-e)Sinv=(2ayi  +  d)Cosv 

--         ,       «,           m*Co8  v  +  ömSin  V        ,  mnCosv+n'Sin  v 
r=x,C0BV  +  y,8inv  = ^^^ x,+ ^^, .y, 

=  Xj  CoB  V  +  y^  Sin  V 
aus  denen 

__d8invCosv+2arCosv— eBin'v 
^~"  2  (a  Cos*  V  +  c  Sin«  v) 

folgen.  Substituirt  man  letztere  Wertbe  in  die  für  (x^  y^)  aufgeschriebene  6, 
so  erhUt  man  nach  einigen  Reductionen  schliesslich 

r*  +  rC— Co8v+— Sinv)  +  -^^8invCosv  + 
'     \c  '    a  /   '    2ac  ^ 

I    4cf^e»  „,  .      ,    4af-^d»  p,    i        n 

J Bin«  V  H 5 Cos*  V  =  0 

'        4ac  '        4ac 

als  allgemeine  Gleichung  der  Fusspunctencurve  einer  Linie  zweiten  Grades. 

—  Liegt  beispielsweise  der  Pol  in  der  Peripherie  eines 
Kreises  des  Radius  a,  d.  b.  hat  man  statt  6  nach  184:2 

y«  +  x*  — 2ax  =  0 

also  a  =  l=:c,   d:=Os=f  und  e  =  —  2a,   so  wird  die 
Fusspunctencurve  nach  11  durch 

r«  — 2orCosv  — ft*8in*v  =  0  oder  r  =  a(l  +  Co8v)  19 

dargestellt  Restituirt  man  aber  in  12  nach  9  die  recht- 
winkligen Goordinaten,  so  erhält  man  die  mit  4  überein- 
stimmende Gleichung 

(x«  +  y«  — 2ax)(x«  +  y»)  =  o«y* 

■o  dass  unsere  Fusspunctencurve  wirklich  mit  der  schon  von  Louis  Carr^ 
(Ciofontaine  en  Brie  1668  —  Paris  1711;  Academiker  in  Paris)  in  den  Möm. 
de  Par.  1706  betrachteten,  aber  erst  von  Giovan   Casttllon  (Castiglione  in 

14* 


eBinvCosv-{-2crBinv--dCo8*v  ^ 

'  y*""  2  (a  Cos*  v  +  c  Sin*  v) 
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ToBcana  1708  —  Berlin  1791;  ProfeBBor  der  Mathematik  in  Utrecht  und  Berlin) 
in  Phil.  Trans.  1741  so  benannten  Cardioide  flbereinstimmt,  welche  flbrigene 
auch  nnter  den  Epicyoloiden  und  Brennlinien  anftriti  —  Uegt  dagegen  der 
Pol  im  Scheitel  einer  Parabel ,  d.  h.  hat  man  statt  6  nach  187 : 9 

y*  — 2px=0 

oder  a=:l,  c=:d:=f=:0  nnd  e  =  —  2p,  so  wird  die  Fasspnnctencnrve, 
da  in  diesem  Falle  nnr  die  mit  dem  Theiler  c  behafteten  Glieder  in  Rechnnng 
kommen  können,  nach  11  durch  die  Polargleichung 

2rCo8v-|-p8iii'v  =  0  IS 

dargestellt  Kestitnirt  man  auch  hier  nach  9  die  rechtwinkligen  Coordinaten, 
so  erh&lt  man  die  mit  149 : 4  übereinstimmende  Gleichung 

2x  +  p.— rn — r  =  0        oder        y^rs-rr-i — j- — r- 

so  dass  also  in  der  That  die  Fusspunctencurve  in  diesem  Falle  eine  Gissoide 

ist.  —  Liegt  endlich  der  Pol  im  Mittelpuncte 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  der  Halbazen  a^ 
d.  h.  hat  man  statt  6  nach  147 : 1 

yt_x*  +  a*  =  0 
also  a=:l,  c^  —  1,  d=se^O  und  f:=a*, 
so  wird  die  Fusspunctencurve  nach  11  durch 
die  Polargleichung 

r>s=a*Cos2v  14 

dargestellt,  welche  hinwieder  fBr  rechtwinklige 
Coordinaten  in  die  mit  8  ttberelnstimmende 
Gleichung 

ttbergeht,  so  dass  in  der  That  die  Fusspunctencurve  in  diesem  .Falle  mit  der 
schon  durch  Jakob  Bernonlll  in  Act  Erud.  1694  betrachteten  Bchleifenlinie 
oder  Lemniscate  Übereinstimmt,  —  einer  Gurve,  bei  welcher  der  von  SinlgagUa 
gebürtige  Marquis  Giulio  Carlo  Fa§^ano  (1682—1766)  in  seinen  „Produsioni 
matematiclie.  Pesaro  1750  2  Vol.  in  fol.^  die  merkwürdige  Eigenschaft  nach- 
wies, dass  sich  auf  ihr  unendlich  viele  Bogen  angeben  lassen,  die  einander 
entweder  völlig  gleich  sind,  oder  von  denen  der  Eine  die  H&lfte  des  Andern 
ist  —  Ueber  andere,  namentlich  einige  merkwürdige  Fl&chen-Eigenschaften 
der  Fusspunctencnrven  vergl.  theils  meine  erw&hnte  Abhandlung,  vor  Allem 
aber  die  betreffende  Abhandlung  von  Steiner  im  18.  Bande  desselben  Jour- 
nales,  durch  welche  ich  zu  der  meinigen  veranlasst  wurde. 

1S1#  Einige  transcendente  Corren.  Der  Ort  der  Gleichung 

y  =  a*  oder  x  =  log  y    ...  1  heisst  Logistik 
t  =  Sin  u %  Sinusoide 


r  = 


2at; 


S  Quadratrix 


n  Sin  V 

y  =  -2"(e*'  +6     M   ....  4  Kettenlinie. 

Und  so  weiter. 
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Die  f&lBchlich  von  Manchen  Gontert  durch  Verwechslung  mit  der  eine 
logariihmische  Theilnng  tragenden  Linie  seines  Rechenstabes  (vergl.  14),  zu- 
geschriebene, dagegen  spätestens  von  Hagens  in  einem  Anhange  zu  seiner 
„Dissertatio  de  causa  gravitatis  (Op.  rel.)"  behandelte  Linie  der  Gleichung  1, 

hat  natOrlich  den  Namen  logarlthiiiisehe  Linie  oder 
LogiMIk  erhalten,  und  besteht  aus  einem  unendlichen 
Aste,  welcher  die  Ordinatenaze  im  Abstände  1  vom  An- 
fSangspuncte  in  A  schneidet,  und  hinter  derselben  sich 
der  Abscissenaxe  als  Asymptote  nftheri  —  Aus  1  folgt 
durch  DÜferentiren 

p  =  -T^  =  yloga    also  nach  188:8     Bubtizs  — =  -r 

dx  p        loga 


I 


J 


1 


0  X 


SO  dass  die  Logistik  die  merkwürdige  Eigenschaft  hat, 
dass  bei  ihr  die  Subtangente  P  Q  einen  constanten  Werth 
besitzt  Construirt  man  daher  eine  Parabel,  die  PQ  als  Parameter  und  somit 
(145)  als  Subnormale  hat,  so  kann  man  diese  so  an  die  Aze  der  X  legen  imd 
längs  ihr  verschieben,  dass  sie  immer  im  Durchschnittspuncte  zur  Logistik 
senkrecht  steht.  •—  Da  femer  mit  Hülfe  von  140 : 1  und  64 : 4 


ß    .  fß  .    .  a^_.« 

«  ^  «  log» 


ssfydxsf   .'.dx  = 

Ja  Ja 


folgt,  SO  ist  die  zwischen  Logistik,  zwei  Ordinaten  und  der  Aze  enthaltene 
Fläche  immer  gleich  dem  Rechtecke  aus  der  Differenz  der  Ordinaten  und  der 
Subtangente.  —  Die  durch  2  ausgedrückte  Sinusoide  ist  eine  Art  Wellenlinie, 
welche  man  erhält,  wenn  man  die  Bogenwerthe  der  Winkel  als  Abscissen, 
die  Sinus  als  Ordinaten  aufträgt   Zieht  man  durch  den  Punct  M  derselben 

unter  dem  Winkel  9  eine  Gerade  zur 
Abscissenaxe,  so  schneidet  sie  dieselbe 
in  der  Entfernung  m  vom  Anfangspuncte, 
80  dass 

••      w«     flb'  tt  iJs*     «^^     SP  m  =  u  — t.Ctg9 

=  u  —  eSinu     wo      es: Ctg 9  S 

und  hat  man  daher  eine  Sinusoide  con- 
struirt, so  kann  man  mit  ihrer  Hülfe  zu 
jedem  m  graphisch  u  finden,  oder  die  transcendente  Gleichung  6,  für  deren 
Bedeutung  416  zu  vergleichen,  annähernd  lösen.  —  Die  sog.  Quadratriz, 
deren  erste  Construotion  gewöhnlich  dem  um  880  v.  Chr.  lebenden  griechischen 
Mathematiker  Dinoitrates  jnigeschrieben  wird,  geht  durch  alle  Puncto  Q, 

deren  Radius  CM  den  Quadranten  AB 
in  gleichem  Verhältnisse  theilt,  wie  die 
Parallele  Q  P  den  Radius  A  C  =  a;  denn 
in  diesem  Falle  verhält  sich 

y:a  =  t/:Vt«  • 

d.  h.  es  besteht,  da  ycsrSinv  ist,  die 
Gleichung  8.  Man  kann  somit,  wie  es  in 
der  Figur  angedeutet  ist,  leicht  eine  be* 
liebige  Menge  von  Puncten  der  Quadratriz 
erhalten,  indem  man  Kreislinie  und  Radius 
entsprechend  in  gleiche  Theile  theilt,  — 
sodann  durch  diese  Puncto  die  Quadratriz 


S 
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ziehen,  und  so  s.  B.  aach  den  Punot  G  erhalten,  in  welchem  ftie  B  C  schneidet. 
Es  geht  auch  leicht  hervor,  dass,  wenn  AD=;a,  EF||BC  eine  Asymptote 
der  Quadratrix  ist,  —  dass  sich  Letstere  nicht  nur  unterhalb  B  C  in  gleicher 
Weise  wiederholt,  —  sondern  dass  sich,  wenn  man  über  den  Halbkreis 
hinausgeht,  ein  sweiter  unendlicher  Ast  bildet,  der  in  der  Höhe  4a  wieder 
eine  Asymptote  hat,  etc.  —  Da  aus  6  folgt,  dass  sich  zwei  Ordinaten 
der  Quadratrix  genau  wie  die  zugehörigen  Winkel  verhalten,  so  sieht  man 
leicht  ein,  dass,  wenn  man  y  in  beliebig  viele  gleiche  Theile  tfaeilt,  die 
Theilpuncte  durch  Parallele  zu  BC  an  die  Quadratrix  bringt,  und  durch 
die  erhaltenen  Puncte  Radien  zieht,  diese  Radien  den  Winkel  v  in  ebensoviele 
gleiche  Theile  zerlegen.  Wirklich  soll  schon  Dinostrates  die  Trisection  auf 
diese  Weise  auszufahren  gelehrt  haben.  —  Mit  Hülfe  von  6  und  60 :  10 
erhUt  man 

und  hieraus  folgt  für  vczsO  sofort  x  =  2a:7r  oder  also  C0s=2a:ff,  und 
mit  Hülfe  von  6 

ay  «        a* 

Es  Iftsst  sich  also  mit  Hülfe  von  C  G  jeder  Bogen  und  der  ganze  Quadrant 
leicht  rectificiren  und  somit  quadriren,  —  eine  Eigenschaft  der  Quadratrix, 
welcher  diese  offenbar  ihren  Namen  verdankt.  «^  Ersetzt  man  in  1  die  (Grössen 
y,  a  und  x  durch  y:h,  e  und  x:h  oder  — x:h,  so  erh&lt  man  die  zwei 
logarithnüschen  Linien 

yi  =:  h .  e  *  und  y,  :=  h .  e     ** 

und  es  l&sst  sich  daher  die  Ordinate  einer  Kettenlinie  als  arithmetisches 
Mittel  der  Ordinaten  zweier  logarithmischen  Linien  darstellen;  für  weitere 
Eigenschaften  der  Kettenlinie  vergl.  234. 

Mit.  Einige  Spiralen.  Der  Ort  der  Gleichung 

V 

r  =  -^ — 1  heiflst  Archimedische  Spirale 


2n 


» 


r  =  a"*'  oder  v  =  */«  log  r   .  .  *  logarithmische  Spirale 

r^  =  -rt — *  parabolische  Spirale 

r=— 4  hyperbolische  Spirale. 

Und  so  weiter. 

Pie  durch  1  ausgedrückte,  durch  den  aus  Samos  gebttrtigen,  meist  aber 
in  Alexandrien  lebenden  Mathematiker  Konon  erfundene,  und  von  seinem 
Freunde  Arehlmedea  in  einer  seiner  scharfsinnigsten  Abhandlungen  unter- 
suchte, und  daher  meist  nach  ihm  benannte  Spirale  Iftsst  sich  offenbar  auf 
die  in  der  Figur  angedeutete  Weise  sehr  leicht  aus  dem  Kreise  des  Radius  1 
ftbleiteu;  welchen  sie  nach  dem  ersten  Umlaufe  schneidet  —  Die  zwischen 
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den  zwei,  den  Winkeln  v,  und  ti^  enb 
eprechenden  Radien  Veetoren  r,  and  i. 
entlMltene  Fllobe  Ist  utoh  110 : 3 


t(V— ",»)=:  — Cr,»-r,») 


r  entapreoheo,  so  dus,  wenn 


Es  iet  dl  BBS  eine  der  Qnadratnien, 
welche  aehoii  ArcblmedeH  dnroluiiftli- 
Ueet  niEin  den  Poei- 
Üonewliikeln  0,  d,  3d,  8d, ...  xd:=v 
die  Redlenveoloren  a,  tq,  4q*f  *q*,... 
r  In  der  Einheit  &  ausgedrllokt  wird, 

z  ^  —        und       X  ^  log  r  :  log  q 


logr 


■  Wq 


Bo  erhUt  mui  oflbobu  die  3  entaprechende  eog. 
logftrlthiD lache  Spirale,  wie  eine  solche  In  der 
beistehenden  Figur  fDr  d=:SO'  und  q  =  1,06 
veMclchnet  worden  Ist.  —  Betsen  wir  der  Eln- 
=  10  und  somit 


so  erhalten  wir  die  cwisohen  iwel  Radien  Vectoren 
naeh  140:3 

wlhrend  der  entsprechende  Bogen  DBcb  141 : 3 


1 

i.loglO 


I  und  ii  Hegende  FUche 


■.") 


:('.-ri)V 


Ist,  wo  fSr  die  vorstehende  Flgnr  p  nnd  Vl-f-^  nshsin  gleich  9  sn  eetsen 
sind.  Die  logarlthmiecbe  Bpinüe,  wslcbe  für  negative  Werthe  von  v  sich  von 
A  ans  In  nnendlloben  vielen  Wlndnngen  dem  Pole  nähert,  wie  sie  sich  fOr 
positive  Werthe  von  demselben  entfernt,  Ist  schon  von  Jakob  BemaBlU 
elnlftaslich  studirt  worden,  ond  als  er  unter  Anderm  fand,  dass  Ihre  Evolute 
wieder  eine  logarlthmlscbo  Bpirale  sei,  frappirte  Ihn  diese  Eigenschaft  so, 
dass  er  sich  diese  Iiüiie  nebst  den  Worten  „Eadem  mntata  resnrgo"  auf  seinen 
Grabstein  setsen  Hess;  vergl.  auch  die  beitigllclie  Note  von  Emil  Bebliu  Im 
Jahrgänge  1866  der  von  mir  redigirten  „VlerteljahTsschrift  der  naturfarscbendsQ 
OeseUachaft  in  Zfirlcb."  —  Die,  well  Ihre  Gleichung  detjenlgen  einet  Parabel 
gleich  sieht,  als  paFiboUaehe  beielchnete  Bpirale  3  geht  Umllcb  wie  die 
Ärcbimedisehe  vom  AnEangspiiaete  aus  In  immer  grSBsem  Wlndnngen  um 
denselben  bemm,  —  die,  well  ihre  Gleichung  mit  der  Asymptoteuglelohung 
der  HTperbel  Aehnllchkelt  bat,  als  fafparbcUaehe  beaelehuBte  Splrala  4 
hat,  da  jeder  Funct  deiaelben  von  der  Axe  die  Dlstana  r.SInv  =  AT8ii>v:  V 
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hat  und  Bin  v :  v  für  v  =  0  gleieli  der  Einheit  wird,  in  der  Distans  a  von  der 
Aze  eine  sn  ihr  parallele  Asymptote,  kSmmt  von  derselben  her  ans  dem  Un- 
eodliohen,  nnd  bewegt  eich  sodann  in  immer  kleinem  Windungen  gegen 
den  Anfangspnnct  hin,  —  etc.  —  Auf  Omndlage  derselben  oder  Umlicher 
Gleichungen  kann  man  auch  Spiralen  erseugen,  indem  man  die  v  von  irgend 
einem  Puncto  einer  Kreislinie  des  Radius  1  aus  auf  derselben  als  Absclssen, 
imd  die  r  normal  cur  Kreislinie  als  Ordinaten  anftrSgt,  —  und  so  weiter. 

IM*  Die  Roll-LinieiL  Rollt  ein  convexes  Vieleck  der  Fläche  f 
auf  einer  Geraden,  so  beschreibt  jeder  damit  verbundene  Pnnct  eine 
aus  Kreisbogen  bestehende  sog.  Roll-Llnle»  welcher  nach  einer 
vollen  Umwälzung  (129)  die  Fläche 

F  =  f+-~-Sa2a  1 

entspricht  Setzt  man  (133)  die  Constanten  m  gleich  a,  und  ist  9 
die  vom  Schwerpuncte  der  Ecken  beschriebene  Fläche,  so  wird 

F  =  f+y(-Sr2a  +  r«-Sa)  =  f4-y-Sr«a  +  r2|i  S 

y  =  f+Y-Sr2a    S  also  F  =  y  +  r««  4 

Diese  von  Steiner  zuerst  aufgestellte  merkwürdige  Beziehung  gilt 
auch  noch,  wenn  das  Vieleck,  und  damit  auch  die  BoU-Linie,  in 
eine  Curve  übergeht 

Da  offenbar  die  Winkel  der  beim  Rollen  entstehenden  Kreissectoren  der 

Reihe  nach  den  Drehwinkeln  a  des 
Vielecks  gleich,  und  die  swischen 
diesen  Bectoren  Uegenden  Dreiecke 
den  von  dem  beschreibenden  Puncto 
mit  den  Vielecksseiten  bestimmten 
Dreiecken  eongruent  sind,  so  liest  sich  wohl  1,  unter  Voraussetsung,  die  a 
seien  in  Bogen  ausgedrückt,  unmittelbar  aus  der  Figur  ab,  und  aus  1  folgen  nach 
183 : 2,  wenn  r,  r|,  r|,...  die  Abst&nde  des  8chwerpunctes  der  Ecken  vom  be- 
schreibenden Puncto  imd  diesen  Ecken  bezeichnen,  die  2.  bis  4  successive  ohne 
Schwierigkeit  Vergl.  für  eine  Anwendung  164,  und  für  weitere  namentlich 
nStelner»  Von  dem  Erttmmungsschwerpuncte  ebener  Gurven  (Grelle  21)^. 

IM*  Die  Clycloide.   Rollt  ein  Kreis  des  Radius  a  auf  einer 

Geraden  den  Winkel  1;  ab,  so  beschreibt  der  vom  Centrum  gegen 

die  Gerade  um  b  abstehende  Punct  eine  RoU-Linie,  für  welche 

x=av  —  bSini;  7  =  »  —  b.Cosv  1 

oder 

x  =  aArcCo8-?^=^  — Vb«— (a  — y)2  S 

Je  nachdem  b  =: ,  <c ,  ::=>  a  heisst  diese  RoU-Linie  semelney  wer^ 
iBngeiie  oder  verkürzte  Cyelolde«  Der  Inhalt  der  gemeinen 
Cydoide  ist  (153)       .  j,  =  3.*«  S 
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ix 


=  Tg^ 


nnd  da  für  sie 

dzs=a(l  —  Co8v)dv      d7  =  aSinvdv     also 

folgt,  so  hat  man  (141) 

B=J']/l  +  (-|^ydy  =  2aJ''Smy.dv==8aSm2-J 


Für  v  3=2  91  erliält  man  hieraus  die  Länge  der  gemeinen  Cycloide 
gleich  8  a. 

Die  Gleichnngeii  1  folgen  munittelbar  aiu  der  beUtehenden  Figur;  eliminirt 

man  ans  ihnen  v,  so  wird  2  erhalten. 


/  \ 


va 

\      /^ 

> 

-\ — - 

^ 

' 

V 

\ 
1 
/ 
/ 

^ 

^  ^^^ 

1 

.^ 

Die  vom  Bchwerpuncte  oder  Mittelpnncte 
der  rollenden  Kreislinie  enengte  Linie 
ist  offenbar  eine  Parallele  aur  Axe  von 
der  LSnge  2a)v,  und  es  ist  somit  die  in 
153  eingeftthrte  Fläche  9=:2a*)s  nnd  die 
Fläche  der  ganjsen  Cycloide  nach  168 : 4 

F  =  2a*)v4-b<ff  6 

woiana  8  für  b  =3  a  hervorgeht  Eine  besondere  Ableitung  von  4  und  6  dürfte 
flberflflssig  sein;  dagegen  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  schon  Galllei 
die  Cydoide  geometrisch  betrachtete,  —  dass  bald  darauf  Giles  Persone  de 
Belberral  (Roberval  bei  BeauvaiB  1602  —  Paris  1675;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Academiker  in  Paris)  die  durch  8  ausgedrückte  Quadratur  voll- 
sog,  —  dass  später  Pafcal  und  die  beiden  altem  Bemoiilll  sich  vielfsch 
mit  dieser  merkwürdigen,  auch  Ronlette»  Treeholde  und,  als  Linie  des 
kürzesten  Falles  (s.  254),  Braehystoehrone  genannten  Curve  befassten,  — 
und  dass  endlich  Hnfj^ens  nachwies,  es  entstehe  durch  Abwicklung  einer 
Cycloide  wieder  eine  ihr  gleiche  Cydoide,  und  es  sei  diese  Curve  (s.  255) 
zugleich  eine  Taatoehrone  oder  Ifloehrone.  VergL  auch  „Pascalt  Hlstoire 
de  la  roulette.  Paris  1658,  —  J.  Sr»iiinglns»  Bistoria  cydoidls.  Hamb.  1701 
in  4,  —  Ruggiero  Giuseppe  BoseoTleh  (Ragusa  1711  —  Mailand  1787;  Prof. 
der  Mathematik  in  Rom),  De  cycloide  et  logisüca.  Rom»  1745,  —  Bossnt» 
Nouvelle  mani^re  de  dtaontrer  les  propri^tös  de  la  cycloide  (Mte.  de  math. 
et  de  phys.  Tome  8),  —  W.  Zehmct  Elementare  und  analytlsohe  Behand- 
lung der  verschiedenen  Cycloiden.  Iserlohn  1854  in  8.,  —  etc.<*  —  Rollt  der 
Kreis  anstatt  auf  einer  Geraden  auf  oder  in  einem  Kreise,  so  helsst  die  ent- 
stehende Curve  Bpleydiolde  oder  Hypoeyelolde»  und  hat  offenbar  die 

Gleichungen 

X  =  (a  + b)  Sin  a  —  b  Sin  (/?±o) 

y  =  (a±b)  Cos  a  4:  b  Cos  (fi± a) 

wo  das  obere  Zeichen  fOr  die  Epicydoide, 
das  imtere  fOr  die  Hypocydoide  gilt,  und 
wo  die  Winkel  a  und  ß  die  Beiiehung 
aa=:b/9  eingehen.  Aus  7  kann  man  a.  B. 
für  die  Epicydoide  durch  Quadriren  und 

Addiren  die  Gldohung 

x«  +  y«  =  (a  +  b)*+b«  — 2b(a+b)Cos/J  S 

erhalten,  wdche  sich  auch  unmittdbar  aua  der  Figur  ergibt   Für  b=:a, 
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x  =  y|  imd  y  =  Z|4-*  S^b^B  ^  Oleiehnngeii  7 

ytcrSaStoaCl  —  Cosa)  z«  =  3mCoe«(l  — Cos«)  • 

viid  hieimus  folgen 

^=Tg«  yy,«  +  x,t  =  am(l-Co6«)  =  >m(l-         ^        ) 

Aller  iq*  +  y/  =  2m(yiq*4-y.»-X4)  lO 

eine  Oleiefanng,  welche,  wenn  men  den  Sinn,  in  weldiem  die  Abecisee  ge- 
aüUilt  wird,  weehseli,  mit  der  Oleichnng  150:4  der  Gerdioide  flbereinetimmt, 
sobald  nun  a  =  '/,  a  seist;  es  bietet  nns  also  die  Cerdioide  (verg^  150  Fig.  3) 
ein  Beispiel  einer  Epicyeloide  der.  Zum  Sehhisse  nug  noeh  angefBfari  werden, 
dess  die  Spieydoide  1674  von  Ole  Mmmtew  entdeckt  wurde,  als  er  naeh  der 
▼ortheilliafteeten  Gestalt  der  Zihne  eines  Bades  sachte. 

XVL  Du  RandniMk  iii  die  Bmtrigonimetrie. 

lU«  Bit  lam-Iek.  Eine  Ebene  wird  durch  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegende  Poncte,  also  dnrch  zwei  sich  schneidende  oder 
parallele  Gkrade  bestunmt,  und  schneidet  daher  jede  andere  Ebene 
in  einer  (Geraden,  der  sog.  Spor^  Kante  oder  Knotenlilile«  — 
Dreht  sich  abwechselnd  eine  in  einer  Ebene  befindliche  Gerade  um 
einen  ihrer  Poncte  nnd  dann  die  Ebene  nm  die  Gerade,  so  entsteht, 
wenn  nach  n  Doppelbewegnngen  Gkrade  nnd  Ebene  wieder  in  die 
ursprüngliche  Lage  zurückkehren,  ein  n-Kant  oder  Raimi-ii-Eclu 
Die  Drehwinkel  der  Gkraden  heissen  KantenwiBkel)  —  die  Dreh- 
winkel der  Ebene,  für  welche  Einheit,  Eintheilnng  nnd  Benennung 
ganz  analog  sind,  wie  beim  Linienwinkel,  FlSchenwIlikek  Die 
Kanten,  Eantenwinkel  und  Flächenwinkel  des  n-Eants  entsprechen 
den  Ecken,  Seiten  und  Winkeln  des  n-Ecks. 

Wie  ich  schon  1843  in  Qninert  m  446  beklagte,  herrseht  in  den  Be- 
nennungen grosse  Verschiedenheit:  8o  verwenden  Thibant,  Steiner,  Ohm, 
Baltser,  etc.  den  Namen  niehenwiiikel  in  der  im  Texte  angenommenen 
Bedentnng,  während  Umpfenbach  dafttr  den  Namen  KeU  branoht,  —  Grelle 
Ilanaieek«nwtiikel»  —  Mollweide,  Vega,  Gmnert,  etc.  ]icig«iii;awlBkel 
sweler  BbencBt  —  Klfigel,  Mobs,  Rose  etc.  Kantet  —  Naumann  sogar 
Kantcnwinkel»  einen  Namen,  welchen  dagegen  8teiner,  Külp,  Press,  etc. 
mit  mir  in  der  im  Texte  gegebenen  Weise  sn  der  Beseichnnng  des  Winkels 
zweier  Kanten  anwenden,  da  der  fOr  letztem  von  MoUweide,  Gmnert,  Blnm, 
etc.  gewfthlte  Name  ebener  Winkelt  and  anch  der  von  Ohm,  Teilkampf, 
etc.  gebranchte  Name  Eiinienwlnkel  ihnen  weniger  passend  schien.  —  An 
die  in  73  gegebene  Litteratur  Über  Elementargeometrie  schliessen  sich  z.  B. 
noch  die  Specialachriften  „Crelsenaeht  Theoretisches  Lehrbnch  der  Stereo- 
metrie. Frankfurt  1835  in  8.,  —  Wockelt  Formeln  nnd  Angaben  snr 
Stereometrie.  NUmberg  1841  in  8.,  —  Christ  Heinrich  lia^lt  Lehrbnch  der 
Stereometrie  nnd  der  ebenen  Trigonometrie.  Ulm  1844  in  8.,  —  Angnst 
Wiegnnd  (Altenbnrg  1814;  Lehrer  der  Mathematik  nnd  Director  der  Lebens- 
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Versicherungsgesellschaft  sn  Halle),  Lehrbuch  der  Stereometrie  und  sphärischen 
Trigonometrie.  Halle  1845  in  8.,  —  etc^  an. 

IM«  Die  SankrecliteD  and  PrqectioneD.  Eme  Gerade  ab  steht 

(Fig.  1 ;  83,  86)  auf  allen  dnrcli  ihren  FuBspunct  a  gehenden  Geraden 
einer  Ebene  (z.  B.  auf  ae)  senkrecht,  sobald  sie  auf  zweien  der- 
selben (ac  und  ad)  senkrecht  steht,  imd  heisst  dann  senkrectat 
zur  Ebene.  —  Dabei  ist  die  Senkrechte  offenbar  die  kürzeste  Ver- 
bindung des  Punctes  b  mit  der  Ebene,  und  alle  Puncte  der  Letztem, 
welche  von  b  gleich  weit  abstehen,  stehen  auch  von  a,  der  sog. 
Projeeflon  von  b  auf  die  Ebene,  gleich  weit  ab,  und  umgekehrt 
—  Ist  (s.  Fig.  2)  ae  J_  cd  J_  bf,  so  heisst  «f  Projection  von  ab 
auf  cd,  und  wenn  eg||ab  mit  cd  den  Winkel  <p  bildet,  femer 
bg  II  ae  II  f h  ist,  so  muss  auch  eg  =  ab,  und  (da  Ebene  bfh  |  cd) 
gfj_cd,  also  ef^ab.Cosy  sein.  —  Projicirt  man  auf  eine 
Gerade  alle  Seiten  eines  ebenen  oder  räumlichen  Vielecks,  so  ist  die 
Projection  irgend  einer  Seite  gleich  dem  Gegensatze  der  algebraischen 
Summe  aller  andern;  haben  daher  zwei  Vielecke  eine  gemeinschaft* 
liehe  Seite,  so  sind  für  eine  und  dieselbe  Gerade  die  Summen  der 
Projectionen  aller  übrigen  Seiten  derselben  einander  gleich. 

Macht  man  fa  =  ah,  und  sieht  cd  beliebig,   so  ergibt  sich  leicht  die 

Folge  von  Congruenzen  abcsafc,  abdSJafd, 
b  d  c  SS  f  d  0  und  b  d  e  S  f  d  e ;  aus  letiterer  Con- 
gruens  folgt  aber  be^ef,  wodurch  offenbar  die 
Behauptung  des  ersten  Satzes  erwiesen  ist  Derselbe 
Beweis  Iftsst  sich  auch  leisten,  indem  man  durch 
irgend    einen  Punct   e   in   ae   so   eine  Gerade   cd 

f  Iv:^- "^        zieht,  dass  ee^ed  wird.  Man  hat  alsdann  nach  110 

2(be*  +  ed«)  =  bd«  +  bc«       und       2  (ae«  +  ed«)  =  ad*  +  ac« 
also  durch  Bubtractlon  mit  Hfllfe  des  pythagor&ischen  Lehrsatzes 

2(be«  — ae«)s=!2.ab« 
folglich  muss  (nach  98)  Winkel  bae  ein  Rechter 
sein.  —  Der  zweite  Satz  folgt  mit  Hfilfe  von  93  und 
91  ganz  einfach  aus  dem  ersten,  —  der  dritte  Satz 
ist  im  Texte  mit  Hülfe  von  Fig.  2  vollständig  be- 
wiesen, —  und  der  vierte  Satz  bedarf  wohl  Hber- 
e         '     f  haupt  keines  besondem  Beweises,  so  fruchtbar  er 

sich  auch,  z.  B.  in  192,  zeigen  wird. 

IM»  Dia  Parallalan.  Sind  zwei  Gerade  zu  einer  dritten  Geraden 
parallel,  so  sind  sie  anch  unter  sich  parallel,  und  zwei  Winkel  mit 
parallelen  Schenkeln  sind  (89,  86)  gleich.  Parallele  zu  einer  Senk- 
rechten stehen  (156)  senkrecht,  und  umgekehrt  sind  Senkrechte  zu 
derselben  Ebene  parallel.  Eine  Parallele  zu  einer  Geraden  einer 
Ebene  kann  (155)  diese  Ebene  nicht  schneiden,  und  ist  daher  auch 
ab  parallel  mit  ihr  zu  betrachten. 
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Ist  ab  II  cd  und  ef  ||  cd,  so  mnss  auch  ab  ||  ef  sein.  Legt  man  ntmlidi 

durch  ab  nnd  irgend  einen  Punct  g  in  ef  eine  Ebene, 
80  f&llt  die  dadurch  in  Ebene  odef  gebildete  Kante 
mit  ef  zoBammen;  denn  wUrde  sie  nicht  msammen- 
fallen,  so  mttsste  sie  od  schneiden,  nnd  es  h&tten 
sodann  die  Ebenen  ab  cd  nnd  abg  ausser  ab  noch 
einen  Punct  gemein,  was  offenbar  nicht  angeht  Fällt 
sie  aber  zusammen,  und  wftre  dennoch  ef  nicht 
parallel  ab,  so  mttssten  ab  und  ef  sich  schneiden, 
und  der  Durchschnittsponct,  als  den  beiden  Ebenen 
ab  cd  und  cdef  angehörig,  in  cd  liegen,  was  wieder  nicht  angeht  —  Ist 
c  a  II  d  b,  sowie  o  e  ||  d  f,  und  trägt  man  ca  =  db,  cessdf  ab,  so  folgt 
ab4t=cd4t=ef,  folglich  hat  man  successive  ae^j^bf,  ^Ace  ^  ^hdt 
und  ^  a  c  e  =  ^  b  d  f ,  w.  z.  b.  w.  —  Die  folgenden  Bfttze  bedürfen  kaum 
eines  ausführlichen  Beweises. 

IM«  EigenECliafteil  der  PrqjectiOIieD.  Verbindet  man  die  Pro- 
jectionen  der  Endpuncte  einer  Geraden  auf  eine  Ebene  dnrcb  eine 
Gerade,  so  enthält  diese  (157,  155)  die  Projectionen  sämmtUcber 
Poncte  der  Geraden,  nnd  ist  somit  als  ihre  Projection  zn  betrachten. 
—  Steht  eine  Gerade  auf  einer  Geraden  einer  Ebene  senkrecht,  so 
steht  (156,  84)  anch  ihre  Projection  zu  derselben  senkrecht  nnd 
umgekehrt.  —  Zieht  man  von  einem  Puncte  eine  Senkrechte  auf 
eine  Gerade  einer  Ebene,  errichtet  in  dem  Fusspuncte  eine  Senk- 
rechte in  dieser  Ebene,  und  fällt  von  dem  ersten  Puncte  auf  letztere 
Gerade  noch  eine  Senkrechte,  so  steht  diese  (93,  156)  zur  Ebene 
senkrecht.  —  Jede  Gerade  bildet  (156)  mit  ihrer  Projection  auf  eine 
Ebene  einen  kleinern  Winkel  als  mit  einer  andern  Geraden  der- 
selben, und  dieser  kleinste  Winkel  dient  ab  Maass  der  Neigung  der 
Geraden  gegen  die  Ebene. 

Per  erste  Satc  bedarf  kaum  eines  ausfnhrlichem  Beweises;   die  übrigen 
Sfttze  können  dagegen  auf  folgende  Weise  begründet  werden:  Steht  ac  I   de 

und  a b  I  Ebene  bed,  so  ist  auch  bo  I  de; 
denn  macht  man  cd  =:  ce,  so  ist  nothwendig  auch 
a d  ^  a e,  also  (166)  b  d  s=  b e.  —  Steht  a c  I  de, 
b  c  _L  d  e  und  a  b  J_  b  c,  so  ist 

a  d«  =  a  c«  +  c  d*  =  a  b«  +  b  c«  +  c  d* 
=  ab«  +  ^d« 
also  steht  ab  auch  auf  bd,  folglich  (156)  auf  der 
Ebene  bed  senkrecht  —  Ist  ab  I  Ebene  bde,  so 
ist  a</9;  denn  sieht  man  acj_de,  so  ist  ac>ab, 
also  auch  (ac  :ad)>(ab  :  ad),  oder  Sin/9>Sina;  oder,  wenn  dc  =  db 
abgetragen  wird,  so  ist  immer  noch  ac  >  ab,  also  (86)  auch  /9>  a. 

1M9.  Die  SenkracllteilwillkeL  Wenn  auf  zwei  Kanten  Senkrechte 
in  den  sie  bildenden  Ebenen  gezogen  werden,  so  haben  (156)  die 
Flächenwinkel  gleiche  Grösse,  wenn  diese  sog.  Senkrechtenwinkel 
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einander  gleich  sind.  —  Theilt  man  einen  Senkrechtenwinkel  in 
gleiche  Theile,  nnd  legt  durch  die  Theillinien  und  die  Kante  Ebenen, 
so  zerfällt  auch  der  Flfichenwinkel  in  gleiche  Theile.  Es  sind  somit 
die  Flächenwinkel  den  Senkrechtenwinkeln  proportional  und  können 
durch  sie  gemessen  werden.  —  Jede  Ebene,  welche  durch  eine 
Senkrechte  zu  einer  Ebene  gelegt  wird,  steht  (156)  auch  senkrecht, 
und  umgekehrt  müssen  zwei  zu  einer  dritten  Ebene  senkrechte 
Ebenen  auch  eine  zu  ihr  senkrechte  Kante  haben. 

Legt  man  zwei  gleiche  Senkrechtenwinkel  auf  einander,  so  fallen  (156) 
die  Kanten,  also  auch  die  Ebenen  anf  einander.  —  Wflrde  die  Kante  iweier, 
sn  einer  dritten  Ebene  senkrechter  Ebenen  nicht  auch  senkrecht  stehen,  so 
könnte  man  in  ihrem  Fnsspnncte  eine  Senkrechte  errichten,  und  diese  Senk- 
rechte würde  sodann  mit  den  Kanten,  welche  die  zwei  ersten  Ebenen  in  der 
dritten  bilden,  zwei  neue  senkrechte  Ebenen  zu  Letzterer  bestimmen,  was 
offenbar  ungereimt  w&re. 

160«  fimndbexieliimgeii  am  Raamdreiecke.  Bezeichnen  a  =  2a, 

b  =  26,  c  =  2c  die  Seiten  eines  Raumdreieckes,  A  =  23[,  B  =  2JB, 
C  =  2S  aber  ihre  Gegenwinkel,  so  hat  man  (94,  104) 

Sina:Sinb=:SmA:SinB  1 

Cos  c  =  Cos  a  .  Cos  b  +  Sin  a .  Sin  b  .  Cos  C  S 

Aus  2  folgt 

^  Cos  a.  Cos  (b  —  x)  ^  m         n     r\      m 

Cosc  = ^ — ^ wo        Tgx  =  Tga.CosC     9 

v/OS  X 

^    ^     Cosc — Cosa.Cosb     ,      ^  i^i    n     +Co8cTCos(a  +  b) - 

Co8C  = ö^ qt-t oder  H-CosC  =  = — ot— ' — o.\"~     4 

Sm  a .  Sm  b  ~"  Sm  a .  Sm  b 

femer,  dass,  wenn  auch  a  die  grösste  Seite, 

Cosc<cCos(a  —  b)      oder     c::^=*a  —  b     oder     a<cb  +  c 

Bezeichnet  endlich  s  =  a  +  6  +  c  die  halbe  Summe  der  Seiten,  so 

folgt  aus  4 

Q.    ^      1  /Sin  (s — a)  Sin  (s — b)        ^     ^      l  /Sin  s .  Sin  (s — c)  - 


Sin  a  •  Sin  b         '  ^       Sin  a .  Sin  b 


Und  so  weiter. 


Ter  ff  —  l/Sin  (s— a) .  Sin  (s— b) 
Ag^a-  y       Sins.Sin(s— c) 


6 


Ist   odsl,    de_Lloh,    dfJ_oh,    dgJ_oi   und   h d    I    od    I    d i, 
so  sind  die  A,  B,  C  der  Figur  Senkrechtenwinkel,  messen  also  die  Dreiecks- 

Winkel  A,  B,  C,  imd  es  ergeben  sich  sofort  die 
Gleichheiten 

Sina  _  df_de;dg_SinA 
Sinb  ""dg""de:df""8inB 

hi«=  oi«  +oh«  — 2.  oi  .oh. Cosc 
hi*  =  dh«  -f  di«  —  2  .  dh  .  dl .  CosO 

Erstere  Gleichheit  stimmt  mit  1  fiberein,  wihrend 
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man  dnreh  Gleichsetsnng  der  beiden  Werthe  von  hi* 

(oi«  —  di*)  +  (oh«  —  dh«)  +  2  .  dh  .  di .  CosC  =  2*.  oi .  oh  .  CoBC 

oder  i  +  Tga.Tgb.Co8C  =  -^.-gi^.Co8C 

d.  h.  2  erhUt,  woravs  eich  die  ttbrigen  Formeln  nach  dem  im  Texte  befolgten 
Gange  ohne  Schwierigkeit  ableiten  lassen.  —  Zieht  man  noch  g  k  J_  o  h  nnd 
e  1 II  o  h ,  so  findet  man  anch 

Cos  a  =  of:=ok-j-le  =  og.  Cos  c  -f-  g  e  .  Sin  c  =: 
^  Cos  b  .  Cos  o  -f-  Bin  b  .  Sin  c  .  Cos  A 

d.  h.  wieder  die  Formel  2,  nnr  in  einer  etwas  andern,  noch  fast  einfachem 
Weise.  —  Mit  Hülfe  von  1  kann  man  leicht  zeigen,  dass 

Sin  a  .  Sin  b  .  Sin  Cs=Sin  a  .  Sin  c.  Sin  BsSin  b  .  Sin  o  .  Sin  A  =  d  ^ 

Sin  A .  Sin B .  Sin  o  =  Sin  A .  Sin C .  Sin  b  =  BinB .  Bin C .  Sin  a  =  D 

wo  d  nnd  D  bestimmte  Zahlen  sind,  welche  das  betreffende  Ranmdreleck 
charakterlsiren.  Beseichnet  man  femer  den  Winkel,  unter  welchem  man  de 
von  o  aus  sieht,  oder  gewissermassen  die  Höhe  des  Raumdreiecks  in  Be- 
siehung auf  die  Seite  c,  mit  y^  so  hat  man  offenbar 

Sin  ^  =  d  e  =  d  f .  Sin  6  =  Sin  a  .  Sin  B 

und  ebenso  ergeben  sich,  wenn  a  und  ß  in  Beziehung  auf  die  Seiten  a  und  b 
entsprechende  Bedeutungen  haben, 

Sin  a  =  Sin  b .  Sin  C  Sin  /9 = Sin  c .  Sin  A 

so  dass  man  die  7  auch  durch 

Sin  a.8ina  =  Slnb.Sln/?  =  Sin  o.Sin^sd 
8lnA.8ina=:SinB.Sin/?=:SinC.8in;f=:D  ' 

ersetzen  kann. 

161«  Die  Oanss'sclien  Formeln  ud  die  Neper'sdien  inilogien. 

Mit  Hülfe  von  160 : 5  findet  man 

Co8(a+e)  =  |^.Co8(a+b),  C!o8(«-ö)  =  ^.Sin(a+I))  1 

Sm(a+e)  =  ^.Co8(a-b),  Sm(«-e)==^.Sin(a-b)« 

die  80g.  Gau88'8chen  Fonneln,  aus  deren  vierter  z.  B.  hervorgeht, 
dass  einer  grossem  Seite  auch  ein  grösserer  Winkel  gegenübersteht, 
—  nnd,  indem  man  sie  paarweise  durcheinander  dividirt, 

die  sog.  Neper'schen  Analogien. 

Die  Formeln  1  und  2  werden  am  leichtesten  erhalten,  Indem  man  in 

Cos  (IC  ±  S)  =  Cos  IC .  Cos  S  ip  Sin  IC.  Sin  8 
Sin  (IC±»)=Sin  IC.Cos8±CoslC.Sin» 

rechts  nach  160:6  die  Sin  und  Cos  durch  ihre  Werthe  ersetst;  so  i.  B. 
erh&lt  man  auf  d^iese  Weise 
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Siürg  I  mN^l/Sfa^  (g-"fe)  Sin  (b  — c)      i/SinB»Siii(B~b)  , 
<,fit-«;— r  Binb.Sinc  '^       SinaSinc       "*" 

.  i/Sia B  .  Sin  (8  —  a)  |/8in(8  — a)  Bin  (s^c) 
'    '^       ßinb.Sinc        ^  Bina.Sino 

_  8in(8  — b)  +  8in(B  — a)     |/8in b  Sin  (b  —  c)  _ 
""  Sine  '  ^       BinaSlnb       ^ 

^  2  Sin  (B-g-^  B)  Cob  (g-b)  ^_^ 
""  2  8inc.Co8C  * 

=      CoB(g-b)^^^ 

COBC 

u.  B.  f.    8ie  lasBen  Bich  zu  Gunsten  des  Ged&chtnlBseB  unter  der  Bchema- 
tlBchen  Form 


(IC±»)C.C.8.8 


8.8.C.C  (g) 
C.ö.0.8  (c) 


(g±b)C.8.C.8 

suBammenfasBen ,  und  wurden  fast  gleicbzeitig  von  Jean -Baptiste- Joseph 
Delmmbre  (Amiens  1749  --  Paris  1822;  Professor  der  Astronomie  und  Mit- 
glied der  Aeademie  in  Paris)  in  der  „Gonnaissance  des  temps  de  1808^,  — 
von  Mollwelde  •  der  sugleicb  die  entsprechenden  Formeln  für  das  ebene 
Dreieck  (104:9)  gab,  im  Novemberheft  1808  der  Zach'schen  Correspondens, 
—  und  von  Gauss  in  seiner  1809  erschienenen  „Theoria  motus  oorporum 
ccelestium^  mitgetheilt,  —  immerhin  jedoch  so,  dass  ihnen  eigentlich  der 
Name  Gauss'sche  Formeln  am  wenigsten  zukömmt.  Die  aus  Ihnen  hervor- 
gehenden, sog.  Analogien  8  und  4  gab  fibrigens  Neper  oder  IVapler  schon 
&8t  zwei  Jahrhimderte  frflher  in  seinem  bei  11  erwähnten  Fundamental- 
werke. 

169«  Weitere  BeziellimgeiL  ÄDalog  160 : 2  hat  man 

Cos  a  «=  Cos  b .  Cos  c  +  Sin  b  .  Sin  c .  Cos  A 
Cos  b  =  Cos  a  .  Cos  c  +  Sin  a  .  Sin  c .  Cos  B 
woraus  durch  Elimination  von  Cosa 

Sin  a .  Cos  B  =  Cos  b .  Sin  c  —  Sin  b .  Cos  c .  Cos  A  S 

folgt  9  oder  (160:1),  wenn  man  durch  Sinb  theilt, 

Sin  A .  Ctg  B  =  Ctg  b .  Sin  c  —  Cos  c .  Cos  A  S 

und  entsprechend  ergeben  sich 

Sm  a .  Cos  C  =  Sin  b .  Cos  c  —  Cos  b .  Sin  c .  Cos  A  4 

Sin  A .  Ctg  C  =  Sin  b .  Ctg  c  —  Cos  b .  Cos  A  B 

Verbindet  man  2  und  160:1  durch  Division,  so  erhält  man 

^g^'"   sTn^c-xt  ""^         Tgx  =  Tgb.CosA        6 

Und  so  weiter. 

Betreffend  die  Ableitung  der  Formeln  2 — 6  ist  kaum  noch  etwas  beizu- 
fügen ndthig,  —  über  ihren  Gebrauch  vergl.  169,  namentlich  aber  386 
und  868. 

16S«  FeUergleiehangen.  Durch  Differentiation  von  162 : 1  und 
160:2  erhält  man  nach  leichter  Reduction 
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d  a  =  Cos  C  .  d  b  +  Cos  B  .  d  c  +  Sin  B  .  Sin  c  .  d  A  1 

db  =  Cos  A .  de  +  Cos  C  .  da  H-  Sin  C  .  Sin  a  .  dB  « 

de  ==  Cos B  .  da  +  Cos  A  .  db  +  Sin  A .  Sin  b .  dC  S 

dureb  deren  Combination  man  in  allen  Fällen  den  Einflnss  kleiner 

Veränderangen  der  bestimmenden  Elemente  berechnen  kann. 

So  K.  B.  folgt  durch  Differentiation  der  ersten  Formel  162 : 1  nach  allen 
in  ihr  enthaltenen  Grössen  mit  Httlfe  von  162 : 2,  4 

Sin  b .  Cos  c  —  Cos  b .  Sin  c .  Cos  A.,    ,    Sinb.8inc.8inA,. 
da= 7ZZT- db-j =^ dA 


4- 


Bina 

Cos  b  .  Sin  c  —  Sin  b .  Cos  c .  Cob  A 

Sina 


Sina 


de 


8in«A       —  '  SlnA 

.dB-fSinb.Cl«A.dC 


=  Cos  C .  db-f  CosB .  de -j-SinB .  Sin  0.  dA 

oder  1.  —  Eliminirt  man  s.  B.  aus  2  und  8  die  Grösse  de,  so  erhUt  man 
mit  Hfllfe  von  168 : 1 

,,        CosC  +  CosA.CosB     ,      ,    SinC.Sina  ,„  ,    Sinb.CosA     ,^ 
^^™ Sin'A *"* ^^^ —       "^ ^*^ 

_  SlnB.  Cosc     ,      .    Sine 

""        SinA  *'^  SinA 

In  ähnlicher  Weise  kann  man,  indem  man  aus  je  zweien  der  Formeln  1 — 8 
eines  der  Differentialien  eliminirt,  alle  möglichen  Fehlergleichungen  am  Raum- 
dreieeke  darstellen,  über  deren  Gebrauch  man  z.  B.  die  S&tze  886,  8ö8,  405, 
424,  etc.  vergleichen  kann. 

164«  Parallele  Ibenen.  Zwei  Ebenen,  welche  mit  einer  dritten 
Ebene  parallele  Kanten  und  gleiche  correspondirende  oder  Wechsel- 
winkel bilden,  heissen  parallel»  —  haben  (157 — 159)  überall  den- 
selben Abstand  (absef^cd,  s.  Fig.  1),  —  und  schneiden  sich 
somit  im  Endlichen  nicht.  Umgekehrt  müssen  daher  auch  zwei  Ebe- 
nen parallel  sein,  d.  h.  mit  jeder  dritten  Ebene  gleiche  Winkel  und 
parallele  Kanten  bilden,  sobald  sie  mindestens  drei  nicht  in  einer 
Ebene  liegende  gleiche  Abstände  haben.  —  Parallele  zwischen  paral- 
lelen Ebenen  sind  gleich,  —  imd  jede  zwei  Gerade  werden  durch  ein 
System  von  parallelen  Ebenen  proportional  geschnitten.  —  Die  Slante 
zweier,  durch  zwei  parallele  Gerade  gelegten  Ebenen  ist  diesen 
Parallelen  ebenfalls  paralleL 

Bilden  die  Ebenen  I  nnd  n  mit  m  gleiche  Winkel  nnd  parallele  Kanten, 
und  fUlt  man  theÜB  von  irgend  einem  Puncte  a  der  Ebene  I,  theila  von 
einem  Pnnote  c  ihrer  Kante  in  m,  Senkrechte  anf  Ebene  HI,  so  alnd  dieae 

Senkrechten  ab=:cd.  Ist  n&mlich  abJ_II  nnd 
^SJLs^j  Bo  ist  (168)  anch  ag  JLgh,  also  (166) 
yh  I  Ebene  bgea,  also  i.  B.  gh  J_ge;  femer 
ist  (167)  ce  I  Ebene  bgea  nnd  somit  ^lea  ein 
Senkrechtenwinkel.  Ist  ef_Lbg,  also  (168)  ef  I  U, 
femer  cd  J_n  nnd  dh  J_hg,  so  sind  die  Drei- 
ecke egf  nnd  cdh  congroent,  da  sie  eine  Seite  als 
Parallele  zwischen  Parallelen,  nnd  cwei  Winkel  als 
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Winkel  mit  parallelen  Schenkeln  gleich  haben,  also  ist  cd  =  ef.  Anderseits 
sind  als  Senkrechtenwlnkel  nach  YoranssetniDg  /^iea=:^chd,  —  also  ist 
nach  obiger  Congruenz  auch  /liea=/^egf,  also  ea||gb,  also  ef=:ab,  — 
also  endlich  ab=:cd,  w.  &  b.  w.  —  Stehen  ab=:cdcef  slmmtlich  senk- 
recht SU  n,  nnd  legt  man  s.  B.  durch  e  c  eine 
Ebene  III,  so  bilden  I  und  II  mit  ihr  parallele 
Kanten   und   gleiche    Winkel;    denn    es    Ist 
ec||fd,  also  ec||II,  also  auch  ec||gh  und 
gh||fd;  zieht  man  femer  bhj_gh,  so  ist 
auch  ahJLgh,   also   Ebene  abhk_|_gh, 
fd,  ec,  und  (169)  ki  J_n,  also  auch  ki  =  ab 
und  ka||hb,  also  auch  /^lka  =  ^lhb,  w. 
z.  b.  w.  —  Wenn  aber  I  und  II  mit  III  parallele 
Kanten  und  gleiche  Winkel  bilden,  so  haben 
sie  nach  dem  ersten  Satze  Überall  denselben  Abstand,  also  bilden  sie  auch 
mit  Jeder  dritten  Ebene  parallele  Kanten  und  gleiche  Winkel;   denn  f&llt 
man  iron  irgend  zwei  Puncten  der  von  dieser  letztem  Ebene  in  I  gebildeten 
Kante  Senkrechte  auf  II,  so  sind  diese  nach  dem  eben  Gesagten  gleich,  also 
kann  der  vorgehende  Beweis  wieder  in  gleicher  Weise  durchgeführt  werden, 

etc.  —  Sind  die  Ebenen  I,  II,  III  und  die 
Geraden  df,  gh  je  unter  sich  parallel,  so 
sind  auch  die  Kanten  dg  ||  be  ||  fh,  also 
de:=gb  und  ef  =  bh.  Sind  ferner  ac  und 
df  beliebige,  vielleicht  nicht  einmal  in  der- 
selben Ebene  liegende  Gerade,  so  kann  man 
durch  b  die  Gerade  gh  ||  df  ziehen,  und  hat, 
da  die  durch  gh  und  ac  bestimmte  Ebene  die 
Kanten  ga  ||  ch  bildet,  ab  :  bc  =  bg  :bh=  de  :  ef,  w.  z.  b.  w.  —  Um 
endlich  den  letzten  Satz  zu  beweisen,  kann  man  eine  Ebene  zu  HDlfe  nehmen, 
welche  zu  einer  der  Parallelen  senkrecht  steht,  und  dann  nach  157  und  159 
weiter  sehliessen. 

16S«  Die  Fllchenprcijectioneil.  Projicirt  man  ein  Dreieck  auf 
eine  durch  seine  Basis  gelegte  Ebene,  so  sind  die  Basiswinkel  der 
Projection  kleiner  als  die  Basiswinkel  des  Dreiecks  (z.  B.,  s.  Fig., 
a<ca,  entsprechend  DC'<rDC),  —  folglich  ist  der  Winkel  an 
der  Spitze  in  der  Projection  grösser  als  im  Dreiecke.  Hat  Letzteres 
die  Fläche  F  und  ist  tp  der  Projectionswinkel,  so  ist  F. Cos 9  die 
Fläche  der  Projection,  —  eine  Beziehung,  welche  sich  leicht  auf 
jede  Fläche  und  ihre  Projection  ausdehnen  lässt. 

Der  Beweis  des  ersten  Satzes  ist  im  Texte  hinlänglich  angedeutet;  ebenso 

derjenige  für  den  ersten  Theil  des  zweiten  Satzes. 

Sitzt  das  Dreieck  nicht  an   der  Kante,   so    kann 

man  dasselbe  durch  Verl&ngemng  seiner  Seiten  bis 

A^QE  :i  \  2111Q  Durchschnitte  mit  der  Kante  als  algebraische 

Summe  dreier  solcher  Dreiecke  darstellen,  nnd 
sehliessen,  dass,  weil  der  Satz  fQr  jeden  Summand 
gelte,  er  n^^thwendig  auch  fQr  die  Summe  gelten 
mfisse.   Auf  ähnliche  Weise  kann  man  vom  Drei- 

W«ir,   HaartlMuli     L  16 
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ecke  £um  Vielecke  ttbergehen,  indem  man  Letsterea  durch  Dlagonaleii  in 
Dreiecke  zerfällt,  —  etc. 


166«   Weitere  Eigenschaft  des  Dreikants.  Projicirt  man  die 

Seiten  eines  Dreikants  auf  eine  dasselbe  schneidende  Ebene,  so  ist 
die  Summe  der  Projectionen  gleich  360^;  ako  ist  (165)  die  Summe 
der  Seiten  eines  Dreikants  nothwendig  kleiner  als  eine  Umdrehung. 

Bezeiclinen  a,  b,  c  die  Seiten  eines  Dreikants,  so  ist  somit  a-f-l>-H 
c<C860^  Ferner  hat  man,  wenn  a  auch  die  grösste  dieser  Seiten  ist,  nadi 
160  dennoch  a<b4-c,  also  durch  Addition  beider  Ungleichheiten  2a<860<^ 
oder  a<1800. 

16V«  Das  Polardreieck  and  der  Ixcess.  Fällt  man  von  einem 

innerhalb  eines  Dreikants  liegenden  Puncte  o  Senkrechte  auf  die 
Seiten  desselben,  so  bestimmen  die  drei  Senkrechten  ein  neues  Drei- 
kant, welches  Polardreikant  des  ersten  heisst,  und  (159)  umge- 
kehrt jenes  erste  zum  Polardreikant  hat.  Jede  Seite  eines  Dreikants 
ist  (159,  113)  zu  dem  Gegenwinkel  des  Polardreikants  supplementär 
und  umgekehrt.  —  Die  Summe  der  Winkel  eines  Raumdreiecks 
und  der  Seiten  seines  Polardreiecks  beträgt  somit  6  R;  also  hat 
(166)  die  Winkelsumme  des  Raumdreiecks  immer  einen  Excess  2e 
über  die  Winkelsumme  des  ebenen  Dreiecks;  derselbe  schwankt 
zwischen  0  und  4  R,  und  kann  (161)  nach  der  Formel 

Sine  =  — Cos(a4-«  +  e)  =  -^^5^^BA.SinC  1 

berechnet  werden,  so  dass  für  kleine  Werthe  von  a,  b,  c  nahe 
2e  :  Sin  1"  =  V2  •  ab  •  Sin  C.  (Vergl.  105).  —  Die  halbe  Summe  s 
der  Seiten  eines  Raumdreiecks  ist  zu  dem  halben  Excesse  «  der 
Winkel  seines  Polardreiecks  supplementär. 

Bezeichnen  a,  b,  c,  A,  B,  C  die  Seiten  und  Winkel  eines  Dreikants,  — 

^ ^^      o,  ßy  y,  Ay  B,  r  aber  die  Seiten  und  Winkel  seines 

(      Polardreikants,  so  hat  man  einerseits 
)  A  +  B  +  C  +  a  +  /9  +  y  =  6R 

<     wahrend  nach  166 

7  a  +  i94-y<4R        also        A  +  B  +  C>2R 

und  anderseits  unter  der  im  Texte  angenommenen  Be- 
'^^      ■       -^ ^  deutung  von  s  und  e 

28  =  a  +  b  +  c  =  6R— (^+£-f-r)  =  6R  — (2R  +  2«)  oder  s  +  e  =  180« 

Um  endlich  1  zu  erhalten,  hat  man  mit  Hülfe  von  161:1,   2  und  bekannten 
goniometrischen  Formeln 

Sinez=  — Cos  («  +  ©  +  €)  z=  Sin  («  +  ©)  Sin C  — Cos  (IC  +  e)CosC 

__  Sing.Co8g.Cos(tt~b)        Sing.Cosg.Cos(tt  +  B) 
Cos  c  Cos  c 

=  2  Cos  c  '^^'''  Ca  -  B)  -  Cos  (a  +  b)] 
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d.  h.  eben  1,  »  eine  Formel,  welche  mit  Httlfe  von  160:7  aneh  leicht  die 
Fonnen 

4  Cos  a .  Cos  h .  Cos  c       ''  ^ 

annimmt,  wo  die  geometrische  Bedeutung  der  vorl&uflg  als  Hülfegrösse  dnroh 

Tgr= ^^ S 

^         Co8b.Cosc.8inA 

eingelQhrten  Grösse  r  ans  190  hervorgehen  wird.   Anf  ähnliche  Weise  wie  1 

erhilt  man 

Co8e  =  Sin(a  +  ©  +  C)  =  8in(a  +  «)CosC  +  Cos(a  +  «)Sin(E 

_  Cos«g.CoB(tt  — B)  +  8in«g.Cos(tt  +  B) 

""  Cosc 

_  Costt.Cosb  +  Sing.SinB.CosC 

■~  Cos  c 

nnd  mit  Httlfe  des  EweiÜetzten  Ausdruckes  von  Cos  e  ergibt  sich,  wenn 
a-|-b-|~C  =  28  gesetzt  und  160 : 6  benutzt  wird, 

T  t  ^  _1  — Cose^CoBC  — Co8(tt~b)  +  [Co8(Q--B)  — Co8(tt4-b)]Sin»g_ 
*    2  ""l+Cose^Co8C  +  Co8(a  — b)  — [Co8(a  — b)  — Cos(a+WSin«C"" 
_  Bin  (g— b) .  Sin  (g  — g)  +  Sin  tt .  Sin  b .  8in»g_ 
""  Cos  («  — b) .  Cos  («  —  a)  —  8in  a .  8in  b .  Öin«  S  "" 

^rr^fa     ^\  m^  /^     «:v  Cos  (g -  g)  CoB  (g-^b)  —  Cob  g .  Cos  b _ 

—  Ige«-  o; .  igK9     o;  Cos  g.  Cos  b  -  Sin  (g-g)  öin  (g-b)  ^ 

—  Tir/'«-.«^  T^  .   CoBC+CoB(g-b)-Co8(a+b)~Cos(g--b)_ 

—  Age«     a;  ig  is     <^^  Cos  (g+ b) + Cos  (g-b)-lr  Cosc— Cos  (g-b)"" 

=  Tgg.Tg(g-g).Tg(g-b).Tg(g  — c)  S 

eine  elegante  Formel,  welche  nach  dem  Zeugnisse  von  Legendre  (Pag.  820 
der  6.  Ausg.  seiner  Elements  de  g^om^trle.  Paris  1804  in  8.)  der  Genfer  Simon 
Lbnllier  zuerst  aufstellte.  Mit  Httlfe  von  4  und  1  ergibt  sich  endlich  unter 
Beizug  von  160 : 4 

^^    _^Cosa.Cosb+8ing.8inb.CosC_4CoB<g.Cos»b  +  Sina.Sinb.Co8C__ 
^®""  öing.Binb.SinC  "^  SIna.  Sinb  .Sin  C  "" 

_(l+Cosa)(l4-Cosb)+Cosc->CoaaCo8b_l+Cosa>i^Cosb+Co8C 
"■  8ina.8inb.8inC  ""      Sin a.  Sinb. Sin C 

eine  Formel,  von  welcher  wir  in  190  Gebrauch  machen  werden. 

168»  Umsetzangen  mit  Hfllfe  des  Polardreieckes.  Schreibt  man 

eine  für  ein  Baumdreieck  geltende  Beziehung  für  ein  Polardreieck 
auf,  und  ersetzt  dann  die  yorkommenden  Elemente  durch  ihre 
Supplemente  aus  dem  ursprünglichen  Dreiecke,  so  findet  man  eine 
neue  Beziehung  für  das  Letztere.  So  folgen  (160 :2y  3,  6;  162:2, 
3;  163:1) 

Cos  C  =  —  Cos  A .  CosB-f  Sin  A .  SinB  .  Cos  c  1 

Cos  A .  Cos  (B  +  x)  rn  m      K     n  o 

"" Cosx  ^^      Tgx  =  TgA.Cosc    « 


^      _l/       Sine.Sin(C  — e) 
^f^^-V  Sin(A  — e).Sin(B  — e) 

lö* 
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Sin  A .  Cosb  —  Cos  B .  Sin  C  +  Sin  B .  Cos  C .  C08  a  4 

Sin  a  .  Ctgb  =  CtgB .  Sin  C+  Cos C  .  Cosa  S 

dA  =  — Cosc.dB  — Cosb.dC  +  Sinb.SinC.da  6 
Und  so  weiter. 

Nach  160:2  hat  man  £.  6.  fUr  das  Polardreieck  bei  entsprechender  Be- 
zeichnung wie  in  167 

Cos  y  =:  Cos  a .  Cos  ß  -f-  Sin  a .  Sin  ß .  Cos  P 
also  für  das  Dreieck  selbst 

Cos  (180  —  C)  =  Cos  (180  —  A)  Cos  (180  —  B)  -f 

+  Sin  (180  —  A)  Sin  (180  —  B)  Cos  (180  —  c) 

woraus  sofort  1  folgt  Entsprechend  in  andern  F&Uen. 

169«  Die  Ranmtrigonometrie.  Sind  in  einem  Raumdreiecke  alle 
drei  Seiten  gegeben ,  so  kann  man  nach  (160  lö,  6),  —  sind  zwei 
Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben 9  nach  (160:3,  1, 
oder  161 : 3  und  160 : 1),  —  sind  eine  Seite  und  die  anliegenden 
Winkel  gegeben,  nach  (168:2  und  160:1,  oder  161:4  und  160:1), 
—  sind  alle  drei  Winkel  gegeben ,  nach  (168:3)  je  die  übrigen 
Elemente  berechnen.  —  In  dem  speciellen  Falle ,  wo  in  einem 
Raumdreiecke  ein  Winkel,  z.  B.  C,  gleich  90®  ist,  hat  man  die 
einfachem  Formeln 

Sin  a  =  Sin  c  .  Sin  A  Tg  a  =  Tg  A  .  Sinb  1 

Cos  c  =  Cos  a .  Cos  b  Ctg  c  ==  Ctg  b  .  Cos  A  9> 

CosA  =  Cosa.  Sin B  CtgA==  Cos  c  .TgB  » 

zur  Disposition. 

Die  im  Texte  gegebenen  Vorscliriften  nnd  Formeln  bedttrfen  wohl  keiner 
weitem  Erläntemng.  Dagegen  ist  sn  erw&hnen,  dass  den  angeführten  vier 
Fällen  am  Raumdreiecke  oft  noch  Ewei  weitere  beigefügt  werden,  nftmlich 
wenn  gegeben  sind  entweder  zwei  Seiten  (e.  B.  a,  b)  nod  ein  Gegenwinkel 
(z.  B.  A),  —  oder  eine  Seite  (z.  B.  a),  der  Gegenwinkel  (A)  und  ein  Neben- 
winkel (z.  B.  B).  Ks  Bind  jedoch,  auch  wenn  man  sich  auf  Dreiecke  be- 
schränkt, deren  s&mmtliche  Seiten  und  Winkel  kleiner  als  zwei  Rechte  sind, 
in  diesen  beiden  Fällen  die  Lösungen  nur  unter  gewissen  Bedingungen  be- 
stimmt, während  unter  andern  Bedingungen  mehrere  Lösungen  möglich  sind: 
So  hat  man  zur  Lösung  des  erstem  Falles  nach  160 : 1  und  161 : 3 

Die  erstere  Formel  gibt  nun  im  Allgemeinen,  wegen  der  Zweideutigkeit  des 
Sinus,  für  B  zwei  Werthe  B'  und  B'^czzlSO^  —  B',  und  fQr  sie  gibt  auch  die 
zweite  Formel  im  Allgemeinen  zwei  Werthe,  welche  nach 

berechnet  werden  können,  wobei  jedoch  wegen  der  anfänglich  gestellten  Be- 
dingung nur  Lösungen  zulässig  sind,  welche  (S<90<'  oder  Tg<2[  =  -|-  ergeben. 
..  Ist  nun  E.  B.   A<900,   b<90»  nnd  a>b,   so  ist  nothwendig  B'<A, 
«  +  ©'< 90»  und  «  —  «♦=+ j  während  a  +  ö  kleiner  oder  grösser  als  90* 
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■ein  kann,  —  imd  in  ersterem  Falle  iet  daher  nur  (£',  im  zweiten  nur  (£'* 
möglich,  also  nur  Eine  Eiöinii^  vorhanden;  ist  dagegen  bei  Übrigens 
gleichen  Bedingungen  a<<b,  so  ist  zwar,  weil  immer  B'<C90®)  noch  fL-\-fß' 
<90»,  aberÄ  — ©'  =— ,  und,  da  jetat  bestimmt  a  +  ^<ÖO®,  so  werden 
sowohl  (S'  als  iE"  möglich,  so  dass  in  diesem  Falle  awei  Lötnngen  vor- 
handen sind.  —  Entsprechend  könnten  andere  Bedingungen  untersucht  werden ; 
wir  wollen  uns  Jedoch  mit  diesem  Einen  Beispiele  begnOgen,  da  durch  das- 
selbe bereits  der  Nachweis  geleistet  ist,  dass  derartige  Bupplementarf&lle 
nicht  von  derselben  Bedeutung  sind  wie  die  vier  Hauptfttlle.  —  Ein  Zahlen- 
beispiel ttber  Berechnung  des  Raumdreieckes  su  geben  dttrfte  ttberflflssig  sein, 
da  dieselbe  in  gana  analoger  Weise  bu  ftthren  ist,  wie  diejenige  in  106  am 
ebenen  Dreiecke,  und  da  überdiess  fQr  Anwendung  der  aufgestellten  Formeln 
auf  Geod&sie  und  Astronomie  verwiesen  werden  kann.  Dagegen  mögen  zur 
Erg&naung  der  in  103  gegebenen  Litteratur  noch  folgende  speciell  über  Raum- 
trigonometrie handelnde  Schriften  aufgefOhrt  werden :  Antoine-Ren6  Maudult 
(Paris  1781  —  Paris  1815;  Professor  der  Mathematik  in  Paris),  Principes 
.  d'astronomie  sphörique,  ou  traitö  complet  de  trigonomtoie  sph^rique.  Paris 
1766  in  8.,  ^  Bamaba  Orhini  (Oaregnano  bei  Mailand  1762  —  Mailand 
1832;  Director  der  Sternwarte  des  vormaligen  Jesuitencollegiums  Brera  in 
Mailand),  Element!  dl  trigonometria  sferoidica  (Mem.  Istit  Ital.  1804—1806) 
in  4^  —  Johann  Baptist  Snladeekl  (Woywodschaft  Gnesen  1766  —  Jassuny 
bei  Wilna  1880;  Professor  der  Astronomie  su  Erakau,  dann  Director  der 
Sternwarte  su  WÜna),  Trygonometrya  Eulista,  analitycsnic  wylosona.  Wilno 
i  Warsaawa  1820  in  8.  (Deutsch  von  L.  Feldt,  Leipzig  1828  in  8.),  —  Otto 
MoUinger  (Speier  1814;  Professor  der  Mathematik  in  Solothum),  Die 
sphärische  Trigonometrie.   Solothum  1860  in  4.,  —  etc.^ 

IVO«  Symmetrie  nnd  Congnienx.  Fällt  man  auf  eine  Seite  des 
Ranmdreiecks  von  einem  Pnncte  der  Gegenkante  eine  Senkrechte, 
verlängert  diese  über  ihren  Fusspunet  hinaus  um  ihre  eigene  Länge, 
und  verbindet  den  so  erhaltenen  Punct  mit  dem  Scheitel,  so  be- 
stimmt diese  Verbindungslinie  mit  jener  Seite  ein  neues  Raumdreieck, 
welches  zu  dem  gegebenen  in  Beziehung  auf  die  gemeinschaftliche 
Seite  symmetrisch  heisst,  und  mit  ihm  (ohne  congruent  zu  sein) 
alle  Seiten  und  Winkel  gleich  hat.  —  Haben  zwei  Raumdreiecke 
alTe  drei  Seiten,  oder  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel, 
oder  eine  Seite  und  die  anliegenden  Winkel,  oder  alle  drei  Winkel 
gleich,  so  sind  sie  (169)  congruent  oder  symmetrisch  gleich,  je 
nachdem  sie  in  dieselbe  Lage  gebracht  werden  können  oder  nicht. 

Der  in  der  Ebene  dahinfallende ,  fQr  den  Raum  charakterieüeche  Unter- 
Bchied  zwischen  Congmena  nnd  Symmetrie  entging  schon  einzelnen  Utem 
Oeometern  nicht,  doch  wnrde  er  namentlich  1741  von  Johann  Andreas  8e|^er 
(Pressbnrg  1704  —  Halle  1777 j  erst  Arzt  in  Pressburg,  sp&ter  Docent  und 
Professor  der  Mathematik  nnd  Physik  in  Jena,  Göttingen  nnd  Halle)  bei  Ver- 
gleichung  eines  Kugeldreieckes  mit  seinem  Gegendreiecke  in  einer  1741  er- 
schienenen Streitschrift  „Defenslo  adversus  censuram  Berolinensem''  nnd  in 
seinen  „Vorlesungen  über  die  Rechenkunst  nnd  Geometrie.  Lemgo  1747  in  4. 
(Auch  1767)^  scharf  hervorgehobeu ,  und  tritt  ganz  besondere  leicht  in  der 
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im  Texte  gegebenen  Weise  hervor:   let  ntoilieh  DE    !    A O B  und  D'E 

=  D  E ,    80   brauobt    man   nur   E  F  J_  A  O    und 

B^^  E  G  J_  B  O    EU    ziehen  ,    und    die    Congmeuen 

^^,,x^^^  \\         DEF^D'EF,   DBOSD'EG   in'e  Auge   au 

n^i<^t^.----/.i.W.-\D     fassen,  um  sofort  einsuseben,  dass  die  Raumdrei- 

0'^^zz:^^--^,-^y-^       ecke  O  — ABC  uud  O  — ABC  gleiche  Seiten  und 

\^^^  \\jJ\  1  Winkel  haben,    ohne  dass  man  durch  Umwenden 

^<^    W  das  eine  an  die  Stelle   des  andern  bringen,   oder 

^^^\sV  also   die  beiden   Raumdreiecke  mit  einander   ver- 

<^'  tauschen  kami. 

XYII.  Das  Vierfladi  und  Fielflaeli. 

IVI*  Du  Polyeder.  ELann  man  durch  eine  Auswahl  aus  den 
V^-n  (n  —  1)  Kanten,  in  welchen  sich  n  Ebenen  schneiden ,  sämmt- 
liehe  Ebenen  so  begrenzen,  dass  jede  der  gewählten  Ettnten  beide 
Ebenen,  denen  sie  angehört,  begrenzen  hilft,  so  erhält  man  eine  Beihe 
von  Vielecken,  die  einen  Raum  vollständig  einschliessen,  oder  einen 
KSrper  bilden,  xmd  zwar  ein  sogenanntes  n-Flach«  FUr  nas4, 
5,  6,  8,  12,  20,  etc.  heisst  das  n-Flach  auch  wohl  Tetraeder, 
Pentaeder,  Hexaeder,  Octaeder,  Dodekaeder,  Ikosaeder,  etc.,  — 
im  Allgemeinen  Polyeder. 

Zur  Erg&nsung  der  in  78  und  166  gegebenen  Litteratur  mögen  noch  die 
Specialschriften  „Aloys  Hohl  (Lauchheim  in  Würtemberg  1806;  Professor 
der  Mathematik  in  Tfibiogen),  Die  Lehre  von  den  Polyedern.  Tübingen  1842 
in  8.,  —  Ludwig  Christian  Wiener  (Dannstadt  1826 ;  Lehrer  der  Mathematik 
in  Darmstadt,  Giessen  und  Karlsruhe),  Ueber  Vielecke  und  Vielflache  (mit 
Netzen  und  Abbildungen  von  regelmässigen  Stemvielflachen) ,  Leipzig  1864 
in  4.,  —  etc.^  angeführt  werden. 

IVS*  Das  Tiarflach.  Der  einfachste  Körper  ist  das  von  4  Drei- 
ecken begrenzte  Vierflach.    Bezeichnen  a,  b,  c,  d  seine  Seiten ,  so 

ist  (165) 

a  =  b .  Cos  (a,  b)  +  c .  Cos  (a,  c)  -f-  d .  Cos  (a,  d)  1 

und  aus  dieser  und  den  entsprechenden  Gleichungen  folgt 

aÄ  =  b2-fc2H-d2  — 2bcCos(b,c)— 2bdCos(b,d)  — 2cdCos(c,d)t 

Verbindet  man  eine  Ecke  eines  Vierflachs  mit  einem  Puncte  der 
Gegenseite  9  und  verlängert  diese  Verbindungslinie  um  ihre  eigene 
Länge,  so  bestimmt  der  erhaltene  Punct  mit  der  Seite  das  sog.  (für 
eine  Senkrechte  symmetrische)  Geg^enTlerllacb,  welches  mit  dem 
Vierflach  gleichen  Rauminhalt  haben  muss,  da  (90)  jeder  durch  die 
Gerade  der  Spitzen  gelegten  Ebene  in  beiden  Vierflachen  ein  gleich 
grosser  Schnitt  entspricht.  —  Zwei  Vierflache,  welche  congruente 
Grundflächen  und  gleiche  Höhen  haben,  sind  beide  (91)  demselben 
Gegenvierflache   gleich,   und   daher   auch   salbst  gleich   gross.   — 
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Fälirt  man  durch  die  Mitte  einer  Tetraederkante  und  ihre  beiden 
Gegenecken  einen  Schnittt  so  sind  die  beiden  Theile  offenbar  in 
Beziehung  auf  die  Schnittebene  Gegenvierflache,  und  man  hat  daher 
das  Tetraeder  halbirt 

Schreibt  man  1  auch  fUr  b,  c,  d  auf,  —  multipUcirt  diese  Gleichungen 
der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c,  d,  —  und  bildet  die  Summe  a*  — b*  —  c*  —  d*, 
80  erhalt  man  2  ohne  Schwierigkeit  —  Ist  K  irgend  ein  Punct  in  der  Seite 

ABC  eiues  Vierflachs  A  6  C  D ,  und  verlängert  man 
DE  um  D'E:=PE,  so  hat  das  so  bestimmte  Gegen- 
vierflach  A  6  C  D'  mit  dem  Vierflache  A  B  G  D  olTen- 
bar  gleiche  HOhe,  und  wenn  umgekehrt  D'F  =  DG, 
so  mnss  D'E=ED  oder  AB  CD'  ein  Gegenvierflach 
sein.   Femer  ist  fUr  jeden  Punct  H  im  Umfange  des 
Dreiecks  ABC  nothwendig  D  E  H  =  D'  E  H ;    wenn 
aber  H  jenen  Umfang  durohl&uft,  so  beschreiben  D  E  H 
und  D'EH  jene  beiden  Vierflache,  also  mflssen  diese 
letztem  auch  gleichen  Rauminhalt  haben.  —  Hat  man 
swei  Vierflache  von   congmenten  Grundflächen   und 
gleichen  Höhen,  oonstruirt  bu  dem  Einen  ein  Gegenvierflach,  und  transportirt 
es  an  das  Andere,  so  ist  es  nach  dem  Obigen  nothwendig  wieder  Gegen- 
vierflach. —  Die  Einführung  des  Gegenvierflachs  und  des  hier  und  unter  den 
folgenden  Nummem  eingeschlagenen  Weges  cur  Bestimmung  des  Tetraeder- 
volumens geschah  durch  mich,  wie  die  erste  Auflage  des  Taschenbuches  be- 
weist, schon  vor  1862.   Frflher  hatte  ich  (vergl.  Grunert  VII  440—443)  einen 
andem  Gang  eingeschlagen,   der  wesentlich  darauf  beruhte,   dass  jeder  zu 
ABC  paraUele  Schnitt  abccoABCist,  da  durch  den  parallelen  Schnitt 
Winkel  mit  parallelen  Schenkeln  entstehen,  und  dass  (107) 

abc:  ABC  =  ab«:  AB«  =  aD«:AD«  =  Dg«:DG« 

dass  somit  bei  zwei  Tetraedem  von  gleicher  (nicht  nur  von  congruenter) 
Grundfläche  und  Höhe  gleich  hohe  Parallelschnitte  sur  Grundfläche  gleich 
gross  sind,  also  auch  die  Tetraeder  selbst  als  Summen  von  gleichen  Elementen 
gleich  gross  sein  mflssen. 


IM»  Das  recbtwinkUge  Tierflacll.  Stehen  drei  Seiten  eines  Vier- 
flaehsy  z.  B.  b,  c,  d,  paarweise  zu  einander  senkrecht^  so  heisst 
dasselbe  recblwiBkliff,  und  es  besteht  in  demselben  (172 : 2)  der 
dem  pjthagoräischen  Lehrsatze  entsprechende  Satz  von  (jfua 

a2=rb«  +  c2  +  d2  1 

Zwei  rechtwinkUge  Vierflache,  welche  je  zwei  von  der  rechten  Ecke 
ausgehende  Kanten  gleich  haben,  verhalten  sich  (172)  wie  die  dritte. 
Sind  ABC,  aBC,  abC,  abc  die  von  der  rechten  Ecke  aus- 
gehenden Kanten  von  4  rechtwinkligen  Vierflachen  der  Inhalte  oder 
Volumina  VVi  VjV,  so  hat  man  somit 

V:Vi  =  A:a  V,:vi  =  B:b  vi:v  =  C:c 

also  durch  Multiplication 

V:v  =  A.B,C:a.b.c 


232 


—  Das  Vierflach  und  Yielflaoh.  — 


Setzt  man  daher  (analog  92)  den  Inhalt  gleich  1,  wenn  die  drei 
Kanten  (Dimeneionen)  I,  2,  3  sind,  so  ist 


V  = 


A.B.C 


3 


AB 


.C 


t 


1.2.3         3*     2 

oder  der  Inhalt  gleich  ein  Drittel  des  Productes  aas  Gmndfläche 
nnd  Höhe. 

Theilt  man  bei  awei  rechtwiDkligen  Vierfiachen,  welche  Je  iwei  von  der 
rechten  Ecke  ausgehende  Kanten  gleich  haben,  die  dritten  Kanten  im  Yer- 
hiltDi88#  ihrer  Linge  in  gleiche  TheUe,  und  führt  durch  die  TheUpuncte  und 
die  Gegenecken  Schnitte,  so  serfallen  Beide  nach  172  in  gleiche  TheUe,  folg- 
lich T erhalten  sie  sich  wie  diese  dritten  Kanten.  —  Der  durch  1  ausgedrückte, 
von  Lhulller  noch  im  höchsten  Greisenalter  bewunderte  und  besungene 
Sats  von  Gua  ist  von  diesem  muthmasslich  suerst  in  seinem  „Essai  de 
t^tra^drom^trie  (Mto.  de  Par.  1783)  ausgesprochen  worden. 

1T4»  Der  Rumilllialt  des  Tierflaehl.  Da  man  die  Grundfläche 
jedes  Tetraeders  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegen,  und  die 
Spitze  (172)  senkrecht  über  den  Theilpunct  der  Basis  der  Orund- 
fläche  bringen  kann,  so  ist  (173)  der  Inhalt  jedes  Tetraeders  gleich 
ein  Drittel  des  Productes  aus  Grundfläche  und  Höhe,  —  oder  auch 
(160),  wenn  a,  b,  c  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Kanten 
desselben  und  a^  ßj  y  ihre  Winkel  bezeichnen, 

V  =  ^^  VSin  8 .  Sin  (s  —  a).  Sin  (s  — /?) .  Sin  (s  — y)         1 

wo  28  =  a-4-/J-|-y.  —  Jeder  zu  einer  Seitenfläche  eines  Tetra- 
eders parallele  Schnitt  desselben  ist  (164,  157)  ihr  ähnlich,  und 
zerfällt  dasselbe  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  wieder  ein 
Tetraeder  ist,  während  der  andere  abigeldlrstes  Tetraeder  heisst, 
und  (vergl.  180)  als  Differenz  zweier  Tetraeder  leicht  berechnet 
werden  kann. 

Wählt  man  die  von  den  Kanten  b,  c  und  dem  von  ihnen  eingeschlossenen 
Winkel  o  bestimmte  Seite  G  als  Grundfläche,  und  beieichnen  B  und  H  den 

an  der  Kante  b  liegenden  Fläohenwinkel  und  die  Höhe, 
so  hat  man 


_-       GH        ^       bc  „, 


H=:a8in;rSinB 


3  2 

während  nach  160 :  6 

g.    p_  2y8in8.81n(s— g)  8in(s— /?)  8in(s  — y) 
"""  8in  a  •  8in  y 

woraus  die  Formel  1  sofort  erhalten  wird.  —  Ist  g  ein 
parallel  su  G  in  der  Höhe  h  gefOhrter  Schnitt,  so  hat 


man  nach  172 

X-  (H - h)' 
G  ""        H» 


oder 


und 
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also  den  Inbalt  des  abgekttnten  Tetraeders 

Vergleiche  anoh  180, 

IW«  Dia  F^amlda.  Bewegt  sich  eine  Gerade  um  einen  Punet, 
und  folgt  dabei  irgend  einer  Figur  als  Leitlinie,  so  umschreibt  sie 
einen  pyramldallschen  Raum«  Begrenzt  man  letztem  durch 
eine  schneidende  Ebene ,  die  sog.  Grundfläche,  so  entsteht  die  nach 
der  Anzahl  ihrer  dreieckigen  Seitenflächen  benannte  Pyramide» 
deren  Inhalt  (174)  gleich  dem  Drittel  des  Productes  aus  Grund- 
fläche und  Höhe  ist,  und  die  fl^erade  heisst,  wenn  ihre  Spitze 
senkrecht  über  dem  Schwerpuncte  der  Basis  steht  Ist  die  Leitlinie 
eine  krumme  Linie,  so  heisst  die  Pyramide  Keffel  oder  Coniifl«  — 
Bezeichnen  g,  h,  s  Grundfläche,  Höhe  und  Seitenfläche  einer  ge* 
raden  Pyramide  der  Seitenkante  k,  deren  Grundfläche  ein  regel- 
mässiges n-Eck  der  Seite  2  a  ist,  so  hat  man  (93;  121:1),  wenn 
y=180<>:n  ist, 

g^n.a^.Ctgy       h  =  Vk2  — a^.Cosec^y       s^aVk^  — a«   1 

0  =  ns  +  g  V«.^  t 

wo  O  die  aus  Mantel  und  Grundfläche  bestehende  sog.  ObeiilBclie» 
V  das  Volumen  vorstellt  —  Hat  eine  Pyramide  ein  Trapez  zur 
Grundfläche,  so  nennt  man  das  durch  die  Spitze  und  die  Mitten 
der  nicht  parallelen  Seiten  der  Grundfläche  bestimmte  Dreieck 
Hauptaclmltt  derselben.  Die  vier  Ecken  der  Ghnndfläche  haben 
von  dem  Hauptschnitte  gleichen  Abstand,  und  jede  derselben  be- 
stimmt mit  ihm  ein  Tetraeder,  dessen  Inhalt  V«  ^^^  Pyramide  be- 
trägt; die  ganze  Pyramide  ist  daher  gleich  ^s  ^^  Productes  aus 
Hauptschnitt  und  Eckenabstand. 

Ans  Verbindung  der  Formeln  1  erhilt  man  die  nicht  uninteressante  Be- 
ziehung 

k==-~^V(n8  +  g)(n8-g)  a 

gj.  Der  fQr  180   so   ergiebige  Sata   Aber  die  Trapes- 

/yf\\.  Pyramide  ist  von  Steiner  aufgesteUt  worden,  und 

yyy    VxV  ergiebt  sich  leicht  auf  folgende  Weise:  Ist  2  h  die 

/  / 1      \Wa  Höhe  des  Trapeses,  so  ist  seine  Fläche 

\/r" — \  \/          tj      »d  +  bo-,  •«,.       ä    ©f»h       -        , 

&{^f ii-^TT        abcds= 5 .2h=:ef.2h  =  4. — ^— =  4.aef 

^^ Vo  jjg^  jg^  Pyramide 

g  — abcd  =  4.agef=4.-5— g^ —  =  — -.gef  .k 

wo  k  den  Abstand  der  Ecke  a  vom  Hauptsohnitte  beseichnet  —  Jede  awel 
ebene  Schnitte  ABC...  und  a  b  o . . .  einer  Pyramide  helssen  in  Besiehnng 
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auf  die  Bpltse  O  derBelben  pertpectlTifcb  gelegen;  dabei  faUen,  wie  schon 

D^aargnet  bemerkt  haben  soll,  die  Dnrch- 
Bchnittspuncte  ußy,,.  der  entsprechenden  Sei- 
ten nothwendig  in  eine  Gerade,  die  Kante  der 
beiden  Schnitte ,  —  und  nagekehrt,  wenn  die 
Durchschnittapuncte  der  entsprechenden  Seiten 
sweier  Figuren  in  eine  Gerade,  die  sog.  Colli« 
neatlonaaxe»  fallen,  so  mfissen  sie  perspec- 
tivisch  liegen  nnd  die  VerbindangsUnien  der 
entsprechenden  Ecken  sich  in  Einem  Pnncie, 
dem  sog.  Golllneatioiitcetttruiii»  schneiden; 
in  dem  speciellen  Falle,  wo  Letcteres  in's 
Unendliche    fftllt,    heissen    die    Figuren    per- 

spectivisch  afllii. 

1V6.  Der  Kegel.  Bei  einem  geraden  Kegel  der  Höhe  li  und 
des  Radins  r  sind  alle  Seitenkanten  k  =  Vr^  +  h*,  sein  Mantel  aber 
ist  gleich  einem  Elreisansschnitte  des  Kadios  k  und  des  Bogens  Srir, 
so  dass  (175)  die  Formeln 

y  =  ^T^nh  0==(k  +  r)r;r  1 

Volumen  und  Oberfläche  zu  berechnen  lehren.  Vergl.  180. 

Es  ist  interessant,  dass  nach  1,  wenn  swei  Kegel  gleichen  Radins  be- 
sitzen, nnd  bei  dem  einen  die  Kante  nm  diesen 
Radius  l&nger  ist  als  bei  dem  andern,  der  Mantel 
des  Ersten  genan  der  Oberfl&che  des  Zweiten 
gleich  ist  —  Wird  ein  Kegel  des  Winkels  a 
in  der  Distans  d  von  der  Spitze  und  unter  dem 
Winkel  9  zur  Kante  durch  eine  Ebene  ge- 
schnitten, so  ist  die  entstehende  Schnittlinie 
oder  der  sog.  Kegclaehnltt  eine  Linie  «weiten 
Grades.  Mit  Hfllfe  der  Figur  ergeben  sich  n&m- 
lich  offenbar  die  Beziehungen 

y*  =  a.bs=(c-|--u)b     c=:2d.Sino 

b:x=Sin9:Co8o        u:zs=8in(2a — 9):Coso 


und  aus  diesen  folgt  sofort 


xSin 


9  _ 


Cos 


=  2px  +  qx* 


wo 


prrdSinyTga 


__  Slny.Sin(2a^y) 


q= 


Cos«  a 

womit  die  Behauptung  erwiesen  ist.  Vergleicht  man  2  mit  187:9,  so  ergibt 
sich  im  Fernem,  dass.  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel 
ist,  je  nachdem  q  negativ,  NuU  oder  positiv  wird,  d.  h.  Je  nachdem  man  ^ 
grosser,  gleich  oder  kleiner  2  a  macht,  —  und  dass  in  allen  Fällen  p  den 
Parameter  bezeichnet  Speciell  fOr  den  Kreis  ist  der  Parameter  gleich  der 
halben  Axe  oder  qe*— 1,  was  für  9=«0®  +  a,  d.  h.  für  einen  aur  Basis 
des  Kegels  parallelen  Schnitt  statt  hat 
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m*  Das  Prisnift.  Bewegt  sicli  eine  Gerade  parallel  mit  sich 
selbst,  und  folgt  dabei  irgend  eine  Figur  als  Leitlinie,  so  umschreibt 
sie  einen  prlsmattoclien  Raam  |  parallele  Schnitte  desselben  sind 
(164,  89)  congruent,  und  bestimmen  als  Qrundflächen  ein  Prisma^ 
das  nach  der  Anzahl  seiner  Seitenflächen,  die  Parallelognunme  sind, 
benannt  wird.  Ist  auch  die  Leitlinie  ein  Parallelogramm,  so  heisst 
das  Prisma  Paralleleplpedon  oder  Zellllacli,  —  dagegen 
Zylinder  oder  Wai^e^  wenn  sie  eine  krumme  Linie  ist.  Ein 
gleichseitiges  Zeilflach  wird  Riiomboeder^  —  ein  gleichseitig- 
rechtwinkliges aber  CabUB  oder  ITOrfei  genannt.  —  Ein  drei- 
seitiges Prisma  lässt  sich  durch  zwei  Diagonalebenen  (172)  in  drei 
gleiche  Tetraeder  zerlegen,  und  ist  daher  (174)  gleich  dem  Producte 
aus  (Grundfläche  und  Höhe,  —  eine  auf  jedes  Prisma  ausdehnbare 
Regel. 

GewObnUch  werden  die  Volumenreclmimgeii  nioht  mit  dem  Tetraeder, 
sondern  mit  dem  rechtwinkligen  Zeilflache  begonnen;  mir  scheint  jedoch  in 
dem  hier  eingeschlagenen  Wege  aus  analogen  Grflnden,  wie  sie  in  92  für 
.  die  nene   Methode   der  Fl&chenrechnnng  angeführt 

/^'  yj^    wnrden,  ein  Fortechritt  zn  Uegen.  —  Dase  die  beiden 

Diagonalebenen  ace  nnd  cde  dae  dreiseitige  Prisma 
abcdef  in  drei  Tetraeder  zerlegen,  von  denen  sowohl 
e  —  abo  als  e  —  aod  mit  dem  dritten  c  —  def=: 
e— -cdf  je  gleiche  Gnmdflftche  und  Höhe  haben, 
geht  wohl  auf  den  ersten  BUck  aus  der  Figur 
hervor;  ein  mehrseitiges  Prisma  aber  l&sst  sich 
durch  Diagonalebenen  leicht  In  dreiseitige  Prismen 
zerf&Uen. 

1V8»  Der  Zylinder.  Wird  die  Höhe  h  eines  Zylinders  durch  die 
Verbindungslinie  der  Mittelpuncte  seiner  Grundflächen  des  Radius  r 
dargestellt,  so  ist  sein  Mantel  gleich  einem  Rechtecke  der  Basis 
2r^  und  Höhe  h,  so  dass  (177)  die  Formeln 

V  =  r2irh  0  =  2(r  +  h)rn 

Volumen  und  Oberfläche  zu  berechnen  lehren. 

Es  ist  interessant,  dass,  wenn  zwei  Zylinder  gleichen  Radius  besitien, 
und  bei  dem  Einen  die  Höhe  um  diesen  Radius  grösser  ist  als  bei  dem 
Andern,  der  Mantel  des  Ersten  genau  gleich  der  Oberfläche  des  Zweiten 
wird.  —  Setzt  man  den  Winkel  eines  Kegels  gleich  NuU,  so  erhftlt  man 
offenbar  einen  Zylinder;  setzt  man  aber  in  176  den  Winkel  a  gleich  Null, 
so  wird  nach  3  nothwendig  q  negativ,  —  also  ist  jeder  ebene  Zylinderechnitt 
eine  Kllipse. 

1T9«  Das  Prismoid.  Wird  ein  prismatischer  Raum  durch  irgend 
zwei  ebene  Schnitte  begrenzt,  so  heisst  der  entstehende  Körper 
Prtomold»    Ein   dreiseitiges   Prismoid   lässt   sich   durch   zu   den 
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parallelen  Kanten  senkrechte  Schnitte  (Querschnitte)  in  ein  Prisma 
und  zwei  Pyramiden  zerlegen,  und  ist  daher  (175,  177)  gleich 
Querschnitt  mal  Mittel  der  parallelen  Kanten. 

Der  Inhalt  eines  mehrseitigen  Prismolds  kann  offenbar  gefiinden  werden, 
indem  man  dasselbe  durch  Diagonalebenen  in  dreiseitige  Prismoide  cerlegt 

180*  D6r  Obalisk.  Nennt  man  ein  Vielflach  mit  zwei  parallelen 
Grundflächen,  dessen  Seitenflächen  Trapeze  oder  Dreiecke  sind, 
Obelisk,  so  lässt  sich  ein  Obelisk,  indem  man  alle  seine  Ecken 
mit  einem  Puncte  des  in  halber  Höhe  geführten  Querschnittes  ver- 
bindet, nach  dem  Vorgänge  von  Steiner  in  zwei  auf  den  Grund- 
flächen stehende  Pyramiden  und  eine  Reihe  von  Trapez-Pyramiden, 
deren  Hauptschnitte  den  Querschnitt  bilden,  zerfallen,  so  dass  der 
Obelisk  (175)  ein  Sechstel  eines  Prisma's  von  gleicher  Höhe  ist, 
dessen  Grundfläche  aus  den  beiden  Grundflächen  (F,  f)  und  dem 
vierfachen  Querschnitte  (q)  besteht  Ist  (wie  bei  dem  abgekürzten 
Tetraeder)  F  co  q  oo  f ,  so  wird  (107) 

^^f  +  2]Jf  +  F  ^^         v  =  y(f+VF7-+.F)      1 

und  sind  endlich  F  und  f  Kreise  der  Radien  R  und  r,  so  ist 

q=-J.(r24.2Rr  +  R2)        und        V  =  ^(r2  +  RrH-R2)     t 
zu  setzen. 

Mit  welch'   einfachen  Mitteln  Stelner  Bchwlerigkeiten   in   ttherwinden 

wnsBte,  Beigt  der  ehen  mitgetheilte  Beweis  des  scheinhar 
sehr  oomplicirten,  meines  WiBsene  raerst  In  der  Schrift 
„Koppe  f  Ein  neuer  LehrsatE  der  Stereometrie.  Beeen 
1S43  in  8.^  gegebenen  Satses  vom  ObeUsken.  —  Wenn 
Fcoqcof,  80  hat  man  nach  107,  wenn  a  nnd  b  homo- 
loge Seiten  von  F  nnd  f  Bind, 

]/T:VT  =  b:a  |/T  :  V^  =  b:i!^±^ 

und  somit 

woraus  der  obige  Werth  von  q  fUr  das  abgekttrste  Tetraeder  hervorgeht, 
und  damit  die  mit  174  :  2  übereinstimmende  Formel  1,  aus  der  2  ohne 
Schwierigkeit  folgt 

XYIII.  Das  centriselie  Vielflaeli  und  die  Kugel. 

181*  Der  llller*iOlia  Sab.  Bezeichnet  k  die  Anzahl  der  Kanten 
eines  Polyeders,  f»  die  Anzahl  der  unter  seinen  Flächen  vor- 
kommenden n*Ecke  nnd  e»  die  Anzahl  seiner  n- kantigen  Ecken, 
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80  ist  offenbar 

Ein  Polyeder,  das  von  keiner  seiner  Flächen  geschnitten  wird,  oder 

das  man  auf  jede  seiner  Flächen  legen  kann,  dessen  Flächen  also 

sämmtlich  der  Form  (0,1)  angehören ,  heisst  convex*   Denkt  man 

sich   ein   solches   Polyeder  von   k  Kanten   und   e  Ecken,    dessen 

f  Flächen  die  Seitenzahlen  m,  n,...  haben,  auf  eine  Ebene  pro- 

jicirt,   so  werden  die  Projectionen   gewisser  Kanten   eine  Contonr 

von  e'  Ecken  bilden,  zwischen  welcher  zwei  Netze  von  Vielecken 

(ein  oberes  mit  e'^  innem  Ecken  und  ein  unteres  mit  t"*  innem 

Ecken)  liegen.    Die  Sunmie  aller  ELantenwinkel  des  Polyeders  ist 

nun  (80) 

2(m— 2)R  +  2(n— 2)R-4-...  =  4(k— f)R 

die  der  sämmtlichen  Winkel  der  Projection  aber 

[2(e'— 2)R  +  4e"R]  +  [2(e'— 2)R  +  4e'"R]  =  4(e— 2)R 

und  diese  beiden  Summen  müssen  gleich  sein,  da  jedes  n-Eck  des 

Polyeders  auch  in  der  Projection   als   n-Eck   erscheint.    Man  hat 

daher 

k  — f=e  — 2         oder         e  +  f=:k  +  2  S 

d.  h.  den  sog.  Euler'schen  Satz.  —  Für  ein  Polyeder,  in  welchem 

alle  Flächen  x-seitig,  alle  Ecken  aber  y-kantig  sind,  hat  man  nach 

1  und  2 

x.f  =  2k  =  y.e  e  +  f«k  +  2 

woraus 

,        2xy       p      4y  4x  «/     •     x  « 

k  = i-      fa= — ^      e  = wo      m  =  2(xH-y)  —  xy   S 

m  m  m  •  • 

folgen.  Da  jede  Fläche  mindestens  dreiseitig  und  jede  Ecke  minde- 
stens dreikantig  sein  muss,  so  kann  man  x==3-f-a  und  yas3-f-/' 
setzen,  wofür 

m  =  3  — («  +  /?)  — a/?  4 

wird.  Da  nur  solche  Werthe  von  er,  /7,  m  zulässig  sind,  welche 
für  X,  y,  k,  f,  e  ganze  und  positive  Werthe  ergeben,  so  können 
nur  folgende  der  obigen  Bedingung  genügende  Polyeder  existiren: 
Tetraeder,  Octaeder  und  Ikosaeder  aus  Dreiecken,  Hexaeder  aus 
Vierecken  und  Dodekaeder  aus  Fünfecken. 

Da  nach  den  im  Texte  abgeleiteten  Besiehnngen 


e  — —  f— — 


80  folgt  sofort  nach  2 


2k    ,    2k       ,    ,  _  ,  ,  2xy 
1 =  k4-2           oder          k=  ^ 


y     '     X  2x  +  2y  — xy 
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oder  8.  ^^  Nach  3  und  4  erhUt  man  folgende  xosammengehGrige  Werthes 


o 

? 

m 

•    X 

y 

k 

f 

e 

0 

0 

3 

3 

8 

6 

4 

4 

Tetraeder 

0 

1 

2 

8 

4 

12 

8 

6 

Octaeder 

0 

2 

1 

3 

6 

80 

20 

12 

Icosaeder 

0 

8 

0 

8 

6 

oo 

oo 

oo 

1 

0 

2 

4 

8 

12 

6 

8 

Hexaeder 

1 

1 

0 

4 

4 

oo 

oo 

oo 

2 

0 

1 

5 

8 

80 

12 

20 

Dodeoaeder 

8 

0 

0 

6 

8 

oo 

oo 

oo 

nnd  es  geht  hieraus  einereeitB  die  Richtigkeit  der  am  SchlnsBe  des  Textes 
aufgestellten  Behauptungen  hervor,  und  anderseits  seigt  sich,  dass  man  eine 
Ebene  auf  drei  Arten  mit  regelmässigen  Figuren  ausfallen  oder  auf  drei  Arten 
EU  dem  regelmässigen  Unendlichflaeh  (der  Kugel)  übergehen  kann.  —  Der 
obige  schöne,  allerdings  von  Anton  Mfiller  (Seckenheim  1789  —  ZOrich  1860; 
Professor  der  Mathematik  in  Heidelberg  und  ZOrich,  sowie  Erfinder  der 
Oauchen-Polygone) ,  in  seinem  Schriftchen  „Zur  Polyedrometrie.  Heidelberg 
1887  in  8.^  als  „windig  und  werthlos"  bezeichnete  Beweis  des,  nach  den  1860 
von  Foucher  pubUcirten  „Oeuvres  in^dites  de  Desearte«  (Yol.  2,  pag.  214)*^ 
schon  diesem  Utem  Geometer  bekannten,  aber  erst  1752  durch  Euler 
(s.  Nov.  Comment  Petrop.  4}  öffentlich  ausgesprochenen  und  so  auch  nach 
ihm  benannten  Satzes  rührt  von  Stelner  (s.  Grelle  1)  her. 

IM«  Die  ragelmissigen  Polyeder.  Ein  Vielflacli  kann  nach  den 
Ecken  9  Kanten  oder  Seiten  centrisch  sein.  Ist  es  centrisch  nach 
den  Ecken,  so  ist  (156)  auch  jede  seiner  Flächen  centrisch  nach 
den  Ek^ken;  ist  es  centrisch  nach  den  Kanten,  so  ist  (158)  jede 
seiner  Flächen  centrisch  nach  den  Seiten;  ist  es  centrisch  nach  den 
Seiten,  so  stehen  (158,  91)  die  Projectionen  seines  Centmms  auf 
zwei  Nebenseiten  von  der  Kante  dieser  Seiten  gleich  weit  ab  9  und 
jede  durch  den  Mittelpunct  und  eine  Kante  gelegte  Ebene  halbirt 
(159)  den  Vielflachwinkel  an  dieser  Kante,  während  (175)  der  Inhalt 
gleich  ein  Drittel  des  Productes  aus  Oberfläche  und  Apothema  ist 
Wenn  endlich,  was  aber  nach  181  nur  bei  fünf  Vielflachen  möglich, 
derselbe  Punct  in  allen  drei  Beziehungen  Centrum,  oder  das  Viel- 
flach centrlscli  ist,  so  hat  es  gleiche  Kanten,  Seiten  und  Winkel, 
oder  ist  reflrelmSssiflr«  —  Sind  (s.  Fig.)  b  d  =  2  s  und  g  Kante 
tmd  Centrum  eines  centrischen  Körpers,  e  und  f  die  Mittelpuncte 
der  an  bd  stossenden  n-Ecke,  m  die  Anzahl  der  an  einer  Ecke 
zusammentreffenden  Flächen,  so  hat  man  (159,  169) 

180 


a  = 


Q.    w       ^     180  Q.    180     ^  n*    180  rv    1^ 

Sm  -g-  =  Cos  — :  Sm  — ^    Cos  y  =  Ctg  -^ .  Ctg 


m 
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und 


w 


180 


w 

T 


A=cf  .Tg~-  =  8.Ctg^.Tg 

a  =  A .  Cosec  -0-  =  b  .  Ctg .  See  ^ 

2  °    n  2 

r  =  A.Secy  =  8.Tg-^.Tg  ^ 


m        -  2 

wo  A  das  Apothema  der  Seiten,  a  dasjenige  der  Ihmten,  und  r 
den  Badios  bezeiclmet. 

Den  Namen  Vielllaeh  (n- Flach)  statt  Polyeder  su  gebrauchen,  schlug 

ich  vor  vielen  Jahren  vor,  und  publicirte  dann  etwas 
sp&ter    eine   Note   „Ueber   das    oentriscbe  Yielflach 
(Bern.  Mitth.  1847,  pag.  98—94)",  in  der  die  meUten 
der  oben  aufgeführten  Qrundeigenschaften  dieser  merk- 
würdigen Körper  ausgesprochen  wurden.  —  Dreht  man 
die  Ebene  f b g  um  b g,  bis  sie  mit  dbg,  e b g,  etc. 
und  suletzt  wieder  mit  fgb  jEusammenfftUt,  so  ist  die 
Summe  aller  2  m  hiefUr  nöthigen  gleichen  Einzel-Drehungen  860^,  also  s.  B. 
^fbgd  =  1800:in,  während  ^bfgczra  und  ^bcgf=900  ist    Wendet 
man  daher  auf  das  Raumdreieck  g  —  bcf  die  Formeln  160:3',  2"  an,  so 
erh&lt  man   ohne    weiteres    die  Formeln   1,    mit   deren    Hülfe   2  —  4    ohne 
Schwierigkeit  erhalten  werden.  Setzt  man  2  s  =r  1 ,  so  erhält  man  nach  diesen 
Formeln  fOr  das 


m 

n 

w 

9 

A 

a 

r 

Tetraeder 

Oetaeder 

Icosaeder 

Hexaeder 

Dodecaeder 

3 
4 
6 
8 
3 

3 
3 
8 

4 
6 

70^31' 44" 
109  28  16 
188  11  23 

90  0  0 
116  33  64 

70»  81' 44" 
64  44  8 
87  22  88 
64  44  8 
87  22  88 

0,204124 
0,408248 
0,766761 
0,600000 
1,113616 

0,868663 
0,600000 
0,809016 
0,707107 
1,809017 

0,612372 
0,707107 
0,961066 
0,866026 
1,401268 

wo  A  den  Radius  der  eingeschriebenen,  r  denjenigen  der  umgeschriebenen 
Kugel  darstellt 

18S«  Dia  Kagal.  Der  räumliche  Ort  eines  Pnnctes,  der  von 
einem  bestimmten  Pnnete  (Centrum)  einen  unveränderlichen  Abstand 
(Radius)  hat ,  heisst  KuffelflScbe  9  —  der  von  der  Eugelfläche 
begrenzte,  gewissermassen  ein  regelmässiges  Unendlichflach  dar- 
stellende Körper  KuflreK  —  Steht  eine  Ebene  von  dem  Kugel- 
centrum um  den  Badius  ab,  so  hat  sie  (156)  nur  Einen  Punct  mit 
der  Kugel  gemein,  und  heisst  taug^irend  in  diesem  Puncte.  Ist 
der  Abstand  der  Ebene  kleiner,  so  schneidet  Bie  die  Kugelfläche 
(156)  in  einer  Kreislinie,  deren  Centrum  mit  der  Projection  des 
Kugelcentrums  auf  die  Schnittebene  zusammenfällt.,  und  deren 
Radius  um  so  grösser  ist,  je  mehr  sich  der  Schnitt  dem  Kugel- 
centrum nähert   Schnitten  durch  das  Centrum.  entsprechen  grösste 
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Kreise;  sie  heissen  HaoptkreUie^  und  halbiren  sich  in  Folge  eines 
gemeinschaftlichen  Dnrchmessers  gegenseitig. 

Bpeciell  für  die  Lehre  von  der  Kugel  ist  z.  B.  „Christoph  Godermaiui 
(Winneburg  bei  HildeBheim  1798  —  Münster  1862;  Professor  der  Mathematik  zu 
Münster),  Lehrbuch  der  niedem  8ph&rik.  Münster  1836  in  8.^  bu  vergleichen. 

184U  Pol  und  Polarkreis.  Die  Endponcte  des  zu  einem  Eugel- 
kreise  senkrechten  Eugeldurchmessers  stehen  (156)  von  allen  Ponc- 
ten  desselben  gleich  weit,  bei  einem  Hauptkreise  um  90®  ab;  sie 
heissen  Pole  des  Kreises,  —  die  Kreise  von  gemeinschaftlichen 
Polen  Parallelkretoe  9  —  der  zu  ihnen  gehörende  Hauptkreis 
Polarkreis  (Equator).  —  Steht  ein  Punct  der  Kugelfläche  von 
zwei  andern  Puncten  derselben  um  90®  ab,  so  ist  er  (156)  Pol  des 
sie  verbindenden  Hauptkreisbogens,  und  umgekehrt  misst  dieser 
(159)  den  Wmkel  am  Pole. 

Diese  Bfttse,  welche  wohl  keiner  einllssUohem  Beweise  bedürfen,  ent- 
halten die  Hauptgmndlagen  für  dlrecte  Gonstmctionen  auf  der  Kugelfliche. 

IM*  Die  6llldill*S0ha  Regel.  Dreht  sich  eine  Ebene  um  eine 
ihrer  Geraden  als  Axe,  so  beschreibt  jede  in  der  Ebene  liegende 
Gerade  1  (s.  Fig.  1  und  176)  eine  Fläche 

F  = ^— ! — ^ g — c=n(R  +  r)lB2d^.lss:2an.p  1 

Bilden  die  Geraden  I1I2I3...  eine  ebene  gebrochene  Linie,  und 
bezeichnen  gigsgs-..  die  Abstände  ihrer  einzelnen  Schwerpuncte 
von  einer  in  der  Ebene  liegenden  Drehaxe,  g  aber  den  Abstand 
des  Schwerpunctes  der  ganzen  Linie  von  derselben  Axe,  so  entsteht 
somit  (133)  die  Rotationsfläche 

F«2;r;?lg  =  2;rg^l  » 

d.  h.  man  erhält,  wenn  die  gebrochene  Linie  in  eine  Curve  über^ 
geht,  die  sog.  Ghüdin'sche  Regel:  Die  von  einer,  um  eine  Axe  ihrer 
Ebene  rotirenden  Curve  beschriebene  Fläche  ist  gleich  der  Länge 
der  Curve  multiplicirt  mit  dem  Wege  ihres  Schwerpunctes.  —  Be- 
zeichnen (xiji),  (x|72)  und  (xsjs)  die  Coordinaten  der  auf  eine 
Drehaxe  ihrer  Ebene  bezogenen  Ecken  eines  Dreieckes  der  Fläche 
F,  G  den  Abstand  des  Schwerpunctes  von  der  Drehaxe,  und  V 
das  von  dem  Dreiecke  bei  einer  Rotation  beschriebene  VolumeU) 
so  hat  man  (132,  133,  180) 

P  ^  71  (X3— xi)  +  72  (xi— X3)  +  Ja  (X2— xQ      ri^yi+Jt+ys  • 

2  '  3 

3  I  -4-(ya*  +  y22  +  y37a)  (X2— X,)—  I 

L-(yi«+y2»+yiy2)  i^-^t)    J 
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-Pst» 


Xi    X3     Z» 


d.  h.  das  Volumen  ist  gleich  der  beschreibenden  Fläche  multipHcirt 
mit  dem  Wege  ihres  Schwerpunctes,  —  ein  Satz,  der  sich  leicht  auf 
jede  rotirende  Figur  ausdehnen  lässt. 

Eliminirt  man  mit  Hülfe  der  Proportionen 

x:l  =  r:R  — r  x  +  l:l  =  R:R  — r 

X  und  x-f-1  aus  dem  ersten  Ausdrucke  1,  so  erhält  man  sofort  den  zweiten; 

entspricht  femer  d  der  Mitte  von  1  und  ist  a  _L  ^i  ><> 

hat  man 

R4-r  ,  , 

d  =  — ^^  d:a  =  p:l 

und  damit  die  swei  folgenden  Ausdrücke,  aus  deren 
Ersterm  2  leicht  folgt,  w&hrend  der  Letstere  in  186 
Verwendung  findet  —  Die  Formeln  3  sind  unmittelbar  182 : 6  und  188  ent- 
nommen ;  die  erste  Formel  4  aber  sagt,  in  Anwendung 
von  180:2,  dass  das  von  F  beschriebene  Volumen 
erhalten  werde,  wenn  man  von  der  8umme  der  durch 
7i  y,  und  y^  y^  gebildeten  abgekürzten  Kegel  den  von 
yi7t  gebildeten  wegnehme,  —  und  die  zweite  Formel 
4  geht  aus  der  ersten  mit  Hülfe  von  8  durch  einfache 
Umsetzung  hervor.  —  Guldln»  nach  dem  die  oben 
ausgesprochene,  übrigens  schon  in  den  Sammlungen  von  Pappus  vor- 
kommende Doppelregel  für  Rotationsfl&chen  und  Rotationskörper  gewöhnlich 
benannt  wird,  publicirte  dieselbe  in  seinem  geschätzten  Werke  „De  centro 
gravitatis  libri  IV.   Viennea  1686  —  1640  in  4.» 

186«  Kugeloberfliche,  Zone  and  Ifindchen.  Dreht  sich  ein  Stück 

eines  centrischen  Vielecks  um  eine  durch  den  Mittelpunct  gehende 
Gerade  seiner  Ebene,  so  ist  (185)  die  beschriebene  Fläche  gleich 
dem  Producte  der  Projection  des  beschreibenden  Zuges  auf  die 
Drehaxe  in  den  Umfang  eines  Kreises ,  dessen  Radius  gleich  dem 
Apothema  des  Vielecks  ist.  —  Nennt  man  somit  einen  zwischen 
zwei  Parallelkreisen  enthaltenen  Theil  der  Eugeldäche  Kuflr^lzone^ 
so  ist  die  Fläche  einer  Eugelzone  gleich  dem  Producte  aus  der 
Peripherie  eines  Hauptkreises  in  die  Höhe  der  Zone.  —  Setzt  man 
die  Höhe  der  Zone  gleich  2r,  so  ergibt  sich  für  die  ganze  Kugel- 
oberfläche ^T^n*  —  Die  Fläche  eines  von  zwei  Hauptkreisen  be- 
grenzten Theiles  der  Kugeloberfläche,  eines  sog.  ütSndclien's» 
verhält  sich  (184)  zur  Kugeloberfläche  wie  sein  Winkel  zur  Um- 
drehung. 

Unter  Höbe  der  Zone  ist  der  Abstand  der  Ebenen  der  Parallelkreise  su 
verstehen,  —  nicht  etwa  das  zwischen  den  Parallelkreisen  Uegende  StOck 
eines  durch  ihre  Pole  geführten  Hauptkreises. 

ISV.  Kagelinhalt,  Abschnitt  nnd  Aasschnitt  Der  Inhalt  einer 

Kugel  des  Radius  r  ist  (182,  186)  gleich  yr^^r.  Haben  somit  ein 
Zylinder,  ein  Kegel  und  eine  Kugel  2  r  zu  Höhe  und  Durchmesser, 

Wolfi  Haiidbveli.    I.  16 
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80  ißt,  wie  schon  Archimedes  lehrte,  der  erstere  gleich  der  Summe 
der  beiden  letztern.  —  Bezeichnet  h  die  Höhe  eines  Kugelabschnittes, 
J  seinen  Inhalt,  und  V  den  Inhalt  des  entsprechenden  Kugelaus- 
schnittes, so  ist  (186,  182,  176) 

V  =  2rwh.y  =|-r2^h  1 

J  =  V  — [r^  — (r  — h)2].l:^;r  =  h2(r  — y)^  » 

und  der  Inhalt  eines  zwischen  zwei  Parallelkreisen  enthaltenen 
Kugelstückes  lässt  sich  als  Differenz  zweier  Kugelabschnitte  dar- 
stellen. 

Die  Formeln  1  und  2  bedürfen  wohl  keiner  weitern  Ableitung;   dagegen 

mag  noch  gezeigt  werden,  daas  der  von  Archimedes 

e(  --^..^^ ^g    gefundene   und    auf   seinem    Grabsteine    abgebildete 

Satz  auch  direct  bewiesen  werden  kann:  Ist  nämlich 
a  d  II  0  f ,  so  hat  man 

ad*=:oc':=oa*  +  ac'^ab*  + ac* 


also  auch 

a  d* .  Ä  =:  a  b' .  ff  -|-  a  c* .  Ä 

f  Hat  daher  um  oe  eine  Umdrehung  statt,  so  ist  der 
von  irgend  einem  ad  beschriebene  Kreis  genau  so 
gross  als  die  Summe  der  von  den  entsprechenden  a  b  und  a  c  beschriebenen 
Kreise,  —  also  auch  der  von  allen  ad,  d.  h.  von  oegf,  beschriebene 
Zylinder  gleich  dem  von  o  e  g  beschriebenen  Kegel  mehr  der  durch  o  e  c  f 
beschriebenen  Halbkugel,  woraus  durch  Verdopplung  der  Archimedische  Satz 
hervorgeht.  Bezeichnet  man  daher  mit  x  den  Inhalt  und  mit  y  die  Oberfläche 
der  Kugel,  so  hat  man  nach  176,  178  und  182 

x  =  r*ff.2r  — r««.2r:3=rV8r*ff 

xsrrVgy.r  oder  y=r8x:r=:4r*jr 

so  dass  man  auf  diese  Weise  Inhalt  und  Oberfläche  der  Kugel   berechnen 
kann,  ohne  sich  auf  185  —  186  zu  stfltzen. 

188*  Das  Kogeldreieck.  Verbindet  man  drei  Punete  der  Kugel- 
fläche theils  mit  dem  Mittelpuncte ,  theils  paarweise  durch  Haupt- 
kreise, so  entstehen  gleichzeitig  ein  Dreikant  und  ein  sog.  Kugel- 
dreieck oder  sphSriscbes  Dreieck  9  deren  Seiten  und  Winkel 
gleiches  Maass  haben.  Es  gehen  somit  die  Elemente  des  Eugel- 
dreiecks  alle  für  das  Dreikant  ausgesprochenen  Beziehungen  ein; 
sind  jedoch  seine  Seiten  a,  b,  c  in  Länge  gegeben,  so  hat  man 
(vergl.  189)  sie  vor  Einführung  in  die  Formeln  auf  Winkel  zu 
reduciren.  —  Die  den  drei  Winkeln  A,  B,  C  eines  sphärischen 
Dreiecks  der  Fläche  F  entsprechenden  Möndchen  übertreffen,  da 
Kugelgegendreiecke  (wie  ABC  und  D  E  Q-,  s.  Fig.)  offenbar  gleiche 
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Fläche  haben,  die  halbe  Kugel  um  2  F,  d.  h.  man  hat  (186) 

oder,  wenn  e  den  halben  Excess  bezeichnet, 

F  =  -^^.r2^  =  2.e".r2.Sinl". 

Dass  Eugelgegendreiecke  gleiche  Seiten  und  gleiche  Winkel  haben,   ist 

kaum  nöthig  tu  beweisen,  —  für  ihre  Gleichheit   dagegen  mag  folgender 

Beweis  mitgetheilt  werden,  welchen  Legendre  ohne 
nähere  Bezeichnung  der  Quelle  in  seine  Geometrie  auf- 
genommen hat:  Zieht  man  einen  Durchmesser  PP',  der 
senkrecht  zu  der  Ebene  der  drei  Puncte  A,  B,  G  steht, 
und  sie  z.  B.  in  Q  schneidet,  so  steht  Q  nach  166  von 
A,  B,  G  gleich  weit  ab,  also  sind  auch  die  Bogenabstände 
PA  =  PB  =  PG  =  P'D=:P'E=zP'G;  da  sich  nun  jede 

zwei  gleichschenkligen  sphärischen  Gegendreiecke  offenbar  zur  Deckung  bringen 

lassen,  also  gleich  sind,  so  hat  man 
^   ABC  =  APB  +  BPG  +  CPA  =  DP'E  +  EP'G  +  GP'D  =  DEG 

w.  z.  b.  w. 

189«  Der  Legendre'flche  Satx.  Sind  die  Seiten  a,  b,  e  eines 
Eugeldreieckes  in  Länge  ausgedrückt  (188) ,  und  im  Verhältnisse 
zum  Radius  r  so  klein,  dass  man  die  fünften  und  hohem  Potenzen 
dieser  Verhältnisse  vernachlässigen  darf,  so  erhält  man  (160,  50)     - 

b2-f  c^  — a^    ,    a^  +  b*  +  c*  — 2(a^K-^  +  agcg  +  b^cg) 
^""^^ 2b^  ^  24b7^2  :         * 

Bezeichnet  man  daher  die  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  der  Seiten 
a,  b,  c  mit  A',  B',  C  und  setzt  angenähert  seine  Fläche  f  der 
Fläche  des  sphärischen  Dreieckes  gleich ,  so  hat  man  (104 :  6 ; 
105:2;  188) 

4  "h^  r2  Äm2  A'  2 

CosA^CosA^—       o.\    ^       =CosA^  — 4eSinA^Sinr^  2 

24  b  c  r^  o 

Setzt  man  A  =  A'-j-x,  so  wird  für  ein  kleines  x 

Cos  A  =  Cos  A'  — X  Sin  A' .  Sin  1"        oder        x  ==  -^ 

o 

und  man  hat  daher  die  Beziehung 

in  welcher  der  sog.  Legendre'sche  Satz  besteht,  nach  welchem  somit 
ein  kleines  sphärisches  Dreieck,  nachdem  man  von  jedem  Winkel 
Vs  des  Excesses  abgezogen  hat,  wie  ein  ebenes  Dreieck  behandelt 
werden  kann. 

16  • 
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ZunftchBt  hat  man  nach  160  :  4  und  60  : 6 

a       rN      h     ^      c 
Cos Cos  — .  Cos  — 

CosA  = L 


Sin  — .  Sin  — 
r  r 


2r«^24r*       V        2r«  ^  24rV  \         2r«  ^  24H/ 

/b         b»  \  /c  c»  \ 

\r        6rV  \r        6r»/ 

b«  +  c*  — a«        a^  — b*  — c*--6b«c« 
"r 


2  r«  '  24  H 


r*   \  6r«     ; 

(b«  -u  c*\ 
1 H — ftt") 

multiplicirt,  dabei  wieder  die  fünften  und  höhern  Potenzen  wegwerfend.  Da 
nun  nach  104 : 6;  105  :  2  und  188 

n     Ai      b«  +  c«— a»      ,        o.  ...      2[a«b«  +  b«c«  +  c*a«~(a4  +  b*  +  c*)] 

Cos  A'  ^  — Jjr-T ftlao    Sm«  A '  =  — ^ '    . ,   ,    "^ — ■ — — 

2  b  c  4  b*  c* 

,      bcSinA'       ^     ,„,    ,,,         ,  4b*c«8ln«A'        2eSinA'Sinl" 

f= =52er«Sinl"       also       — ^rrr — = =z 5 

2  24  b  c  r*  3 

so  geht  aus  1  sofort  2  hervor,  woraus  sodann  3  ohne  Schwierigkeit  folgt.  — 
Lei^endre  gab  seinen  Satz  zuerst  1787  in  der  878  citirten  Schrift,  und 
Baeyer  theilt  in  der  ebendaselbst  erw&hnten  Schrift  mit,  dass  Friedrich  Wilhelm 
Be§§el  (Minden  1784  —  Königsberg  1846;  erst  Handelslehrling,  dann  In- 
Bpector  der  SchrÖter'schen  Sternwarte  zu  Lilienthal,  zuletzt  Professor  der 
Astronomie  und  Director  der  Sternwarte  zu  Königsberg;  vergl.  Encke,  Qe- 
dächtnissrede  auf  Bessel,  Berlin  1846  in  4.,  —  Dur^e,  BessePs  Leben  und 
Wirken,  Zfirich  1861  in  8.)  8  durch  die  genauere  Formel 

A'  =  A-~5-— ^^[2Ci«A'-CtgB'  — CtgC]  4 

ersetzt  habe;  jedoch  gebe  das  neue  Correctionsglied  noch  nicht  0",01  aus, 
wenn  die  Seiten  nicht  Aber  26  Meilen  betragen.  —  Sind  die  Seiten  eines 
Kugeldreieckes  so  klein,  dass  schon  die  dritten  Potenzen  vemachl&ssigt  werden 
dürfen,  so  redudren  sich,  wie  sehr  leicht  nachgewiesen  werden  kann,  die 
Formeln  der  sph&rischen  Trigonometrie  unmittelbar  auf  diejenigen  der  ebenen 
Trigonometrie.  Weniger  bekannt  scheint  es  zu  sein,  dass  sich  160:2  auch 
strenge  auf  eine  104 : 4  entsprechende  Form  bringen  lässt,  indem  aus  160 : 2 

8in«c=  y,  (1—  Cos c)  =  Vt  [1  —  Cos a Cosb  — Sin aSin b  Cos  C] 

j=:i/,[l_(Cos«tt— Sin»o)(Cos«b— Sin«b)  — 4SinoCosttSinbCosbCosC] 
=  (Sin  a  Cos  b)*  +  (Cos  a  Sin  b)*  —  2  (Sin  a  Cos  b)  (Cos  a  Sin  B)  Cos  C      S 

folgt,  —  eine  Beziehung,  welche  flberdiess  in  190  gute  Dienste  leisten  wird. 

190»  Weitere  Sitxe.  Im  sphärischen  Dreiecke  liegt  einer  gleichen 
oder  grössern  Seite  auch  ein  gleicher  oder  grösserer  Winkel  gegen- 
über, —  und  umgekehrt.  —  Die  Hauptkreise,  welche  die  Seiten 
eines  sphärischen  Dreiecks  normal  halbiren,  oder  welche  durch  die 
Ecken  normal  zu  den  Gegenseiten  gezogen  werden,  oder  welche 
seine  Winkel  halbiren,  schneiden  sich  je  in  Einem  Pnncte,  dem 


^-  Das  centrlsehe  Vielflach  und  die  Kugel.  — 


245 


Centrum  der  Ecken,  dem  Höhenpnncte  und  dem  Centrum  der  Seiten« 

—  Jede  sphärische  Transversale  schneidet  die  Seiten  eines  sphäri- 
schen Dreieckes  oder  ihre  Verlängerungen  so,  dass  die  Producte 
der  Sinus  der  nicht  an  einander  liegenden  Abschnitte  gleich  werden. 

—  Die  Spitzen  aller  sphärischen  Dreiecke,  welche  eine  gemein- 
schaftliche Basis  und  gleiche  Winkelsumme  oder  Fläche  haben, 
liegen  auf  einem  durch  die  Gegenpuncte  der  Basisenden  gehenden, 
dem  sog.  Lexeirsetaen  Kreise« 

Die  Ersteren  der  im  Texte  ausgesprochenen  Bfttze  lassen  sich  b.  B.  mit 
HUfe  der  trigonometrischen  Beziehungen  leicht  erweisen,  —  die  Zweiten 
durch  Uebertrag  der  entsprechenden  Sätse  am  ebenen  Dreiecke  mit  Benutsung 
des  leicht  jsu  erhaltenden  Saties,  dass  in  einem  gleichschenkligen  Dreiecke 
jede  durch  die  Spitse  gesogene  Gerade  die  Basis  und  den  Winkel  an  der 
Bpitse  so  theilt,  dass  die  Abschnitte  der  Basis  sich  wie  die  Sinus  der  Winkel- 

Theile  verhalten.  80  b.  B.  erhUt  man  nach 
dem  eben  erw&hnten  HtUftsatae  die  Propor^ 
tionen 

ad':d'b  =  Sinad:8indb 
b  e^ :  e'  c  :=  Bin  b  e  :  Sin  e  c 
cf  :f' asSincf  :Sinfa 

also  durch  Multiplication 

K^r-''  a d* » b e^ .  c f *  ^  Sin  ad .  Sin  be  .  Sin  cf 

°  d'b.e'c.f'a  ""  Sin  db  .  Sin  ee  .  Sinf  a 

Da  nun  nach  109  das  erstere  VerhUtniss  gleich  der  Einheit  ist,  so  muss 
auch  das  zweite  gleich  derselben  sein,  oder  also  der  im  Texte  ausgesprochene 
Transversalensatz  bestehen.  —  Um  femer  den  von  Lezell  in  seiner  Abhand- 
lung ,,Solutio  probiematis  geometrid  ex  doctrina  sphaericorum  (Nova  Acta 

Petrop.  6)^  mitgetheilten  und  seither  nach  ihm 
benannten  Satz  nachzuweisen,  mag  folgendes, 
Lei^endre  (Göom^trie,  6  ed.,  pag.  821)  nach- 
gebildetes Verfahren  angewandt  werden:  Be- 
zeichnet P  den  Pol  der  Seite  AB,  so  dass 
P  E  den  Bogen  A  B  unter  rechtem  "Winkel 
halbirt,  und  PCD  in  D  seine  Verlängerung 
ebenfalls  unter  rechtem  Winkel  trifft,  so  hat 
man  nach  169 

Cos  a  =  Cos  q  .  Cos  (p  —  c) 
Cos  b  =  Cos  q  .  Cos  (p  +  c) 
Sin  q  =:  Sin  a .  Sin  B 


^'vr^%^ 


und  daher  nach  167 : 6 


Cige  = 


1  +  Cos  a  +  Cos  b  +  Cos  c 

Sin  a.  Sin b. Sin C         "~ 

_  1  +  Cos  q .  Cos  (p  —  c)  +  Cos  q .  Cos  (p  +  c)  +  2  Cos»  c 
""  Sin  a .  Sin  c .  Sin  6 

Cos  q .  Cos  p  +  Cos  c 
^  Sin  q .  Sin  c 


-1 
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Ist  aber  K  ein  Punct  auf  EP,  der  von  P  und  G  die  Distanzen  x  und  y  hat^ 
80  ergibt  sich  nach  160 : 2  mit  Hülfe  von  1 

Cos  y  =:  Sin  q .  Cos  z  —  Cos  q .  Sin  x .  Cos  p  z= 

z=  Sin  q .  Cos  X  —  Sin  X  (Ctg  e  .  Sin  q .  Sin  c  —  Cos  c) 

=  Sin  X .  Cos  c  +  Sin  q  (Cos  x  —  Sin  x .  Ctg  e .  Sin  c) 

und  bestimmt  man  daher  x  durch 

Ctg  X  =  Ctg  e .  Sin  c  so  wird  Cos  y  ^  Sin  x .  Cos  c  • 

Es  sind  daher  x  und  y  bei  gleicher  Basis  (c)  und  gleicher  (e  proportionaler) 
Fläche  unveränderlich,  und  -wenn  man  daher  von  K  aus  mit  y  einen  Kreis 
FO  beschreibt,  so  haben  alle  Dreiecke  der  Basis  AB,  deren  Spitzen  auf 
diesem  Kreise  liegen,  gleiche  Fläche,  —  und  dieser  Kreis  geht  auch  durch 
die  Gegenpuncte   A'  und  B'  von  A  und  B,   da  Cos  z  ^  Sin  x  .  Cos  c  oder 

z:=y  ist.  —  Bezeichnet  r  den  sphärischen 
Radius  des  Dreieckes  ABC,  so  hat  man 
nach  169:2 

Ctg  r  =  Ctg  B .  Cos  9  z=  Ctg  c .  Cos  (A  —  9)  S 

und  aus  Vergleichung  der  beiden  Werthe  er- 
hält man 

rr^^_  Ctgb  — Ctgc.CosA 
^'^""  Ctgc.SinA 

oder  mit  Benutzung  von  189 : 5 

1  Ctg  c .  Sin  A 


Cos  9:= 


Vi -h  Tg« 9        VCtg*b-hCtg»c  — 2Ctgb.Ctgc.CSrA: 
Sin  B  .  Cos  c .  Sin  A 


—  Slna 

also  durch  Substitution  in  3 


-^.  Cos  b .  Cos  c .  Sin  A  ^ 

^'«'  = Btai • 

womit  167:3  zu  vergleichen. 

XIX.  Die  analytische  Creometrie  im  Ranme. 

191«  Die  RanmcoordinateD.  Die  Lage  eines  Punctes  m  im 
Räume  wird  (s.  Fig.)  analog  wie  in  der  Ebene  durch  rechtwinklige 
Coordinaten  (x,  y,  z),  von  denen  x  noch  Abscisse  und  y  Ordinate, 
z  aber  Applieate  heissen  mag,  —  oder  durch  den  Radius  Vector 
(r)  und  die  von  ihm  gebildeten  Winkel  (a,  /J,  y)  oder  (v,  w)  ge- 
geben, welche  durch  die  Beziehungen 

X  =  r  .  Cos  a  y  =  r .  Cos  ß  z  =  r  Cos  y  -  1 

=  r  .  Cos  V  .  Cos  w  =  r  Cos  v .  Sin  w  =  r  Sin  v  % 

Cos2a4-Co82/9H-Cos2y=l  r^  =  x^ -f  y2  +  z«  S 

zusammenhängen,  während  nach 

d  =  V(xi  ^  X2)2  +  (yi  -  y2)2  -f  (zj  -  Z2F  4 
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^^^ 


die  Distanz  zweier  Puncte  (xi  ji  zi)  und  (x2  72  ^z)  berechnet 
werden  kann. 

Die  Aufstellnng  der  Formeln  1 — 4  bedarf  kaum  näherer  Erl&ntemng,  und 
Aber  den  Namen  Applicate  Ist  das  Nöthlge  schon  in  77  mitgetheilt  worden; 

dagegen  mögen  zur  Erg&nzung  der  in  181  gegebenen 
Literatur  noch  folgende  speciell  den  Raum  be- 
schlagende Werke  angeführt  werden:  ^Plüekerf 
System  der  Geometrie  des  Raumes  in  neuer  analy- 
tischer Behandlungsweise.  Düsseldorf  1846  in  4., 
und:  Neue  Geometrie  des  Raumes,  gegründet  auf 
die  Betrachtung  der  geraden  Linie  als  Raumelement. 
Zwei  Abtheilungen.  Leipzig  1868  —  1869  in  4.,  —  Leopold  MoMbmgger 
(Constanz  1796  —  Aarau  1864;  Professor  der  Mathematik  zu  Aarau),  Ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes.  Aarau  1846  in  4.,  —  Hesse  #  Vorlesungen 
über  die  analytische  Geometrie  des  Raumes.  Leipzig  1861  in  8,  —  0.  Böklen» 
Analytische  Geometrie  des  Raumes.  Stuttgart  1861  in  8.,  —  SalmODt  Treatise 
on  the  analytical  Geometry  of  three  dimensions.  Dublin  1862  in  8.  (Deutsch 
von  Fiedler,  Leipzig  1863  in  8.),  —  etc." 

19t«  Die  Transformation  der  Coordinaten.  Hat  man  (s.  Fig.  1) 

von  einem  Coordinatensysteme  XYZ  auf  ein  paralleles  Coordinaten- 
Bjstem  X'  Y'  Z'  überzugehen,  dessen  Anfangspunct  die  Coordinaten 
XYZ  hat,  so  ist  offenbar 

X'  =  X  — X  y'  =  y_Y  Z'  =  Z— Z  1 

oder,  wenn  man  (191:2)  die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Polar- 
coordinaten  umsetzt,  wobei  n  eine  willkürliche  Grösse  bezeichnen 
mag, 

r'  Cos  v'  Cos  (w'— n)  =  r  Cos  v  Cos  (w— n)  —  R  Cos  V  Cos  (W—n) 
r'  Cos  v'  Sin  (w'— n)  =  r  Cos  v  Sin  (w— n)  —  R  Cos  V  Sin  (W— n)  9 

r'  Sin  v'  =  r  Sin  V  — R  Sin  V 
Haben  dagegen  die  beiden  Coordinatensysteme  gleichen  Anfangs- 
punct, aber  verschiedene  Richtung  der  Axen,  so  hat  man  (s.  Fig.  2), 
wenn  q>  und  %p  die  Winkel  der  X'  und  X  mit  der  Knotenlinie  der 
Ebenen  X'  Y'  und  X  Y  sind ,  t  und  s  aber  die  Entfernungen  der 
Fusspuncte  von  z'  und  z  von  ebenderselben,  und  ö  der  an  ihr 
liegende  Flächenwinkel,  einerseits 

x'  =  uCy  +  tS9)  /^uSy  — tCy  z'  =  zCÖ  +  sSö  g 
s  =yCt^  — xSV'  ts=zSö  — sCÖ  u  =xCt/^H-ySv^ 
und  bezeichnen  ai  bi  Ci ,  a2  b2  03 ,  83  bß  C3  der  Reihe  nach  die  Cos. 
der  Winkel,  welche  jede  der  Axen  X' Y'Z'  mit  den  Axen  XYZ, 
oder  jede  der  Ebenen  Y'  Z',  X'  Z'  und  X'  Y'  mit  den  Ebenen  Y  Z, 
XZ  und  XY  bildet,  so  hat  man  (156)  anderseits 

X  =  aj  x'  +  a2  y'  H-  aj  z'  x'  =  ai  x  +  bi  y  +  cj  z 

y=bix'-|-b2y'  +  b3z'  y' =  agx-f  bay  +  caz         4 

z  =  cj  x'  +  C2  y'  +  C3  z'  z'  =  aj  X  +  b3  y  +  c^  25 
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Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  3  die  Hülfsgrössen  s,  t,  u,  und 
vergleicht  sodann  mit  4,  so  ergeben  sich 

ai^CyCv+SqpSV'CÖ  b,  ^SV'C^p  — Ct/zSyCö 
a2  =  CvS9  — Si//CqpCÖ  h^  =  S(pSyj  +  C(pGipCO 
»3  =  — Sv;SÖ  b3  =  CV'SÖ 

cj^SySÖ  C2  =  — C9SÖ  Cj  =  CÖ 

Setzt  man  aber  in  der  Gleichheit 

X2  4-  y2  4-  z2  =  x'^  +  y^  +  z'^ 

für  xy  z  oder  x'y'  z'  ihre  Werthe  aus  4  ein,  so  folgt,  dass 

l  =  ai2  +  a22  4-a32  =  bi2  +  b22  +  b32  =  Ct2  +  C22  +  C32 
=  at2+bi2  +  Ci2=a22  +  b22+C22  =  a32  +  b32  +  C32 

0  =  aibi  +  a2b2  4-a3b3  =  aiCi  +  a2C2H-a3C3  =  biCi-|-b2C2+b3C3 

=  »1*2  +  1^1^2+^1  ^2  =  *!  ^3  +  ^1  ^3+^1  C3  =  a2a3  +  l>2b3+C2Cj 

und  ebenso  lassen  sich  mit  Hülfe  von  5  die  Gleichheiten 

ai  =  b2  C3  —  b3  C2        a2  =  b3  Ci  —  bi  03  a3  ==  bi  C2  —  b2  Ci 

bi  =  C2  83  —  C3  a2        b2  «=  C3  aj  —  Ci  83  b3  =  Cf  a2  —  Cj  ai 

Ci:=a2b3  —  a3b2        C2=a3bi — aiba  C3  =  aib2  —  a2bi 

leicht  verificiren. 


6 


8 


Die  Aufstellung  der  Formeln  1  und  2  bedarf  nach  Hinweisung  auf  die 

Figur  ][aum  einer  weitem  Erl&uterung,  und 
fQr  ihre  Verwendung  und  Umgestaltung  kann 
auf  887  und  415  verwiesen  werden.  —  Auch 
die  Beziehungen  8  und  4  ergeben  sich  ohne 
Schwierigkeit,  und  zwar  die  Erstem  aus  den 
beistehenden  Httlfeflguren,  die  Zweiten  aber 
mit  HQlfe  des  Schlusssatzes  von  166  aus  der 
Hauptfigur.  —  Aus  den  8  ergibt  sich  z.  B. 

+  [zBä— (yCv^  — xSv)  06]  9^ 
=x(C9Ctf»  +  S98vCd)  + 

+y(C9>8v^— Sf  CvCd)-[- 
-f  Z87S0 

und  hieraus  folgen  durch  Ver- 
gleichung  mit  der  zweiten  Glei- 
chung 4  die  unter  5  gegebenen 
*  ^  "Werthe  von  ai,  bj  und  Cj, 
welche  man  flbrigens  auch  unter  Benutzung  der  Formeln  der  Raumtrigono* 
metrie  direct  aus  der  Figur  erheben  könnte.  —  Die  Beziehungen  6  und  7 
lassen  sich  auch  aus  den  6  finden;  so  z.  B.  erh&lt  man 

»i*+»t*+»8*=Cos*9CosV+2Sin9Co89Sinv^Cosv/Cosö+Sin*9$in«Y'Cos«d 
-f- Sin*  9  Cos*  y; — 2  Sin  9  Cos  9  Sin  1^  Cos  v»  Cos  d -f- GoB*9  Sin*^  Cos*  d 

-fSin«^Sin«ö 
=Cos«v+8in«V'Cos*<94-8in*v^Sin«d=Cos«V'+Sin«v=l 

und  in  Ähnlicher  Weise  l&sst  sich  auch  die  Richtigkeit  der  meines  Wissens 
ffuerst  von  Lagraiige  aufgestellten  und  benutzten  Relationen  8  erweisen,  — 
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Die  durch  3  repräsentirte  Enti/vicklung  veröffentlichte  ich  schon  1848  in  den 
Berncr-Mittheilungen ,  gemeinschaftlich  mit  einer  Abhandlung  von  Schlftlll 
^Ueber  die  Relationen  zwischen  den  neun  Cosinus,  durch  welche  die  gegen- 
seitige Lage  Eweier  rechtwinkliger  Goordinatensysteme  bestimmt  wird.^ 

19S«  Die  Gleichuig  der  Ebene.  Jede  Fläche  wird  durch  eine, 
in  einem  bestimmten  Puncte  der  Coordinatenebene  errichtete  Senk- 
rechte in  bestimmten  Abständen  von  dieser  Ebene  geschnitten,  und 
ihr  Gesetz  muss  sich  daher  durch  eine  Gleichung 

z  =  f(x,7)  oder  F(x,y,z)=:0  1 

ausdrücken  lassen;  dabei  heisst,  je  nachdem  diese  Gleichung  vom 
n**"  Grade  oder  transcendent  wird,  auch  die  Fläche  vom  n**"  Grade 
oder  transcendent.  So  z.  B.  besteht  (173,  174  und  Fig.)  für  jeden 
Punct  m  einer  Ebene  die  Gleichung 

abc        abz    .    acy    .    bcx         ,  x    , 

oder h 


a 


b        c 


2.3         2.3    '    2.3    •     2.3 

so  dass  eine  Ebene  durch  eine  Gleichung  ersten  Grades 

Ax  +  By  +  Cz-hD  =  0  8 

dargestellt  wird,  und  umgekehrt  jede  Fläche  ersten  Ghrades  eine 
Ebene  ist.  Geht  die  Ebene  durch  den  Pol,  so  ist  D  =  0,  —  ist 
sie  zu  einer  der  Axen  parallel,  so  verschwindet  das  entsprechende 
Glied  der  Gleichung,  —  geht  sie  durch  drei  Puncte  (xi  ji  zi), 
(^2  72  Z2)  nnd  (X3  73  Z3),  so  ist 

A  =  zi  (73—72)  +  Z2  (71  —  73)  +  Z3  (72— yt) 

B  =  Xi  (Z3  —  Z2)  +X2  (Zi  —  Z3)  -+-X3  (Z2  —  Zi)  ^ 

C  ==  7i  (X3— X2)  +72  (xi— X3)  +73  (X2— Xi) 

I>  =  zi  (72X3—73X2)  +  zj  (73X1—71X3)  +  Z3  (71X2  —  72X1) 

Bezeichnet  endlich  n  den  Winkel  der  Ebene  mit  X  Y,  so  ist  (132) 

z  zVa^  +  b«  cVäM^b^ 

Tgn  =  -5-  = 


VA^  +  B^ 


Cosn  = 


a7  +  bx  —  ab 
ab 


ab 


C 


C 


Va^b^  +  a^c^  +  b^c«       VA^  +  B^  +  C^ 


6 


zu  setzen. 


Die  Ausdrücke  4  werden    erhalten,    indem    man   3   für  jeden    der    drei 

Pnnote  aufschreibt,  und  aus  den  so  erhaltenen  drei 
Gleichungen  A  :  D ,  B  :  D  und  G  :  D  nach  der  ge- 
wöhnlichen Weise  ausrechnet  Die  geometrische  Be- 
deutung dieser  vier  Ausdrücke  wird  in  195  nach- 
gewiesen werden.  —  Die  Knotenlinie  ab  hat  nach  2 
die  Gleichung 


a    '    b 


oder        y  = x  +  b 

^  a      ' 
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also  ist  nach  132:8,  da  die  Vergleichung  von  2  und  3 

D  .  D  D 

a  =  --  ^=-B-  c  =  -^  9 

ergibt, 

,^__  ay-(-bx  —  ab abz       ^^        C*  j» 

l/a»  4-  b*       ""  cVa«  +  b*"""  VA»4-Bi 

und  mit  HiÜfe  hieven  ergeben  sich  die  Formeln  5,  aus  denen  hinwieder  die 
6  leicht  folgen. 

I 

194«  Die  Gleichnng  der  Geraden.  Eine  Linie  im  Räume  lässt 
sich  immer  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  denken,  und  kann 
daher  durch  zwei  GHeichungen 

f(x,y,z)  =  0  F(x,y,z)  =  0  oder  x  =  ()p(z)  y  =  VW 
gegeben  werden,  so  z.  B.  eine  Gerade  als  Durchschnitt  zweier 
Ebenen  durch 

Ax  +  By  +  Cz-f  D«0  ax  +  by  +  cz  +  d  =  0        1 

oder 

x  =  az-}-y  y  =  /?z  +  5  S 

wobei  die  letztem  Gleichungen  die  Projectionen  der  Geraden  au^ 
die  Ebenen  X  Z  und  Y  Z  darstellen.  Soll  die  Gerade  durch  zwei 
Puncte  ipt^ß^fY^  und  {aißtYz)  gehen,  so  hat  sie  die  Gleichungen 

^_  ttt  — «2  ^         «1/2  — «2^1  ß\—ß2  ^         ßxrZ  —  ßtYx    s 

n  —  n  r\—n    '  n—rt  n—Yi 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  zweier  Geraden 

x==aiz  +  bt,      y  =  a2Z  +  b2,      x  =  aiz  +  /9i,      y==a2zH-Ä* 

die  Coordinaten  x,  y,  z,  so  erhält  man  die  Proportion 

ai — «i:  a2  —  «2  =  bi  —  ß^:  }>2  —  ßz  * 

als  Bedingung  für  das  gleichzeitige  Bestehen  jener  vier  Gleichungen, 
d.  h.  für  das  Schneiden  der  Geraden.  Die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittspunctes  sind 

^^  ^\ßi  —  '^\ct\  ^ßz  —  hzaz  ^_       \  —  ß\    n 

ai — a\  ^  a2  —  «2  a|  —  «i 

so  dass  die  beiden  Geraden  für  a|  =  a|  und  a2  =  €r2  sich  im  Un- 
endlichen schneiden  oder  parallel  werden.  Für  den  Winkel  der 
beiden  Geraden  endlich  erhält  man  (104:6;  191:4),  indem  man 
durch  den  Pol  Parallele  zu  denselben  zieht, 

Cos  (1, 2)  =  l  +  a.«.  +  a,«2  ^ 

=  C(l,x).C(2,x)  +  C(l,y)C(2,y)  +  C(l,z)C(2,z)  8 

80  dass  1  ■+  &i  ai  -{-  tL2  «t  >=  0  die  Bedingung  des  Senkrecht- 
stehens ist. 


n 
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Die  Oleichungen   und  Formeln    1  •—  6   ergeben    sich   auf  die   im    Texte 

angedeutete  Weise  ohne  die  mindeste 
Schwierigkeit.  —  Um  7  zu  finden,  zieht 
man  durch  den  Pol  zu  den  Geraden  4  die 
Parallelen 

x=:a|Z  y  =  a,  z 

xssoiZ  y^OfZ 

tr&gt  auf  ihnen  die  beliebigen  Distanzen 
^1  und  Q^  ab,  erhält  so  zwei  Puncto 
(X|  yj  Z|)  und  (x,  y,  z^)  der  Distanz  ^, 
und  somit 

Coa(l,2)=>«*+g''-g'  = 

_(^.'+yi'+«i')+(«t'+y.*+»,')-[(x.-x^»+(y.-y.i*+(gt-'.)'] 

_  ^1  ^«  +  yi  Tt  +  'i  »i a,  g|  4-  «,  et,  +  t 

y»i'+yi'-f«.*  Vx,»+y,«+«,»' 

d.  h.  7.   Nun  ist  aber  offenbar 

X, 


VV+i;«+i  v«,«+«,'+i 


Cofl(l,x)  =  ^  =  -— -., 


Cos  (2,x)  =  ^  =  -, ^ 

«•      Vx.*+y,*+«,« 


:  J 


etc. 


und  durch  Substitution  dieser  Werthe  geht  7  sofort  in  8  über. 

IM.  Tenchiedene  Anfgaben.  Eine  Gerade 

x  =  az-f-c  y  =  bz-[-d  l 

steht  auf  einer  Ebene 

Ax  +  ByH-Cz  +  D  =  0  « 

senkrecht,  wenn  ihre  Frojectionen  auf  die  Coordinatenebenen  zu 
der  respectiven  Enotenlinie  der  Ebene  senkrecht  stehen,  d.  h.  (194; 
132)  wenn  ^  B 


a  = 


Der  Abstand  eines  Punctes  (a,  /?,  y)  von  der  Ebene  2  ist  (191:4) 

j^  A«  +  B/g+Cy  +  D  ^ 

Um  den  Winkel  v  einer  Geraden  und  einer  Ebene,  oder  den  Winkel 
w  zweier  Ebenen  zu  bestimmen,  zieht  man  nach  3  zu  jeder  Ebene 
eine  Senkrechte ,  und  berechnet  (194 : 7)  den  Winkel  (90  —  v)  der 
Geraden  und  der  einen,  oder  den  Winkel  w  beider  Senkrechten. 
Letzterer  kann  übrigens  auch,  wenn  abc  und  aßy  die  Winkel 
bezeichnen,  welche  die  Ebenen  mit  den  drei  Coordinatenebenen 
bilden,  entsprechend  194:8  nach 

Cos  w  =  Cos  a  Cos  a  +  Cos  b  Cos  /?+  Cos  c  Cos  y  B 

berechnet  werden. 


252  —  ^^®  analytisohe  Geometrie  im  Räume.  — 

Soll  die  Gerade  1  gleichseitig  durch   den  Punct  (a,  /?,  f)  gehen  und   su 
Ebene  2  senkrecht  stehen,  so  muss  sie  die  Gleichungen 

A  H 

haben,  und  fOr  ihren  Fusspunct  (a',  ß* ^  ^0  ^^^  ^^^  Ebene  erh&lt  man  nach 
2  und  6 

oder 

._(A«  +  B«)y-C(Aa  +  B/?+P)_     _p  Aa  +  B/g+Cy  +  P 
^^  •-                  Ä»"+B«"+C»                 ""^  A»  +  B«  +  C« 

B  Aa  +  BÄ  +  Cy  +  D 

»=«+-cÖ''-y)  =:a-&..        ^,^B,^c* 

also  nach  191 : 4 

entsprechend  4.  —  Beceichnet  R  den  Abstand  des  Anfangspunctes  V0I^  der 
Ebene.  2,  so  ist  somit 

VA«  +  B«  +  C* 

und  wenn  F  die  Fläche  des  durch  die  drei  Puncte  (XjyiZi),  (Z|y,  c^)  und 
(z,  y,  8,)  unserer  Ebene  bestimmten  Dreieckes  ist,  während  1 1*  V*  und 
n  n'  n"  seine  Projectionen  auf  und  Winkel  mit  YZ,  XZ  und  XY  sind,  so 
ergibt  sich  durch  Vergleichung  von  198:4  mit  182:6,  und  mit 'Hülfe  von 
165  und  198 :  6 

A  =  2f"  =  2F.Co8n"  =  2FA  :  ^A*  +  B*  +  C« 

B  =  2f'  =2F.Cosn'  =2FB  :  ^A*  +  B»  +  C«  9 

C  =  2f    =2F.Co8n    =2FC  :  VA»  +  B»  +  C» 
also 

4F«  =  A*  +  B«  +  C«  =  D«  :  R*        oder        y«D=y,FR  10 

Es  ergibt  sich  hieraus  einerseits ,  dass  von  den  durch  198 : 4  bestimmten  vier 
Coefflcienten  die  drei  ersten  die  doppelten  Projectionen  des  Dreiecks  der  drei 
Puncte  auf  die  drei  Goordinatenebenen  darstellen,  der  vierte  aber  ein  Sechs- 
theil des  von  dem  Dreiecke  mit  dem  Anfangspunote  bestimmten  Tetraeders  ist. 
—  und  anderseits,  da  F*  =  f*4-f'*4-f"*  wird,  der  Sata:  Projicirt  man  ein 
Dreieck  auf  die  drei  Goordinatenebenen,  so  ist  das  Quadrat  seiner  Fläche 
gleich  der  Quadratsumme  der  Flächen  der  Projectionen.  Yergl.  242. 

196«  Der  SchwerpilDCt  Die  für  die  Schwerpuncte  ebener  Ge- 
bilde gefundenen  Gesetze,  und  so  namentlich  auch  die  in  133 : 1,  2 
enthaltenen,  tragen  sich  durch  Beifügen  der  dritten  Coordinate  und 
Ersetzen  der  Geraden  durch  eine  Ebene,  mit  Hülfe  195 : 4  auf  den 
Raum  über.  So  z.  B.  wird  eine  Schweraxe  des  Vierflachs  erhalten, 
yf&DXL  man  den  Schwerpunct  einer  der  Seiten  mit  der  Gegenecke 
verbindet;  der  Schwerpunct  selbst  steht  (89,  83)  um  Vi  ^^^  Schwer- 
axe von  der  Gegenecke  ab,  und  hat  eine  dem  Inhalte  des  Vier- 
flachs proportionale  Constante.  Der  Schwerpunct  einer  Pyramide  steht 
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von  der  Spitze  um  ^4  ihrer  Verbindungslinie  mit  dem  Schwerpuncte 

der  Basis  ab,  —  der  eines  Prisma's  hälftet  die  Verbindungslinie  der 

Schwerpuncte  der  Grundflächen,  —  der  eines  centrischen  Körpers 

f^t  in  das  Centrum. 

Wenn  be  =  eo,  ef=%ea  und  egs:%ed^  so  sind  offenbar  fd  und  ga 

Schweraxen,  also  h  Bchwerpunct  des  Vierflachs.  Femer 
ist  fg||ad,  also  gh  :  ha=z  fg  :  ad  =  ef :  ea  =  1:  8, 
also  a  h  =  %  a  g.  —  Legt  man  durch  h  eine  zu  b  c  d 
parallele  Ebene,  so  schneidet  sie  nothwendig  die  Höhe 
fd  des  Vierflachs  im  ersten  ViertheU,  und  wenn  man 
daher  eine  Pyramide  durch  Diagonalebenen  in  Tetraeder 
zerf&llt,  so  liegen  die  Schwerpuncte  aller  TheUe  in 
gleicher  Höhe,  —  folglich  der  Schwerpnnct  der  ganzen 
Pyramide  in  dem  durch  den  Text  angegebenen  Puncte. 

19V«  Die  FUchen  XWeiten  Grades.  Die  continuirliche  Gleichung 

ax2+b7«+cz«+2dxy+2exz+2f7z  +  2gx+2hy+2kz+l=0  1 

stellt  eine  Fläche  zweiten  Gh-ades  dar,  welche  daher  im  Allgemeinen 
durch  9  Puncte  bestimmt  ist.    Setzt  man  x  =  x'  +  a ,  7  =  j'  +  /'j 
z  =  z'  +  y,  und  bestimmt  a,  /9,  y  so,  dass 
aa-+-d/?+ey+g  =  b/?+da+fy+h  =  cy+ea  +  f/?+t  =  0  9 

so  geht  1  in  die  Gleichung 

ax'2  +  by^  +  cz'2  +  2dx'y'  +  2ex'z'f  2fy'z'  +  m  =  0     S 

über,  in  welcher  nur  gerade  Dimensionen  der  Coordinaten  vor- 
kommen, so  dass  ihr  also  auch  der  Punct  ( — x',  — y',  — z')  ge- 
nügt, oder  die  Fläche  zweiten  Grades  in  dem  neuen  Anfangspuncte 
einen  Mlttelpunct  hat   Setzt  man  in  3 

x  =  Az4-B  y  =  Cz  +  D  4 

so  erhält  man  für  die  Durchschnittspuncte  dieser  Geraden  und  der 
Fläche  zweiten  Gb*ades  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  deren  halbe 
Summe  der  Wurzeln  für  die  Mitte  der  entsprechenden  Sehne 

__       aAB  +  bCD  +  d(AD  +  BC)  +  eB  +  fD  - 

•    ^^         aA2  +  bC2  +  c  +  2dAC  +  2eA  +  2fC 

gibt.    Eliminirt  man  B  und  D  aus  4  und  5,   d.  h.  geht  man  von 

der  Geraden  auf  ein  System  paralleler  Geraden  über,  so  erhält  man 

x(aA  +  dCH-e)  +  y(dA-|-bC  +  f)-|-z(eA  +  fCH-c)«0  6 

oder  der  Ort  der  Mitten  aller  parallelen  Sehnen  ist  eine  durch  den 
Mittelpunct  gehende,  sog.  diametrale  Ebeue»  —  in  Beziehung 
auf  welche  diejenige  der  parallelen  Sehnen,  welche  durch  den 
Mittelpunct  geht,  conjugirte  Axe  heisst.  Die  Eapte  der  zwei 
Geraden  conjugirten  diametralen  Ebenen  ist  umgekehrt  der  Ebene 
der  Geraden  conjugirt.  —  Eine  Axe,  welche  zu  ihrer  conjugirten 
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Ebene  senkrecht  steht,  heisst  Hauptaxe^  und  man  hat  für  sie 
(195 : 3) 

.  _  aA  +  dC  +  e  ^_  dA  +  bC  +  f  » 

eA  +  fC  +  c  ^""  eA  +  fC  +  c 

Eliminirt  man  A  ans  diesen  beiden  Gleichungen,  so  findet  man  für 
C  eine  Gleichung  dritten  Grades,  und  es  gibt  somit  (19)  wenigstens 
Eine  Hauptaxe. 

Aus  2  folgt  entsprechend  21 : 3 

_  bcg-^fg  — cdh  +  efh  +  dfk~bek 
"""    cd«  —  def-.abo  +  be«  +  af«  — def 

gef  —  gcd  —  he'  +  hac  +  ^^^Q  —  ^*^  « 

^■"  cd«  — def— abc  +  be«  +  af«  — def 
_  dfg  — gbe  — afh  +  deh  +  abk  — d«k 

^^    cd«  —  def— abc4-be«+a£«  — def 
und  in  3  ist 

m  =  ga +h/&  +  ky +  1  • 

^      Substituirt  man  wirklich  aus  4  in  3,  so  erhftlt  man 

««(aA«  +  bC«  +  c  +  2dAC  +  2eA  +  2fC)  + 

+  2«[aAB  +  bCD  +  d(AD  f  BC)  +  eB  +  fD]  + 

+  aB«  +  bD«  +  2dBD  +  m  =  0  10 

woraus  5  sofort  folgt.  —  Den  zwei  durch  den  Anfangspunct  gehenden 
Oeraden 

z  =  A|  z  y  =  G|  z  und  x  ==  A,  z  y  =  C,  z  11 

entsprechen  nach  4  und  6  die  conjugirten  Ebenen 

x(aAj  +  dCi  +  e)  +  y(dA,  +  bC,+f)  +  z(eAi+fCj  +  c)  =  0 
X  (a  A,  +  d  C,  +  e)  +  y  (d  A,  +  b  C,  +  f)  +  z  (e  A,  +  f  C,  +  c)  =  0 

welche  sich  in  der  Geraden 

(cd-ef)(A,-A,)  +  (df-be)(A^Ct-A,CO  +  (be-f«)(C,-C,) 
^-"(af-de)(Aj-A,)  +  Cab-d«)(AjC,-A,Cj)  +  (df-be)(Cj-C,)* 

_  (e«  — ac)(At— A,)  +  (de— af)(AtC,  — A,Ct)+(ef— cd)(Q-C,) 
^•"(af— de)(Ai  — A,)-h(ab  —  d«)(AiC,  — A,Ci)-f-(df— be)(Cj  — C,)'* 

schneiden,  und  dieser  ist  nach  4  und  6  die  Ebene 

x(C,-C,)  +  y(A,-A,)  +  »(A.C,-A,C,)  =  0  14 

conjugirt,  in  welcher  offenbar  die  Oeraden  11  liegen,  da  durch  Substitution 
der  einen  oder  andern  Werthe  11  die  linke  8eite  von  14  wirklich  Null*  wird. 
Es  besteht  somit  der  im  Texte  ausgesprochene  Satz. 

198«  Transformation  und  Eintheilnng.  Transformirt  man  nach 
192  die  Coordinaten  in  197:3,  und  setzt  zur  Bestimmung  von  ^, 
ipy  6  die  Coefficienten  von  xy,  xz  und  yz  gleich  Null,  was  wieder 
auf  eine  Gleichung  dritten  Grades,  also  auf  eine  mögliche  Lösung 
führt,  —  so  erhält  man 

wo  a^  b,  €  Halbaxen  heissen.   Vergleicht  man  1  und  197 :3|  so 
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findet  man  in  Beziehung  auf  1  zu  der  Axe  x  =  Az,  j  =  Cz  nach 
197 : 6  die  conjugirte  Ebene 

Sucht  man  hiemach  successive,  indem  man  As=oo,  C  =  0,  oder 
A  =  0,  C  =  cx),  oder  A  =  0,  C=»0  setzt,  zu  den  Coordinatenaxen 
XYZ  die  conjugirten  Ebenen,  so  findet  man  für  sie  die  drei 
Gleichungen  x  =  0,  y  =  0,  z  =  0,  Es  fallen  somit  die  Coordinaten- 
axen mit  Hauptaxen  zusammen,  und  es  gibt  wirklich  drei  Haupt- 
axen.  —  Verlegt  man  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  einen 
Scheitel  der  Hauptaxe  2  a,  d.  h.  lässt  man  x  in  x  —  a  übergehen, 
so  erhält  man  nach  1  als  Scheitelgleichung  der  Flächen  zweiten 
Grades 

X«     ,     y«      .      z2  b«  c2        . 

X  =  75 h  -^ h  -j: WO  Pi  = P2  = » 

2a        2pt        2p2  ^*       a         ^*       a 

Die  Flächen  zweiten  Gb*ades  zerfallen,  je  nachdem  die  Grössen  a, 
ßj  y  in  197  endlich  oder  unendlich  werden,  d.  h.  je  nachdem  erstere 
einen  zugänglichen  Mittelpunct  haben  oder  nicht,  in  zwei  Haupt- 
klassen. Die  erste  Klasse  wird  durch  1  dargestellt,  und  umfasst 
das  sog. 

Ellipsoid 5^  +  ^H_^  =  l         4 

x^        y*^         Z'^ 
Hyperboloid  mit  einem  Mantel  .  — ^-  -\-  -^ ^  =  1  B 

^ X  V  z 

Hyperboloid  mit  zwei  Mänteln  .  — ^ ^^ 2"  "^  ^  * 

Die   zweite  Klasse  wird  dagegen  durch  3  für  a  =  00  dargestellt 

und  umfasst  das  sog. 

yr  z 

Elliptische  Paraboloid x  =  -^ h  -0 —  ' 

Hyperbolische  Paraboloid x  =  J^ 5 —  8 

so  dass  im  Ganzen  5  Arten  unterschieden  werden. 

Die  im  Texte  angegebene  Transformation  von  197:3  kann  in  der  Aus- 
führung etwas  vereinfacht  werden,  wenn  man  sie  in  zwei  Abtheilungen  macht : 
Dreht  man  erst  (vergl.  192,  Fig.  2)  die  Axe  X'  um  tp  rückwärts  in  die 
Knotenlinie,  und  legt  Ebene  X'Y'  durch  Drehen  um  die  Knotenlinie  in  die 
Ebene  XY  nieder,  d.  h.  setzt  ^zr  —  tp,  ß=z  —  B  und  t^=r0  oder  nach 
192:4,  5 

x'=      X  Cos  9 -|- y  S*"  9  Cos  d -|- z  Sin  9  Sin  Ö 

y'=:  —  X  Sin  9 -f  y  Cos  9  Cos  d -{- z  Cos  9  Sin  <9  9 

2'  =  —  y  ?ln  ö  -f  «  Cos  e 
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80  geht  197 : 8  in 

0  =  X«  (a  Cos*  f  +  b  Sin«  9  —  2  d  Sin  9  Cos  9)  +  y*  (a  Bin»  9  Cos*  $  + 
+  b  Cos*  <p  Cos*  ^  +  c  Sin<  «  4-  d  Sin  2 9  Cos*  d  —  e  Sin  9  Sin  2  d  -< 
—  f  Cos  9  Sin  2  d)  +  2«  (a  Sin«  9  Sin«  $  +  h  Cos«  9  Sin«  ^  +  c  Cos«  B  + 
+  d  Sin  2  9  Sin«  9  +  e  Sin  9»  Sin  2  0  +  f  Cos  9  Sin  2  6)+  .  ^ 

+  xy(aSin29Coatf  — bSin29Co8d  +  2dCos29Co8d  — 2eCo89Bind  + 
4- 2fSin9Sind)  +zz  (aSin29Sin  d  — b  Sin29Sin0  +  2dCo829Sin0 + 
+  2eCo89Co8d-2fSin9Co8Ö)  +  yE(aSin«9Sin2d  +  bCoB«9Sin2ö  — 
^  c  ^in  2  0  +  d  Sin  2  9  ein  2  0  +  2  e  Sin  9  Cos  2  0  +  2  f  Cos  9  Cos  2  0)  +  m 

Über.   Setzt  man  nun  zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Grössen  9  und  6 

[(a  — b)Sin29  +  2dCo8  29]8inÖ  +  2(eCos9  — fSin9)Co8Ö  =  0  ^ 

(aSin«9  +  bCo8*9 -^  c  +  d Öin29}  Sin  20 -I- 2  (eSin9  +  f  Co89)Cos20  =  O 

fest,  d.  h.  eCo89-fSin9 

*^  (a— b)Sin29-H2dCos29 

»1    <«  ^  «  e  ^io  V  +  f  Cos  9 

Tg2Ö  =  — 2 *— ^^ ^ 


a  Sin*  9  +  b  Cos*  9  —  c  +  d  Sin  2  9 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  9  mit  Hülfe  von  98 : 9  die  Gleichung 

e  Sin  9  4"  f  Cos  9 

a  Sin«  9  +  b  Cos*  9  —  c  +  d  tiin  2  9 

_      2  (e  Cos  9  —  f  Sin  9)  [(a  —  b)  Sin  2  9  +  2  d  Cos  2  9] 

""  [(a  —  b)  Sin  2  9  +"2  d  Cos  2  9]«  -  ~4[e  Cos  9  -  f  Süi  9]« 

oder,  wenn  man  Tg9  =  u,  also  1 :  Cos« 9  =2 1  +  u«  setzt, 

eu  +  f (e  -  f  u)  [(a-~ b)  u  +  d  (1  —  u«)] 

au«  +  b  — c(l-hu«;-h2du  ""  [(a--b)u  +  d  (I  — u«)]«  — (e  — fu)*(l  +  u«)" 

oder  durch  einfache  Umformuig 

Oz=(e  — fu)«(eu  +  0  — 
1,  (a  -  b)  +  d  (1  —  u^ 


i  (1  —  u«)  r^f  u  —  e)  [au«  +  b  —  c  (1  +  u«)  +  2  d  u]"j 
i«  L+(««  +  0[(a-b)u  +  d(l-u«)]        J 


1  +  u' 

c=(e  — fu)«(eu  +  f)  — 

—  [u(a  — b)  +  d(l— u«)]  [u(af  — cf— de)  — be  +  ce  +  df]  1« 

also  eine  Gleichung  dritten  Grades,  welche  für  u=Tg9,  also  für  9,  und 

somit  auch  für  d,   zum  Mindesten  Einen  reellen  Werth  ergibt,    so  dass  10 

immer  die  Form 

0  =  Ax«  +  By«  +  Cz«  +  Dxy  +  M  IS 

annehmen  kann.  Dreht  man  nun  noch  (vergl.  192,  Fig.  2)  die  jetzt  in  der 
Knotenlinie  liegende  Axe  nach  X  zurück,  d.  b.  setzt  man  9  =  0,  B^O  und 
Y^  =  — ^,  oder  ersetzt  man  x  und  y  nach  192:4,  5  durch  xCos^  —  ySiny; 
und  X  Sin  %f/  +  y  Cos  ip,  so  geht  18  über  in 

0  =  (A  Cos«  V'  +  B  Sin«  ^  +  D  Sin  y  Cos  t^)  x«  + 
+  (A  Sin«  V'  +  B  Cos«  v/  —  D  Sin  Y'  Cos  %fß)  y«  + 
+  Cz«  —  (A  Sin  2^  —  B  Sin  2  ^  —  D  Cos  2 yr)  X  y  +  M  1^1 

Bestimmt  man  daher  noch  die  willkürliche  Grösse  ^  durch  die  dafür  immer 
einen  reellen  Werth  ergebende  Gleichung 

(A  —  B)  Sin  2  ^  —  D  .  Cos  2  v»  =  0  IB 

so  nimmt  endlich  18  die  mit  1  übereinstimmende  Form 

0  =  A'  X«  +  B'  y«  +  C  z«  +  M  1« 

an.  —  Der  Rest  des  Textes  bedarf  wohl  in  Beziehung  auf  die  darin  enthaltene 


—  Die  analytische  Geometrie  Im  Räume.  —  257 

analyttsohe  Entwioklnng  kaum  einer  weitem  Erl&ntemng,  und  fttr  das  EUipsoid 
kann  auf  109  verwiesen  werden.  Um  sich  auch  von  den  übrigen  vier  Fl&chen 
zweiten  Grades  eine  etwelche  YorsteUnng  zn  erwerben,  kann  man  s.  B.  die 
Schnitte  betrachten,  welche  durch  die  Coordioatenebenen  oder  durch  Parallel- 
ebenen zu  denselben  erhalten  werden :  Bei  dem  Hyperboloid  mit  einem  Mantel 
werden  die  Schnitte  parallel  zur  XY  Ellipsen,  diejenigen  parallel  zur  XZ 
oder  YZ  Hyperbeln;  ist  a  =  (,  so  kann  man  sich  dasselbe  durch  Rotation 
einer  Hyperbel  um  die  kleine  Aze  entstanden  denken,  also  als  eine  Art 
hyperbolisohes  SEjrllndroid.  —  Bei  dem  Hyperboloid  mit  zwei  Mänteln 
'werden  die  Schnitte  parallel  zu  X  Y  und  X  Z  Hyperbeln ,  —  dl^enigen 
parallel  zu  YZ  für  z<a  imagin&r,  für  z>a  Ellipsen;  ist  (  =  c,  so  kann 
man  sich  dasselbe  durch  Rotation  einer  Hyperbel  um  die  grosse  Aze  ent- 
standen denken,  also  als  eine  Art  hyperbolisches  Doppel-Gonoid«  —  Beim 
elliptischen  Paraboloid  sind  die  Schnitte  parallel  YZ' Ellipsen,  dicgenigen  nach 
XY  und  XZ  Parabeln;  ist  Pi^Pt  oder  (  =  c,  so  kann  man  sich  dasselbe 
durch  Rotation  einer  Parabel  um  ihre  grosse  Aze  entstanden  denken,  also 
als  ein  parabolisches  Gonoid.  —  Beim  hyperbolischen  Paraboloid  endlich  sind 
die  Schnitte  von  XY  und  XZ  Parabeln,  deren  erstere  den  positiven  und 
deren  zweite  den  negativen  Theil  von  X  zur  Aze  hat;  der  Schnitt  von  YZ 
ist  eine  durch  den  Anfangspunct  gehende  Gerade,  der  einer  Parallelebene  zu 
YZ  eine  Hyperbel,  so  dass  man  sich  die  ganze  sattel-artige  Fläche  als  eine 
Folge  von  Hyperbeln  denken  kann,  deren  Scheitel  auf  den  erwähnten  Parabeln 
liegen. 

199«  Dag  EUipsoid  and  Splllroid.  Setzt  man  in  197 : 1  eine  der 
Coordinaten  gleich  Null,  so  erhält  man  für  den  Schnitt  der  zu  ihr 
senkrechten  Coordinaienehene,  also  auch  für  den  Schnitt  jeder  Ebene, 
eine  Gleichung  zweiten  Ghrades.  Es  ist  also  z.  B.  auch  jeder  ebene 
Schnitt  eines  Ellipsoides  eine  Linie  zweiten  Ghrades,  und  zwar,  da 
er  nothwendig  eine  geschlossene  Linie  sein  muss,  eine  Ellipse.  Für 
die  tangirende  Ebene  am  Ellipsoide  vergl.  200,  —  für  seinen  Kubik- 
inhalt 205.  —  Li  dem  speciellen  Falle,  wo  zwei  Axen,  z.  B.  2a 
und  2  b,  einander  gleich  werden,  somit  alle  zu  ihrer  Ebene  parallelen 
Schnitte  Kreise  des  Radius  a,  alle  durch  die  dritte  Axe  aber  ge- 
führten Schnitte  (Meridiane)  Ellipsen  der  Axen  2  a  und  2  c  sind, 
kann  offenbar  das  Ellipsoid,  das  nun  SpbSrold  heissen  mag,  als 
durch  Rotation  dieser  Ellipse  um  2  c  entstanden  gedacht  werden. 
Die  kürzeste  Verbindungslinie  zweier  Puncte  eines  solchen  Sphä- 
roides  nennt  man  geodStlscbe  Linie  9  und  diese  schneidet  jeden 
Meridian  imter  einem  Winkel  (Azimuth),  dessen  Sinus  zu  dem  Ab- 
stände des  Durchschnittspunctes  von  der  Rotationsaxe  umgekehrt 
proportional  ist 

Die  Orandeigenschaft  der  geod&tischen  Linie  leitet  Joh.  Jakob  Baejrer 
(Mflggelheim  bei  Köpenik  1704;  Generalmajor  im  prenesiscben  Oeneralstabe) 
in  seiner  Schrift  „Das  Messen  auf  der  sph&roldischen  Erdoberfläche.  Berlin 
1862  in  4.*^  anf  folgende  Weise  ab:   Es  sei  AB  eine  beliebige  Verbindung 

Wolf,  Huklbvdb    I.  17 
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der  Puncto  A  und  fi  auf  einer  RoUUonsfl&ch«»,  —  PC  und  PD  ein  Paar  sehr 

naher  Meridiane,  —  PE  =  PD,  also  DE  ein 
Parallel,  dessen  Badius  mit  r  beselehnet  werden 
mag,  wftlirend  R  den  Radius  von  EC  darstelle. 
Dann  hat  man 

d8  =  CD  =  VCE«  +  £D*  =  |/R*d9<  +  r<dw< 

=  dwl/R«(4^y  +  r« 
oder 

U=yR«p«+F 


B=/U.dw 


wo 


und 


d^ 


Lassen  wir  9  in  9  -f" '  flbergehen ,  wo  2  eine  willkürliche  Function  von  w 
ist,  welche  fllr  A  und  B  Tcrech windet,  so  erhalten  wir  entsprechend  fllr  die 
neue  Verbindung  von  A  und  B 


s'  =  /U'.dw 


und 


^ d  (y  + »)         dy   _^   da  .     dt 


P'  = 


=  P  + 


dw  dw        dw  dw 

wo  nach  dem  Taylor'schen  Liehrsatse,  wenn  U=:F(y,  p)  gesetst  wird, 

ds\      ...    du        .    dU      da 


U'  =  F(y  +  «,p  +  -j^)  =  U  + 


*^^  •  •  • 


dw/      "   '    dy  dp      dw 

Multiplicirt  man  aber  letstere  Gleichheit  beidseitig  mit  dw  und  integrirt,  so 
erhUt  man 


8 


'  —  8=1  -2 «.dw+  I  -; .dÄ  +  ... 

J    dy  ^J    dp 


Wenn  nun  s  ein  Minimum  werden  soll,  so  muss  s'  —  s  fOr  jeden  Werth  von 
±  2  einen  positiven  Werth  erhalten ;  da  man  aber  b  willkftrlich ,  also  auch 
so  klein  annehmen  kann,  dass  die  Glieder  der  ersten  Ordnung  grösser  werden 
als  die  Summe  der  flbrigen,  ausser  wenn  jene  verschwinden,  so  folgt,  dass 
das  Minimum  nur  eintreten  kann,  wenn  die  Glieder  der  ersten  Ordnung  ver- 
schwinden.  Man  hat  also  für  das  Minimum 


oder,  da 


d 

ist. 


dU 
dp 


fdü        .       ,    fdU     , 


,dz  +  z 


«=4f-+/'[42'-'(4f)] 


Da  aber  2  und  somit  das  erste  Glied  letsterer  Gleichung  fllr  beide  Grenaen 
des  Integrals  verschwinden,  sonst  aber  2  willkürlich  bleiben  soll,  so  muss  somit 

dU,  j/dU\  ,  fdU.  dU 

— —  d  w  ~  d  f  -T —  I  oder  0  =:  I  -^ —  d  w 5 — 

\ dp /  J    dy  dp 


0=: 


9 


.9».-. 


dU 


sein ,  oder ,  wenn  man  mit  -^^-  =s  p  multiplicirt,  da  -^ —  d  w .  p  =  d  U  iat, 


TT  d  U    ,  ^      ^ 

U  =  p .  -r f-  Const. 

dp 


8et2t  man  aber  hier 


U=rJ/R«p«4-r« 


oder 


und  somit 


n      *       TT  dU 

Const  =  ü  —  p .  -3 — 

'^     dp 

dU_         R«p 
dp  ""  VR« p«  +  r« 
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so  erh&lt  man 


Const  =  VR*p«  +  r«  — 


R«p> r« 


VR«  p«  +  r«        VR«  p«  +  r« 
Da  nun,  wenn  ^  P  C  D  ^  a, 

_  EDr.dw  ,  da         r^^ 

so  folgt  schliesslich 

Const  ^  —  ~7  ^  r .  Sin  a 

y  R« .  -J  Ctg»  a  +  t* 

Es  hat  also  die  kQrseste  Linie  auf  einer  durch  Rotation  entstandenen  Ober- 
fl&che  die  Eigenschaft,  dass  auf  jedem  ihrer  Puncto  der  Abstand  r  von  der 
Drehnngsaxe  multiplicirt  in  den  Sinus  des  Asimuthes  an  diesem  Puncto,  eine 
constante  OrOsse  ist. 

SOO«  Die  tan§;ir6Ild6  Ebene.  Legt  man  durch  einen  Pnnet  (ziJiZi) 

einer  Fläche 

z  =  f(x,y)  1 

und  zwei  benachbarte  Puncte  (xi  +  «i ,  Ju  Zi  -f-  yx)  und  (xg, 
71  +  A9  ^f^yz)  ebenderselben  eine  Ebene,  so  erhält  man  (193:3, 
4)  für  ihre  Gleichung 

z-Zi  =  (x-Xt)-^  +  (y-yO^  « 

Sind  nun  ai  und  /9|,  folglich  auch  die  /,  verschwindend  klein,  so 
wird  die  Ebene  tanglrend»  während  2  in 

z  — z,  =  p(x  — xi)  +  q(y  — yt)      wo       P  =  -j^        ^"^"df"* 

übergeht,  und  den  Winkel  n  dieser  tangirenden  Ebene  gegen  X  Y 
kann  man  (193:6)  nach 

^"°-Vi  +  ^  +  q»  "^"^         Tgn  =  V^  +  ?         4 

berechnen.   Nach  3  folgt  z.  B. 

X . X|        y .  yi         z.zt  «. 


als  Gleichung  der  ein  EUipsoid  im  Puncte  (x|  yi  Zf)  tangirenden  Ebene. 

Um  2  SU  erhalten,  hat  man  in  103 : 3  nach  193 ;  4 

KU  setsen. 

SOI«  Die  KrSmmiUlg  der  Fliehen.  Legt  man  durch  einen  Punct 

einer  Fläche  eine  Senkrechte  zu  der   in   ihm   tangirenden  Ebene 

(200),  so  erhält  man  die  ihm  angehörende  IVormale«    Legt  man 

durch  diese  Normale  eine  Ebene  M,  so  schneidet  sie  die  Fläche  in 

einer  Curve,  zu  der  man  nach  139  den  Ejrümmungskreis  suchen  kann. 

Dreht  man  M,  so  verändert  sich  im  Allgemeinen  der  Erümmungs- 

17  • 


2S0  —  ^^®  analytiBcbe  Geometrie  im  Räume.  — 

halbmesser,  nimmt  aber  für  eine  gewisse  Stellimg  ein  Maximum, 
für  die  dazu  senkrechte  Stellung  dagegen  ein  Minimum  an. 

Verlegt  man  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  den  BerOhrangspnnct 
O,  und  Iftsst  die  Ebene  der  X  Y  mit  der  tangirenden  Ebene  znsammenfaUen, 

80  kömmt  die  Normale  in  die  Axe  der  Z  zu  liegen, 
und  die  Ebene  M  schneidet  die  Fl&che  in  einer 
Curve  OQ,  zu  der  die  Kante  OP  von  M  in  XY 

Tangente  ißt,  und  der  nach  180:8  in  O  der  KrOm- 

yf^^^l^^^r^^^  mungskrelB 
4        ^^1/  ^__  (du«  +  dz«)'/«  _  (dx«  +  dy«  +  d««//«      j 

du.d«z  ydx*  +  dy*.d«« 

entspricht  Da  aber  OP  Tangente  ist,  so  muss  dz  =  0  sein,  während  ent- 
sprechend 68 

d«.=r.dx.  +  2..dx.dy+t.dy«  wo  ,  =  (g;),  .  =  (5^),  »=(5^) 

und  man  erhUt  daher,  wenn  noch  w  =  dy:dx  gesetzt  wird, 

^_dx«  +  dy«_  14- w«  ^ 

d«z  r  +  Ssw  +  t.w* 

wo  w  die  Tangente  des  Winkels  der  Ebene  M  mit  X  Z  darsteUt.  Dreht  man 
die  Ebene  M  um  Z,  so  ändert  sich  offenbar  w,  während  die  nur  von  der 
Gleichung  der  Fläche  abhängigen  Grössen  r,  b,  t  unverändert  bleiben.  Es 
ist  also  R  nur  von  w  abhängig,  und  da  aus  2 

^R  _,o  8w»  +  (r--t)w-"S 
dw  ""       (r  +  2sw  +  tw«)« 
folgt,  80  wird  daher  R  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn 

w»+-^^=^w  — 1  =  0  S 

s 

d.  h.  wenn  w  zwei  Werthe  annimmt,  deren  Product  gleich  —  1  ist,  oder  die 

in  doppeltem  Gegensatze  stehen;  diess  hat  aber  nach  182  nur  statt,  wenn  die 

entsprechenden  Ebenen  M  zu  einander  senkrecht  stehen,  w.  z.  b.  w.  —  Die 

Krttmmung  der  Flächen  wurde  in  allgemeiner  Weise  zuerst  durch  Oairaalt 

in  seinen  „Recherches  sur  les  courbes  ä  double  courbure.   Paris  1781  in  4.^ 

studirt;   für  die  neuem  Untersuchungen  vergl.  man  z.  B.,  ausser  der  in  45 

erwähnten   „Introdnctio^  von   Eoler  und  mancher    speciellen   Abhandlung 

dieses  grossen  Geometers  in   den  Petersburger  Memoiren  von  1747,   1771, 

1786,  etc.,  —  der  in  181  angeführten  „Application"  von  Monge  und  seinen 

Abhandlungen  in  Bd.  9  und  10  der  „M^moires  pr^ent^,  —  und  manchen 

andern  in  181,  191,  etc.  citirten  Werken,  —  „CkiaM*  Disquisitiones  generales 

circa  superficies  cu^as  (Comment.  Soc.  Gotting.  1827 ;  franz.  Paris  1862  in  8.), 

—  L.   Cr^mona*   Preliminare  di  una  teoria   geometrica   delle    superfide. 

Bologna  1866  in  4.,  —  etc." 

%Olt.  Die  Corven  von  doppelter  Krttmmiuig.  Stellt  man  eine 

Linie  im  Räume  durch  zwei  Gleichungen 

dar,  so  smd 

/-y  =  (x'-x)4^  z'-z  =  (x'-x)  ^^ 


dx  ^  ^  dx 
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die  Gleichungen  einer  Tangente  an  dieselbe  im  Ponete  (z  j  z), 
während 

(x'  — x)dx  +  (y'  — y)dy  +  (z'  — z)dz  =  0  S 

eine  durch  den  Pnnct  senkrecht  zu  der  Tangente  gelegte  Ebene, 
die  sog.  IVonnalebene^  darstellt,  und 

(^'-^)  d^=(^'-^)fc  •  di^-df  d^)+(y^-y)  d^  * 

die  Gleichung  der  sich  der  Curve  am  innigsten  anschliessenden,  der 
sog.  Oflculatlonsebene 9  ist,  welche  auch  die  Tangente  in  sich 
fasst.  Je  nachdem  sich  letztere  Ebene  ändert  oder  nicht,  wenn  man 
zu  folgenden  Puncten  der  Curve  übergeht,  stellt  1  eine  ebene  oder 
eine  doppeltgekrümmte  Linie  dar. 

Die  Oleichungen  1  stellen  sngleich  die  Oleichnngen  der  Projeetionen  der 
Corve  auf  die  Ebenen  der  XY  und  XZ  dar.  Oeht  x  in  z  +  l&  über,  so 
werden  y  und  z  sn 

,  .   dy    ,     h«       d«y    ,  ,  v  dz    ,     h«       d«z    , 

und  in  ähnlicher  Weise  hat  man  für  eine  vweite  Curve,  welche  durch  den 
Punct  z'y's'  B^^^j  wenn  x'  zu  z'-{-h  wird 

._Li.  dy'    .     ^^      iV    .  ,  .  V  dl'    ,     h*        d«z'    , 

Bollen  die  beiden  Gurven  einen  gemeinschaftlichen  Punct  haben,  so  wird  diese 
durch  die  Bedingungen 

x=:x'  y^y'  z=2z'  1 

ausgedrückt  Sollen  sie  überdiess  in  diesem  Puncte  eine  Berührung  der  ersten 
Ordnung  eingehen,  so  muss  auch 

dy dy'  dz  dz' 

"dT""  dx'  "dx"^!^  • 

sein,  —  fQr  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  auch 

d«y  _  d«y'  d«z  _  d«z' 

dx«  ""  dx'«  dx«"^dx'«  • 

etc.  Ist  die  zweite  Curve  z.  B.  eine  Gerade 

y'  =  ax'  +  a  z'  =  bx'  +  /9  10 

so  unterliegt  sie  offenbar  7  und  8,  wenn 

y'  — yc=a(x'-x)         z'  — z=rb(x'— x)         ac=4^         b=s^* 


dx  dx 

folglich  sind  2  die  Gleichungen  einer  Tangente.  —  Eine  Normale  zu  einer 
Curve  doppelter  Krümmung  zu  ziehen,  ist  offenbar  eine  unbestimmte  Aufgabe, 
da  es  unendlich  viele  Gerade  gibt,  welche  durch  einen  gegebenen  Punct  der 
Curve  gehen  und  auf  der  an  denselben  gezogenen  Tangente  senkrecht  stehen; 
dagegen  liegen  alle  diese  Senkrechten  in  einer  Ebene,  der  sog.  Normalebene. 
Soll  aber  eine  Ebene 

Ax'  +  By'  +  Cz'  +  D  =  0 

durch  den  Punct  xyz  gehen  und  zu  2  senkrecht  stehen,  so  muss  nach  195 
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sein,  also  ist  8  wirklich  die  Oleichnng  der  Kormalebene.  —  Soll  eine  Fliehe 

«'  =  f(x',yO  ii 

mit  der  Curve  1  einen  Punct  gemeinschaftlich  haben,  oder  gar  mit  ilir  eine 
Berflhning  der  ersten,  zweiten,  etc.  Ordnung  eingehen,  so  muss  sie  analoge 
Bedingungen  erfüllen,  wie  sie  unter  7,  8,  9, . . .  fttr  eine  Curve  ausgesprochen 
worden  sind.  So  2.  B.  wird  eine  Ebene 

a'  =  Ax^  +  By'  +  C 
mit  1  den  Punct  zya  gemein  haben,  wenn 

a'  — a  =  A(x'  — x)  +  B(y'-y)  !• 

Geht  die  Abscisse  x  in  z  +  h  Aber,  so  nehmen,  y  und  a  die  durdi  5  ge- 
gebenen Werthe  an,  wihrend  fOr  den  Punct  der  Ebene,  dem  x  +  h  und 

d  V 
y^h--r-^4-...  augehören,  nach  12  die  dritte  Goordtnate 

sein  wird,  so  dass  die  Differeni  der  dritten  Coordinate  von  Curve  und  Ebene 
nach  6  und  13 

'(if-'^-»4f)+Ä(Ä-»^)+- 

beträgt.  Setst  man  zur  Bestimmung  von  A  und  B  die  beiden  Factoren  von  h 
und  h'  gleich  Null,  so  wird 

d»z    ,  d«y  da        d«z       dy  .  ä^ 

"  —  "dhF  •  dx«  ^"^  dx  "H?"  •   dx  •  dx«  ■* 

und  es  stellt  daher  4  nach  12  die  Gleichung  der  sog.  Osculaüonsebene  vor. 
Bubstituirt  man  aus  2  in  4,  so  sieht  man,  dass  die  Gleichung  identisch  wird, 
und  es  enthält  also  die  Osculationsebene  die  Tangente  in  sich.  ~  Yergl.  die 
bei  201  aufigeafthlten  Schriften,  —  femer  „Wilhelm  Sehell  (Fulda  1826-, 
Professor  der  Mathematik  zu  Marburg),  Theorie  der  Curven  von  doppelter 
Krümmung.  Leipzig  1860  in  8.,  —  etc.^ 

SOS.  Die  einhUleDden  and  deYeloppabeln  FlIcheiL  Lässt  man 

in  der  eine  Fläche  yorstellenden  Gleichung  F  (x,  7,  z,  w)  =  0  die 
Grösse  w  nach  und  nach  andere  und  andere  Werthe  annehmen,  so 
erhält  man  eine  Folge  von  Flächen,  yon  denen  je  zwei  auf  einander 
folgende  sich  in  einer  Curve,  der  sog.  Cbarakterlfltlk^  schneiden 
werden,  —  die  Folge  aller  dieser  Charakteristiken  aber  bildet  die 
sog.  elnbüUende  Fläche  aller  jener  Flächen.  Ist  speciell  die  ein- 
gehüllte Fläche  eine  Ebene,  welche  beständig  einer  Geraden  parallel 
ist  oder  durch  einen  gegebenen  Punct  geht,  so  heisst  die  einhüllende 
eyllndrische  oder  contocbe  Fläche;  bei  beiden  sind  die  charak- 
teristischen Curven  Gerade,  und  es  sind  daher  beide,  sowie  überhaupt 
alle  Flächen,  welche  sich  als  Ort  einer  Geraden  denken  lassen,  deren 
zwei  nächste  Lagen  derselben  Ebene  angehören,  developpabel^ 
d.  h.  sie  lassen  sich  auf  einer  Ebene  ausbreiten,  —  während  dagegen 
Flächen,  welche  dieser  letztem  Bedingung  nicht  genügen,  wind- 
schief  (gauche)  heissen. 

Die  ^Snrfaces  gandies^,  für  welche  Klilgei  im  Deutschen  den  Namen 
^windschiefe  Fliehen'^  su  belieben  wusste,  eoUen  zuerst  von  Jean-BapÜste- 
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Marie-Charles  Menmier  de  la  Place  (Tonrs  1764  —  Mains  1793,  wo  ihm 
eine  Kugel  das  Bein  wegriss;  fransSsischer  Oenie^Oberst  und  später  Dlvislons- 
general)  in  seinem  ,,Mtooire  snr  la  courbure  des  snrfaces  (Mdm.  des  savants 
ätrangers  X  1776)^  einlftsslich  betrachtet  worden  sein. 

S04U   Die  ComplaDation.   Bezeichnet  dO   ein  Flächenelement, 
80  ist  nach  165  und  200 : 4  (s.  Fig.  1) 

dO=  ^g^'//  :^dx.dyn  +  p^  +  q^  * 

ein  AuBdruck,  den  man,  um  die  Oberfläche  zu  erhalten,  zweimal, 
z.  B.  zuerst  nach  x  und  dann  nach  y,  zu  integriren  hat  Setzt  man 

dx«P-dy  +  Q.dt/;  dy^P.dy  +  Q'dV'        % 

80  ist  für  die  Integration  nach  x  offenbar  7  als  constant  anzusehen, 
also  P'  d  9  +  Q'  d  V'  =  0  oder 

dipss _  .  d  q>        und  somit         d  x  =»  —     n^    —  •  ^  9 

zu  setzen.    Für  die  zweite  Integration  ist  sodann  9  als  constant 
anzusehen,  also  äj  =  Q,^  dtp  zu  setzen,  und  für  diese  Werthe  geht 

^'"^  0=//(PQ'-QF)Vl  +  p2  +  qÄd9).dV^  9 

über.   So  z.  B.  genügen  der  Kugelgleichung  x^  +  y^  H-  z*  =  r^  die 
Werthe 

X  =  r  Sin  (p  Cos  tp         y  =  r  Sin  q>  Sin  tp         z  =  r  Cos  9 

also  ist  in  diesem  Fall 
P  Q'  —  QP  =  r^  Sin  9  Cos  y  p  =  —  —  =  —  Tg  y  Cos^ 

q  =  -t  =  -Tg9Sinv  |/r+^+^  =  _l_ 

""     r^      Sing).dg).dv  =  4r2«  4 

Und  so  weiter. 

Die  Alten,  und  noch  Arthimedes»  wussten  nnr  die  Oberfl&chen  der 
geraden   Zylinder   nnd  Kegel,    der  KugelD   nnd   Kngelsonen  zu   berechnen. 

Mugvnn  £and  sodann  1657  die  Flftche  des  parabolischen 
Conoid's,  nnd  im  folgenden  Jahre  anch  diejenige  des 
hyperbolischen  Conoid's  nnd  des  Sphftroldes.  Allgemeine 
Methoden,  wie  die  oben  im  Texte  entwickelte,  wusste 
X3»ajc-.  dagegen  erst  die  Infinitesimalrechnung  aufzustellen.  — 
Um  den  Bchwerpunct  x'  y'  z*  der  Fläche  O  zu  be- 
stimmen, hat  man  offenbar  im  Allgemeinen  die  Glei- 
chungen 
x'.0=//x.dO  y'.0=//y.dO  z'.0=//z.dO         S 

zu  benutien;  in  specieUen  FUlen  kann  man  auch  specleU  vorgehen.  BoU 
man  z.  B.  den  Schwerpunct  einer  Kugelzone  bestimmen,  so  weiss  man  zum 
Voraus,  daas  er  in  der  Senkrechten  vom  Kugelcentnim  auf  die  bestimmenden 
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Parallelebenen  liegt,  —  ferner,  daas  die  Zone  nach 

186  die  Fl&che 
**  Oc=2r3K(/9  — a) 

^     hat,   das  ds  entsprechende   Element  derselben  aber 

die  Fläche 
^  dO  =  2r7v .  dz  =  2y7f  .  dx  .  Cosec. 9=: 

=  2yff .  d s  =  2 y  9r  yd z*  +  dy< 
und  dass  endlich  nach  184:2 

y«=:2rx  — z«     also      ydy=:(r  — z)dz     oder     yyi  +  (-j^)=r 
ist.  Es  geht  somit  die  erste  6  in 

rß 

z'.O?— «)=(     zdz=y,0?«-a«)      oder      z'=y,(a  +  /?)  6 

Aber,  so  dass  der  Bchwerpnnct  einer  Zone  genau  in  die  halbe  HOhe  flUlt. 

SOS«   Di6  Cabator.   Bezeichnet  dV  das  durch  dO  und  seine 

Projection  auf  XY  bestimmte  prismatische  Körper-Element,  so  ist 

offenbar  (v.  204 :  Fig.  1) 

d  V  =  dx  .  dy  .  z  1 

und  hieraus  findet  sich  entsprechend  204 

V==//(PQ'  — QPOzdydt^  » 

So  z.  B.  genügen  der  Gleichung  198 : 4  des  Ellipsoides  die  Werthe 

X  »  a  Sin  9^  Cos  ip         y  =  b  Sin  y  Sin  V'         z  =  c  Cos  q>      9 
wofür  P  Q'  —  Q  P'  =  a  b  Sin  <p  Cos  9  wird ;  also  stellt 

1  abcSin9)Cos^9d()pdt^=:-ö-abc;s       4 

das  Volumen  des  Ellipsoides  vor. 

Schon  Archimedes  lehrte  Engel,  Sphftroid  und  parabolisches  Conoid  zu 
oubiren,  und  sp&ter  wurden  von  Bonaventura  CsTsleri  oder  Cavalieri 
(Bologna  1698  —  Bologna  1647;  Schüler  Galilei's  und  Professor  der  Mathe- 
matik EU  Bologna),  Walllft  etc.  noch  mehrere  andere  Körper  durch  Summirong 
von  Reihen  berechnet,  bis  sodann  die  Infinitesimalrechnung  allgemeine  Me- 
thoden, wie  die  im  Texte  Mitgetheilte ,  ermöglichte.  —  Für  die  Bestimmung 
des  Schwerpunctes  x'y'z*  des  Volumens  V  hat  man  offenbar  im  AUgemeinen 
die  Gleichungen 

x'.\z=:fffx,dV  y'.V  =  ///y.dV  z'.  Vz=///«.dV         S 

zu  benutzen;  in  speciellen  Fällen  kann  man  aber  auch  hier  wieder  für  Volumen 
und  Schwerpunct  speeieU  vorgehen.  Hat  man  z.  B.  Körper,  welche  zu  einer 
Axe,  wir  wollen  annehmen  zur  Coordinatenaxe  X,  symmetrisch  sind,  so 
findet  man  Volumen  und  Schwerpunct  eines  zwischen  den  in  den  Abständen 
a  und  ß  vom  Anfangspuncte  zur  Axe  senkrechten  Schnitten  liegenden  Stückes 
V  offenbar  nach  den  einfachem  Formeln 

ß 


=:/fx.dx  V.x-J; 


xX.dx  6 

a 

WO  X  die  F}äc)ie  des  ipm  Abstßjide  x  entsprechenden  Querschnittes  ist   So 
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s.  B.  hat  man  beim  Ellipsoide  für  X  eine  tillipBe  an  setaen,  deren  Oleiohnng 
nach  198:4 


^4--— —  1 


oder 


vT- 4 


H'-WH^-i) 


ist,  deren  Axen  somit  6  |^1 — ^  und  c  f  ^ r  ^^^'  ^'^^  ^  ^^  daher 

nach  143 :  18 


also  nach  6 


oder 


y=/f...(i-f)a.=.<,L'x-^] 

"^    4(8o»— a'- 


Fflr  /?^a  nnd  a=:  ~a,  d.  h.  fdr  das  ganae  Elllpsoid,  wird  natfirlieh  x'zz:0, 
während  nach  7  wie  oben  V  =  %  ^  B  c »  folgt 

906«  Die  darstellende  Cfeometrie.  Zieht  man  von  einem  Puncto 
(Pole)  Gkrade  durch  alle  bemerkenswerthen  Puncte  eines  Gebildes, 
schneidet  diese  G-eraden  durch  eine  Ebene,  und  yerbindet  die  Durch- 
schnittspuncte  genau  so,  wie  die  Puncte  am  Gebilde  verbunden 
sind,  so  erhält  man  eine  Polarprojection  des  Gebildes.  Ist  der 
Punct  das  Auge,  so  heisst  die  Projection  penpectlylscb«  Ist 
dagegen  der  Punct  unendlich  weit  von  der  Bildebene  entfernt,  und 
diese  senkrecht  zu  der  projicirenden  Geraden,  so  heisst  die  Projection 
orthogonal^  —  speciell  Gmndriss  oder  Aanrlss^  wenn  die  Bild- 
ebene horizontal  oder  vertical  ist,  —  axonometrIflCb 9  wenn  die 
Projicirenden  mit  drei  zu  einander  senkrechten  Hauptrichtungen  des 
Gebildes  bestimmte  Winkel  bilden,  und  zwar  Isometrisch 9  wenn 
alle  drei,  —  monodlmetrlsch^  wenn  zwei  dieser  Winkel  gleich 
sind.  —  Die  Lehre,  die  räumlichen  Gebilde  durch  Projectionen 
darzustellen,  und  mit  Hülfe  derselben  die  in  der  analytischen  Geo- 
metrie durch  Rechnung  gelösten  Aufgaben  durch  Zeichnung  zu 
lösen,  heisst  darstellende  Creometrle  oder  C^^m^trle  des« 
erlptlYe» 

Die  darstellende  Geometrie  wnrde  eigentlich  erst  durch  das  Werk  ^llloiige» 
Le^ns  de  g^om^trie  deacriptive.  Paris  1794  in  4.  (7  6d.  par  Brisson  1847)^ 
wissenschafüich  begrttndet|  obschon  einzelne  Parihien  derselben,  nnd  nament- 
lich die  Perspecüve,  schoü  in  viel  frflherer  Zeit  bearbeitet  wurden,  vergleiche 
a.  B.  „EiSmbert»  Die  freie  Perspecüve.  Zttrich  1759  in  8.  (2.  A.  ZOrioh  1774, 
2  Bde.  in  8.;  frani.  Zuric  1769  in  8.)^.    Seit  Monge  ist  dieses  Gebiet  mit 
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einer  reichen  litteratar  versehen  worden,  ans  der,  nehen  der  schon  78  er- 
w&bnten  Schrift  von  Ladomus,  etwa  folgende  Werke  namhaft  gemacht  werden 
mögen:  „Louis  L^r  Vall^e  (1784;  Inspecteur  g^^ral  des  ponts-et- 
chaussto),  O^omötrie  descriptive.  Paris  1819—1826,  3  Vol.  in  4.,  und:  Traitö 
de  la  science  du  dessin.  Paris  1821  in  4.  (2.  6d.  1888),  —  LeIAnre  de 
Fourcy,  Trait^  de  g^om^trie  descriptive.  Paris  1832  in  8.  (6.  6d.  1843),  — 
Joseph -Alphonse  Adh^mar  (Paris  1797;  Privatlehrer  der  Mathematik  in 
Paris),  Trait^  de  g^om^trie  descriptive.  Paris  1834  in  8.  (3.  6d.  1846),  femer: 
Traitä  de  perspective  Unfaire.  Paris  1838  in  8.  (2.  6d.  1846),  und:  Trait^  des 
ombres  (2.  6d.),  Paris  1852  in  8.,  —  C.  F.  A.  Leroy  (17. .— 1854;  Professor 
der  darstellenden  Geometrie  in  Paris),  Trait^  de  göomötrie  descriptive.  Paris 
1842,  2  Vol.  in  4.  (4.  öd.  parMartelet  1855;  deutsch  von  Kauihnann,  Stuttgart 
1838),  —  Melchior  SEIegler  (Winterthnr  1801;  Ingenieur),  DarsteUende  Geo- 
metrie. Wlnterthur  1843  in  4.,  —  Theodore  Ollvier  (Lyon  1793  —  Lyon 
1853;  Professor  der  darstellenden  Geometrie  in  Paris,  und  Mitbegründer  der 
£cole  centrale),  Cours  de  göomötrie  descriptive.  Paris  1845  in  4.  (2.  öd.  1852; 
Additions,  Complöments,  Döveloppements,  Mömoires  1848—1851,  4  Vol.  in  4.), 

—  Julius  Welsbach  (Mittelschmiedeberg  hei  Annaberg  1806;  Bergrath  und 
Professor  der  angewandten  Mathematik  in  Freiberg),  Anleitung  lum  axono-» 
metrischen  Zeichnen.  Freiberg  1857  in  8.,  —  Karl  Theodor  Anger  (Dansig 
1803  —  Dansig  1858;  erst  Oehülfe  von  Bessel,  dann  Professor  der  Mathematik 
SU  Dansig),  Elemente  der  Projectionslehre  mit  Anwendung  der  Perspective 
auf  die  Geometrie.  Dansig  1858  in  8.,  —  G.  Delabar»  Professor  der  Mathe» 
matik  lu  8t  Gallen :  Ueber  die  verschiedenen  Projectionsarten  im  Allgemeinen, 
und  die  axonometrischen  und  parallel-perspectivischen  im  Besondem.  8t  Gallen 
1860  in  4.,  —  Jules- Antoine-Ren^  Maillard  de  La  Ckrameiie  (1814;  Pro- 
fessor an  der  £cole  polytechnique  in  Paris),  Trait6  de  perspective  Unfaire. 
Paris  1869  in  4.,  und:  Traitö  de  göomtoie  descriptive.  Paris  1860—1864, 
3  Part  in  4.,  —  Babinet  et  Blum«  Elteents  de  g6omötrie  descriptive.  Paris 
1860  in  8.,  —  Tilseher»  Die  Lehre  der  geometrischen  Beleuchtungsconstmc- 
tionen.  Wien  1862  in  8.,  —  Rudolf  Slaadiglt  Gmndsüge  der  Reliefjper- 
spective.  Wien  1868  in  8.,  —  Joseph  Sehleslngert  Docent  in  Wien:  Die 
darstellende  Geometrie  im  8inne  der  neueren  Geometrie.  Wien  1870  in  8., 

—  etc.»« 


XX.  Die  Hefhode  der  Ueinsten  Quadrate. 

•oy.  Gmndsatx  der  lethode  der  kleinsten  Quadrate.  Wird  eine 

Grösse  B  unter  Vermeidung  constanter  Fehlerquellen  wiederholt, 
z.  B.  n-mal,  bestimmt,  so  hat  offenbar,  sobald  n  gross  genug  ist, 
um  das  Erscheinen  jedes  zufälligen  Fehlers  in  -f*  und  —  gleich 
wahrscheinlich  zu  machen,  das  arltlimetiflche  lUlttel 

M  =  — ^b  1 

n 

sämmtlicher  Bestimmungen  bi,  b2,...bB  die  .grösste  Wahrscheinlich- 
keit für  sich.  Denkt  man  sich  aber  alle  beobachteten  Werthe  wie 
Puncte  im  Räume  verbreitet,  so  entspricht  (196)  der  so  eben  be- 
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sprochene  wahrBcheinlichBte  Werth  ihrem  Schwerptmcte.  Die  Ent- 
fernungen der  Puncte  Ton  dem  Schwerpuncte  werden  durch  die 
Abweichungen  der  Beobachtungswerthe  von  dem  Mittel  ersetzt,  und 
die  Constanten  sind  bei  gleicher  Güte  der  Beobachtungen  sämmtlich 
gleich,  also  z.  B.  gleich  einer  Einheit,  zu  setzen.  Es  muss  also 
(133,  196)  für  den  wahrscheinlichsten  Werth  die  Summe  der 
Felilerquadrate  ein  Miiilmmii  sein,  und  dieses  ist  der  Funda- 
mentalsatz der  von  Gauss  und  Legendre  eingeführten  Methode  der 
kleinsten  Quadrate. 

Die  Bedeatang  und  Berechtigung  des  arithmetiechen  Mittele  besprachen 
schon  Simpson  in  seiner  Abhandlang  ^On  the  Advantage  of  taklng  the 
Mean  of  a  Nnmber  of  Observations  in  Practical  Astronomy  (Phil.  Trans. 
1756)^,  Lanbert  in  seiner  „Photometria.  Ang.  Vind.  1761  in  8.^,  etc.  — 
Hat  man  nach  1  das  Mittel  aus  n  Beobachtnngen  bestimmt,  und  kömmt  eine 
neue  Beobachtnng  b  hinan,  so  kann  man  das  neue  Mittel  nach  der  Formel 

n.M  +  b  b--M 

n  +  l     — "^^  n  +  l  • 

berechnen.  —  Vergleicht  man  die  einaelnen  Beobachtnngen  mit  Ihrem  Mittel, 
nnd  setst  s.  B. 

b|  —  M=:y|  b,  «^Mz^Vi    bm  —  M^Tb  S 

so  Stollen  die  v  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Beobachtnngen  vor,  nnd 
dabei  Ist  offenbar 

2:VZ=Vi+V,  + +  VnC=0  4 

Bei  jeder  Gattnng  von  Beobachtungen  sind  Fehler  bis  zn  einer  gewissen 
OrOsse  als  klein  nnd  b^ahe  noihwendig  an  betrachten,  wfthrend  merklich 
grössere  Fehler  nnr  ansnahmsweise,  und  je  grösser,  desto  weniger  vorkommen 
werden;  es  h&ngt  also  die  Wahrscheinlichkeit,  einen  Fehler  der  Grösse  v 
sn  begehen,  irgendvrie  von  der  Grösse,  aber  sicherlich  nicht  von  dem  Zeichen 
dieses  Fehlers  ab,  kann  also  als  eine  symmetrische  Function  desselben  an- 
gesehen und  s.  B.  mit  9  (v)  beselchnet  werden,  —  und  wenn  man  sich  die  v 
als  Abscissen,  die  ^  (v)  als  Ordinaten  aufgetragen  denkt,  so  wird  man  eine 
die  wahrscheinliche  Fehlervertheilung  darstellende,  symmetrische  und  sich  nach 

beiden  Seiten  rasch  der  Axe  nfthemde 
Gurve  erhalten.  Die  Wahrscheinlichkeit, 
dasB  der  Fehler  zwischen  den  Grensen 
V  und  v-j-dv  liege,  ist  (86)  gleich  der 
Summe  der  Wahrscheinlichkeiten  aller 
swischen  diesen  Ghrenten  enthaltenen 
Fehler,  also  (entsprechend  140}  gleich  9  (v)  .  d  v,  und  somit  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  er  sveischen  die  Grenzen  — c  und  -\-c  oder  —00  und  -|-<^  falle, 

/+c  f+oo 

9(v)dv  oder  1=1  9(v)dv  B 

—  c  J  — 00 

da  1  der  Gewissheit  entspricht  Bezeichnet  W  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
in  einer  Reihe  von  n  gleich  guten  Beobachtnngen  die  Fehler  V|  V| . . .  Yd  vor» 
kommen,  so  ist  nach  86 

W  =  9  (Vi)  .  9  (v,) 9  (Vn)  6 

und  zwar  muss  W,  wenn  diese  Fehler  nach  3  berechnet  werden,  also  nach 
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muerem  GnindeatEe  die  grösste  WahrBcheinlichkeit  für  Bich  haben,  au<di  ein 
Maximum  annehmen,  d.  h.  es  mnss  nach  66  und  68 

dW_^/  d.y(v^)      dvt    ■     d.y(v,)      dv,  .  ,     d . <p (v,)      dvn\ 

d  M  ^      \9  (Vj ) .  d  Vj  '  d  M  "^  9  (V,) .  d  V,  '  d  M  "^  • "  "^  9>  (vn) .  d  V»  •  d  M/ 

für  die  aus  3  folgenden  Werthe 

dVj  d  Yg  dvn  

"dM  ^HT"" "  dM  " 

2u  Null  werden,  d.  h. 

9  (Vj)  .  d  Vj      '9  (V,)  .  d  V,     '    '     9  (Vn)  .  d  Vn 

sein,  was  in  Vergleiohung  mit  4,  wenn  2  a  eine  Constante  ist, 

2av  = T^/  oder  2av.dy=: — vV" 

9(v).dv  9(v) 

bedingt,  oder,  wenn  c  eine  Constante  ist, 

av»  +  logc  =  log9(v)  oder  9(v)  =  c.e*'*  * 

so  dass  6  in  ^    .        .  •%  ^ 

übergeht.  Da  nach  dem  angenommenen  Gmndsatie  kleinere  Fehler  eine 
grössere  Wahrscheinlichkeit  haben,  so  muss  offenbar  a  negativ  sein,  kann 
also  z.  B.  durch  —  h'  ersetst  werden.  ~  Setzt  man 

/-foo  r+<»       • 

e7**.dx  so  ist  auch  V=  (  e-^*.dy 

also  stellt  nach  206  : 1 

/+00   /•+00  /H-00  /H-oo 

^       P       e-<''  +  »'>dx.dy=P       P       «.dx.dy 
—  00*/ — 00  •/— OO*/— 00 

das  Volumen  des  von  einer  in's  Unendliche  ausgedehnten  Fl&che  der  Glei- 
chung z  =r  e  ~  ^''  "^  ^*^  begrenzten  Körpers  dar.  Da  aber  hiernach  z  für  alle 
Puncto  der  Ebene  X  Y ,  welche  vom  Anfangspuncte  denselben  Abstand 
r  =  |/x«  -(-  y^  haben,  gleich  wird,  so  Ist  diese  Oberfl&che  durch  Rotation  um 
die  Axe  der  Z  entstanden,  also  kann  der  Körper  als  eine  Summe  von  zur 
Ebene  der  X  Y  senkrechten  Zylinderschalen  des  Volumens  2  r  iv .  d  r  .  z  be- 
trachtet werden,  also  muss  auch 


V«=r     2ri..z.dr  =  «r     e  - '•.d(r«)  =  — »r^^e -'•] 


n 


r. 


sein,  —  also  hat  man  das  bestimmte  Integral 

.+  00 

e-*Vdx=zV^  9 

—  00 

welches  zuerst  Cauehy  auf  diese  Weise  erhalten  haben  soll.  Nach  6  und  7 
ergibt  sich  hiernach 

l=f*"~9(v).dv=-f  r+'^e-»»*'«.h.dv  =  -?.V^    alBO    c  =  ^ 
oder  also 

y  n 
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Nimmt  man  die  constante  Orösse  h  als  Einheit  an,  so  erh&lt  man  naoh  dieser 
Formel  die  zusammengehörigen  Werthe 


V 

9(v) 

V 

9(v) 

▼ 

9(v) 

0,0 

0,5642 

0,7 

0,8456 

1,4 

0,0795 

0,1 

5586 

0,8 

2975 

1,5 

595 

0,2 

5421 

0,9 

2510 

1,6 

486 

0,8 

5156 

1,0 

2076 

1,7 

314 

0,4 

4808 

1,1 

1682 

1,8 

221 

0,6 

4894 

1,2 

1887 

1,9 

158 

0,6 

8036 

1,3 

1041 

2,0 

108 

mit  deren  HQlfe  die  obige  Gnrve  constrnirt  wurde.  —  Für  denselben  Werth 
von  c  geht  8  in 


W 


=(^)- 


.  e 


-hl.^'vt 


11 


über,  woraus,  wie  übrigens  schon  aus  8,  geschlossen  werden  kann^  dass  ein 
Maximum  von  W  einem  Minimum  von  J^v*  entspricht,  —  dass  also  der 
schon  im  Texte  gegebene  und  dort  entsprechend  meiner  »Note  zur  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  (Bern.  Mitth.  1849)'^  abgeleitete  Fundamentalsatz  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  auch  auf  diese  Weise  als  nothwendige  Folge 
des  für  das  arithmetische  Mittel  angenommenen  Grundsatses  erwiesen  werden 
kann.  —  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  hatte  sich  schon  1795  der 
damals  erst  18jährige  GauM  zur  Berechnung  der  Planetenbahnen  ausgedacht, 
aber  erst  1809  in  seiner  „Theoria  motus^  davon  öffentliche  Eenntniss  ge- 
geben, —  mindestens  drei  Jahre  später,  als  sie  unabhängig  von  Ihm  durch 
Legendre  geftinden  und  in  seinen  „Nouvelles  m^thodes  pour  la  d^termina- 
tion  des  orbites  des  comötes.  Paris  1806  in  4.^  publicirt  worden  war,  —  und 
nur  wenig  früher,  als  auch  Laplace  diesem  Gegenstande  in  seiner  „Theorie 
analytique  des  probabilit^s  (v.  85)^  einen  eigenen  Abschnitt  gewidmet  hatte; 
es  ist  somit  die  Prioritätsfrage  etwas  zweifelhaft,  während  dann  allerdings 
Oanss  nachmals  durch  sein  fundamentales  Werk  „Theoria  combinationis 
observationum  erroribus  mininüs  obnoxisB.  Gotting»  1821 — 1826  in  4.  (Franz. 
durch  Bertrand  mit  BeifQgung  der  frühern  Abhandlungen  von  Gauss,  Paris 
1855  iu  8.)"  alle  seine  Vorgänger  überglänzte.  —  Zur  Vervollständigung  der 
Literatur  sind  noch,  ausser  den  in  85  genannten  Werken  von  Hagen,  Liagre, 
etc.,  anzufllhren:  „Cauehy»  Sur  le  systöme  de  valeurs  qu'il  faut  attribuer  k 
divers  ^Itoens,  dötermin^s  par  un  ^and  nombre  d'observations,  pour  qne  la 
plus  grande  de  toutes  les  erreurs,  abstraction  faite  du  eigne,  devienne  un 
Minimum  (Joum.  de  Töcole  polyt.  18),  ~  Job.  Franz  Encke  (Hamburg 
1791  —  Spandau  1865;  Professor  der  Astronomie,  Director  der  Sternwarte 
und  Secretär  der  Academie  in  Berlin;  vergl.  sein  „Leben  und  Wirken^  von 
Bruhns,  Leipzig  1869),  Ueber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (Berl.  Jahrb. 
1834 — 1886),  —  IScrlinfl^f  Die  Ausgleichungsrechnungen  der  practischen 
Geometrie.  Hamburg  1843  in  8.,  —  Wilhelm  Densler  (Bulgen  im  Thurgau 
1811 ;  Lehrer  der  Mathematik  am  Schnllehrer-Seminar  in  Eüssnacht,  und  später 
an  der  Zürcher-Hochschule) ,  Ueber  den  Fundamentalsatz  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  (Zürch.  Mitth.  Bd.  2),  —  Alexis  Sawitsch  (Bjelowodsk 
im  Gouvernement  Charkow  1811;  Professor  der  Astronomie  und  Geodäsie  zu 
Petersburg),  Die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  auf  die  Berech- 
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nung  der  Beobachtungen  und  geodltiechen  Messungen  oder  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate.  Petersburg  1867  in  8.  (Russisch;  deutsch  von  Laie,  Ifitan 
1868  in  8.),  —  Dienert  Die  Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadratsummen.  Braunschweig  1867  in  8.,  —  Elle 
Ritter  (Oenf  1801  —  Genf  1862;  Lehrer  der  Mathematik  in  Oenf),  Manuel 
de  l'application  de  la  möthode  des  moindres  carrte  au  calcul  des  observations. 
Paris  1868  in  8.,  —  George  Biddell  Atrjr  (Alnwick  in  Northnmberland  1801; 
früher  Professor  der  Astronomie  und  Physik  sn  Cambridge,  jetst  Director 
der  Sternwarte  zu  Greenwich),  On  the  algebraical  and  numerical  theory  of 
errors  of  observations  and  the  combination  of  observations.  Cambridge  1861 
In  8.,  —  W.  V.  Frecden*  Rector  der  Oldenburgischen  Navigationsschule: 
Die  Praxis  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  fikr  die  BedttrMsse  der  An- 
fänger bearbeitet  I.  Braunschweig  1868  in  8.,  —  Peter  Andreas  HaMsen 
(Tondem  in  Schleswig  1706;  Director  der  Sternwarte  su  Gotha),  Von  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  im  Allgemeinen  und  in  ihrer  Anwendung  auf 
die  Oeodftsie.  Leipzig  1867  in  8.  (Auch  Bd.  8  der  Abhandl.  der  s&chs.  Ges.), 
—  Fr.  Fai  de  Bruno,  Professor  der  Mathematik  in  Turin,  Traitö  tiömentaire 
du  calcul  des  erreurs.  Paris  1869  in  8.,  —  Baeyer*  WissenschaftUohe  Be- 
gründung der  Rechnungsmethoden  des  Centralbureau's  der  europäischen  (}rad- 
messung:  I.  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  U.  Die  Anwendung  der- 
selben auf  die  Geodäsie.  (Als  Manuscript  gedruckt).  In  4.,  —  etc^ 

S08.  Tkaorie  der  Fehler  bei  directen  BettuuniiBgeii.  Hat  man 

ffir  eine  Ghrösse  B  eine  Anzahl  n  gleich  zuyerlässiger  Bestimmangen 
bib2...b>  der  Fehler  +f|f2...fn  erhalten,  so  dass  immer  B^sb 
+  £,  80  findet  man  durch  Addition  im  Mittel 

B  =  — -Sb  +  — -S(+f)==M+AB  1 

n  n       — 

wo  M  das  Mittel   der   sämmtlichen  Bestimmangen   und    A  B   der 

Febler  des  Mittete  ist.  Setzt  man 


v==M  —  b  m 


=\/^ 


n  ^      n 

d.  h.  bezeichnet  durch  v  die  Abweichung  einer  Bestimmung  vom 
Mittel,  durch  m  die  mittlere  Abweichung  einer  solchen  vom 
Mittel,  und  durch  f  den  mittlem  Febler  einer  Bestimmung,  so 
hat  man  nach  207 

J?f2  =  -rv«  +  n.AB2         oder'       f2  =  m«-fAB2  S 

und  nach  1 


AB-[^fa]  = 


n« 


also  am  wahrscheinlichsten 


yf2  f2 

/^B2  =  -^  =  —         oder  AB  = 


n«          n  Y^ 

und  somit  nach  3  und  2  

f«  =  m2  +  -^        oder  f  =  mV^  =  V^ 

n  ^  n  —  1        ^  n  —  1 
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Für  Beobachtungen  von  yerschiedenen  mittlem  Fehlern  f|  und  fj 
mittelt  man  aus,  welche  Anzahl  Vpi  der  einen  ein  ebenso  gutes 
Resultat  als  eine  Anzahl  Vpi  der  andern  erzeuge,  d.  h.  man  setzt 

nach  4 

f  f 

t=r  =  -7-^-^         woraus         Pi  •  P2  =  ^^  >  A^  * 


Vi:pi        l/TT^ 

folgt,  und  diese  relativen  Zahlen  p,  die  sog.  Crewiclite  der  Be- 
obachtungen, treten  nun  an  die  Stelle  der  bisdahin  gleich  der  Ein- 
heit gesetzten  Constanten,  so  dass  nun 

B  =  ^H-4^    Während    m  =  l/SZ^„,d    £.=  l/l£^» 
^P  "■  ]/2^  ^      IL  ^  n  — 1 

mittlere  Abweichung  und  mittlem  Fehler  in  Beziehung  auf  die  an- 
genommene Gewichtseinheit  bezeichnen.  Endlich  ist  noch  beizufügen, 
dass  man  häufig  die  Qrösse  f'  =  0,674486  .  m,  d.  h.  den  Fehler, 
von  dem  es  eben  so  wahrscheinlich  ist,  dass  er  erreicht  als  über- 
schritten wird,  als  sog.  wabractielnllchen  Fehler  einführt. 

Um  4  sn  erhalten,  hat  man  sich  den  vorhergehenden  Werth  von 
^B._fi'  +  V  +  --±2f>f.±2fif.±"«f«±--- 

für  alle  möglichen  Combinationen  der  Zeichen  -\~  und  —  aufsuschreiben,  und 
aiiB  den  s&mmtlichen  Werthen  das  Mittel  in  nehmen;  da  hiebe!  sich  in  jeder 
bei  den  doppelten  Producten  ergebenden  Zeichenfolge  auch  die  entgegen- 
gesetite  finden  wird,  so  müssen  sich  im  Mittel  offenbar  alle  diese  doppelten 
Produote  aufheben.  —  Für  Pt  =  l  ergibt  sich  nach  6  fofort  pj.^*  =  fs*,  und 
wenn  man  also  das  Fehlerquadrat  einer  Beobachtung  mit  ihrem  Gewichte 
multiplicirt,  so  reducirt  man  dadurch  diese  Beobachtung  auf  eine  Beobachtung 
des  Gewichtes  1;  es  ist  daher  ^pv*  die  Summe  der  Fehlerquadrate  von 
n  Beobachtungen  des  Gewichtes  1,  und  daher  steUen  nach  2  und  Ö 

'        n  n — 1 

für  eine  solche  Beobachtung  mittlere  Abweichung  vom  Mittel  und  mittleren 
Fehler  vor.  Das  Mittel  hat  nun  aber  nach  133  das  Gewicht  J^p,  also  mnss 
nach  6 

AB«:f«=2l:rp  oder  AB  =  -==r 

VYv 

sein,  womit  7  erwiesen  ist.  —  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Fehler 
Ewischen  den  Grenzen  — 0  und  -\~c  liege,  Ist  nach  207:6,  10,  0 

wo  h.v^t,  und  ch=:T  gesetst  wurde.    Ist  aber 
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oo 


U=e**  ("^e-^'dx  80  folgt  ^=e*V2t.  P 


e 


-xt 


.dx— e'*.e-**=2t.ü--19 


und  somit 
d*ü      ^.    dU 


d»U 


d«ü 


du      d*ü 


d«U 


dtr  =  2t.^  +  2ü,     _  =  2t^  +  2.2.^-,    _  =  2t^  +  2.8 


d«U 
dt« 


also  allgemein 


oder 


d»+*ü       „,  d»ü    ,  „     d"-iU 
s=2 1 |-2n 


dt-+* 


dt' 


dt 


n  — 1 


d*'U 


(n  +  l)ü.^i=2tU„  +  2U._i    wo    ü,  =  -^^-^    und    üo  =  ü     lO 

h  1  d  t 
Hieraus  folgt  aber 

^,,i_(n+l)U,  +  i  J^ 1:2t« 

U.    -  ü.  """^^^    2tü._,"-      l~(n  +  l)ü.  +  t--(2tUJ 


■  -1 


und  somit  nach  9  successive,  wenn  1 :  2 1«  =:  q  gesetit  wird, 

11  1 


2t. U  = 


1-    ü, 


2tü 


1+     q 

1—  2U, 


1+     q 


1+    2q 


2tüi 


1+    q 


1—  3U, 
2tU, 


11 


1+    2q 


1+    8q 


1+    4q 


1  +  ... 
Wendet  man  diese  von  Laplacc  in  solcher  Weise  zuerst  ausgeführte  Ent- 
wicklung auf  8  an,  so  erhält  man 

1  1 


w  =  l  — 


T.l^.e^*  *    1+    Q 

1+  2Q 


It 


1+   8Q 
1  +  ... 
wo  Q  =  1:2T«,  und  kann  somit,  da  fDr  Eettenbrttche  der  Form  b|:(a|-}- 
b| :  (a^  -f- . . .))  die  29 : 1  analoge  Recursion 


B 


B,_i.a^  +  B„_,  .b, 


erhalten  wird,  ohne  Schwierigkeit  mit  jeder  beliebigen  Genauigkeit  fOr  ver- 
schiedene Argumente  T  den  Werth  von  w  berechnen,  so  s.  B.  die  von  Eneke 
(Berl.  Jabrb.  f.  1884)  gegebene  Tafel  construlren,  von  der  das  T&felchen 


T 

w 

0,0 

0,0000 

0,1 

1126 

0,2 

2227 

0,8 

8286 

0,4 

4284 

0,6 

6206 

0,6 

6039 

T 

w 

T 

w 

0,7 

0,6778 

1,* 

0,9623 

0,8 

7241 

1,6 

9661 

0,9 

7969 

1,6 

9763 

1,0 

8427 

1,7 

9888 

1,1 

8802 

1,8 

9891 

1,2 

9108 

1,9 

9928 

1,8 

9840 

2,0 

9963 

—  Die  Methode  der  kleinBten  Quadrate.  — 
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einen  kleinen  Auszug  enthält,  und  ans  der  z,  6.  durch  Interpolation  gefunden 

werden  kann,  dass 

w  =  Vj  und  T  =  0,476986  =  q 

mit    einander  correspondiren ,    aleo   der   w  =  Vs   entsprechende   Werth  von 

c  =  T:h 

_  0,476986  _  g 

,  h        -"  h  ** 

dem  im  Texte  eingeführten  wahrscheinlichen  Fehler  entspricht  —  Um  endlich 
noch  h  zu  bestimmen,  hat  man  nach  2  und  207  :  11 


W 

also 


H-hT- 


e-***""*    oder    logW  =  nlogh  — ~1<>««  — n-"^*-^* 


dW 
dh 


=  n.w(-i-  — 2hmA 


Es  wird  also  W  ein  Maximum,  wenn 


T--.2hm«  =  0 
n 


oder 


h=: 


tB 


myr 

und  hiefOr  geht  14  in 

f '  =  0,476936 .  m  VT  z=  0,674486  .  m  16 

über.   Ist  f  bestimmt  und  ist  f"  irgend  ein  anderer  Fehler,   so  ist  dessen 
Wahrscheinlichkeit  nach  8 


m 


t"h 


.— t« 


w  =  -^r     "e-*«.dt  =  ~l=rr        e-''.dt  11 

und  Enekc  tat  am  oben  angeführten  Orte  neben  der  Tafel  mit  dem  Argu- 
mente T  auch  eine  solche  mit  dem  Argumente  f "  :  f  gegeben,  von  welcher 
das  Täfelchen 


fii  .  f. 

w 

fU   .  fi 

w 

f" :  f 

w 

f" :  f 

w 

f " :  f ' 

w 

0,0 

0,0000 

1,0 

0,5000 

2,0 

0,8227 

3,0 

0,9570 

4,0 

0,9930 

1 

0588 

1 

5419 

1 

8434 

1 

9635 

1 

9948 

2 

1073 

2 

5817 

2 

8622 

2 

9691 

2 

9954 

8 

1604 

8 

6194 

8 

8792 

8 

9740 

8 

9968 

4 

2127 

4 

6550 

4 

8945 

4 

9782 

4 

9970 

5 

2641 

5 

6888 

5 

9083 

5 

9818 

5 

9976 

6 

8148 

6 

7195 

6 

9205 

6 

9848 

6 

9981 

7 

8682 

7 

7485 

7 

9314 

7 

9874 

7 

9985 

8 

4105 

8 

7758 

8 

9411 

8 

9896 

8 

9988 

9 

4562 

9 

8000 

9 

9495 

9 

9915 

9 

9991 

1,0 

5000 

2,0 

8227 

3,0 

9570 

4,0 

9930 

6,0 

9998 

ebenfalls  einen  Auszug  gibt.  Da  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Fehler 
innerhalb  gewisser  Grenzen  liegt,  mit  dem  Verhältnisse  der  Anzahl  der  zwi- 
schen diesen  Grenzen  liegenden  Fehler  zur  Anzahl  aller  Fehler  übereinstimmen 
muss,  so  ergibt  sich  aus  demselben,  dass  z.  B. 

264  %o  der  Fehler  <0,6f'  sind,  oder  264  7oo  zwischen  0,0  f  und  0,5  f 


500  ...  . 

688  ...  . 

828  ...  . 

908  ...  . 

957  ...  . 

Wolfp   HMdbnoh.    L 


1,0 
1,5 
2,0 
2,5 
8,0 


236 

188 

186 

85 

49 


0,5  . 

.  1,0 

1,0  . 

.  1,6 

1,5  . 

.  2,0 

2,0  . 

.  2,6 

2,6  . 

.  8,0 

18 
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liegen  werden,  etc.,  und  in  der  That  best&tigt  sich  diese  durch  die  Erfahrung. 
So  hat  K.  B.  BcMcl  in  seinen  berühmten  „Fundamentls  astronomias",  auf  die 
natfirllch  erst  sp&ter  eigentlich  eingetreten  werden  kann,  fttr  eine  Reihe  von 
470  Bestimmungen,  welche  der  ausgezeichnete  Beobachter  James  Bradlcy 
(Shirebom  1692  —  Chalford  1762;  erst  Pfarrer,  dann  Professor  der  Astro- 
nomie £u  Oxford,  zuletzt  Director  der  Sternwarte  zu  Oreenwich)  machte, 
f'  =  0'',2637  gefunden,  und  somit  correspondiren,  wenn  z  die  7oo  ^^'  Fehler, 
z 'es 0,470. z  die  Anzahl  der  bei  Bradley  zu  vermuthenden  Fehler  bezeichnet, 


Ui 


1$ 


0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
oo 


V :  f ' 


0,000 
0,379 
0,758 
1,138 
1,617 
1,896 
2,275 
2,654 
3,034 
3,413 
3,792 
oo 


W 


0,000 
0,202 
0,391 
0,557 
0,694 
0,799 
0,875 
0,927 
0,959 
0,979 
0,990 
1,000 


z 

z' 

202 

95 

189 

89 

166 

78 

137 

64 

105 

50 

76 

36 

52 

24 

32 

15 

20 

9 

11 

5 

10 

5 

z 


«I 


94 
88 
78 
58 
51 
36 
26 
14 
10 
7 
8 


w&hrend  z"  die  Anzahl  der  wirklich  vorgekommenen  Fehler  angibt.  Wie  sich 
Überhaupt  durch  die  Erfahrung  die  aufgestellten  Principien  bewähren,  zeigen 
auch  die  38  besprochenen  Würfelversnche  auf  das  Eclatanteste.  Bo  z.  B. 
wurden  durch  dieselben  für  die  Erfahrungs Wahrscheinlichkeit  einen  bestimm- 
ten uupaaren  Wurf  zu  erhalten,  aus  10000  Würfen  15  Werthe  gefunden,  und 
wenn  man  diese  als  Beobachtungen  b  betrachtet,  so  erh&lt  man  unter  An- 
wendung der  frühem  Bezeichnungen,  jedoch  nun  natürlich  z'=: 0,015 .  z  setzend: 


b 

V 

V« 

f" 

f":f' 

w 

z 

z' 

z" 

0,0539 

18 

324 

0,0000 

0,000 

0,000 

190 
340 
322 
132 
16 

3 
5 
5 
2 

2 
5 
5 
3 

487 

70 

4900 

OlO 

0,357 

0,190 

515 

42 

1764 

030 

1,072 

0,580 

566 

—   9 

81 

060 

2,143 

0,852 

512 

45 

2025 

100 

3,572 

0,984 

568 

—  11 

121 

oo 

oo 

1,000 

0 

0 

618 
639 

-61 

—  82 

3721 
6724 

11             1              1 
M  =  0,0557            2'v  =  +  4            2*v«  =  28120 

599 
531 
549 
508 
612 
538 
570 

—  42 
26 

8 

49 

-55 

19 

—  13 

1764 

676 

64 

2401 

3025 

861 

169 

m  =  r  4s^  =  Ö>OÖ^          f '  =  0,647  .  m  =  0,0028 

anstatt 

^^  =0,( 
14           ' 

Bc= 
B 

3045     AB 
'  0,0557  ± 
=  Vt.=0 

0,0012 
,0556 

5.14"" 

:  0,0012 

Ist  für 
Fehler 


mehrere  aus  n^,  n,,...  Beobachtungen  bestehende  Reihen  der  mittlere 
einer  einzelnen  Bestimmung  derselbe,  so  verhalten  sich  die  Gewichte 
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der  ans  den  einzelnen  Reihen  abgeleiteten  Resultate  nach  4  nnd  6 

ft      ft 


Pi-Pt  = 


=  n. 


etc. 


ts 


d.  h.  es  kann  das  Gewicht  durch  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ersetzt 
werden.  So  wurden  in  Marburg  unter  Leitung  von  GerÜn^  für  einen  ge- 
wissen Winkel  mit  einem  Breithaupt'schen  Theodoliten  folgende  Werthe  ge- 
funden, deren  jeder  als  Mittel  aus  der  neben  ihm  stehenden  Anzahl  p  einzelner 
Beobachtungen  hervorgegangen  war: 


17  56  46,00 
81,25 
42,50 
45,00 
37,50 
38,33 
27,50 
43,33 
40,63 
36,25 
42,50 
39,17 
45,00 
40,83 


5 
4 
5 
3 
3 
3 
3 
3 
4 
2 
3 
3 
2 
3 


p.b 


225,00 
125,00 
212,50 
135,00 
112,50 
114,99 

82,50 
129,99 
162,52 

72,50 
127,50 
117,51 

90,00 
122,49 


5,22 
8,53 
2,72 
5,22 
2,28 
1,45 
12,28 
3,55 
0,85 
3,53 
2,72 
0,61 
5,22 
1,05 


p.v 


—  26,10 
34,12 

— 13,60 

— 15,66 

6,84 

4,35 

36,84 

—  10,65 

—  3,40 
7,06 

-T  8,16 
1,83 

—  10,44 

—  3,15 


27,248 
72,761 

7,898 
27,248 

5,198 

2,103 

150,798 

12,603 

0,723 
12,461 

7,398 

0,372 
27,248 

1,103 


p  V« 


136,24 

291,04 

36,99 

81,74 

15,59 

6,31 

452,39 

37,81 

2,89 

24,92 

22,19 

1,12 

54,49 

3,81 


Es  ergeben  sich  aus  diesen  Beobachtungen  entsprechend  7  successive 
n  =  14     2'p  =  46     2'pb  =  1830,00     M  = 


4^  =  89",78 
Ji  P 


i'pvzz:  — 0,12 


also  endlich 


l'pv's:  1167,03 
A  B  = -— ^  =  4- 1",397 


f  =  \z^-^\  =  ±  Ö",47ö 


n  — 1 


B  =  17»  56'  39",78  ±  l",40 
als  bester  Werth  des  Winkels. 

S09.  Tbeorie  der  Fehler  bei  indirekten  Bestimmiuigen.  Kann  eine 

Grösse  t  nicht  direkt  beobachtet,  sondern  muss  sie  aus  beobachteten 
Grössen  tf  t2 . . .  durch  Rechnung  abgeleitet  werden,  und  ist  z.  B. 

t  =  a  -f  ai  ti  -f  a2 12  + . . .  +  a„  tn  1 

wo  a  a|at...  Constante  sind,  so  hat  man,  wenn  f  f|f2...  die  Fehler, 
und  p  PiP2*-«  die  Gewichte  der  t  titj...  bezeichnen,  offenbar 

+  f=-faifi  +  a2f2±...  oder  {^^s,x^fi^+9^^{2^+...±29Li9^{i{2±... 
also  im  Mittel 

f2==jea2f2  oder  l.  =  ^.?i  2 

P  P 

Ist  aber  t  ss  f  (t|,  t2, . . .  t.)  S 

18* 
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•^      d.=(^)a,+(-|l)d.,+...+(^)d. 

und  substituirt  man  in  diese  partiellen  Differentialquotienten  die  be- 
obachteten und  berechneten  Werthe,  so  erhält  man  für  sie  Zahlen 
a|  a2  ...  Ersetzt  man  daher  noch  die  dt,  dt|,  dt2,...  durch  f,  ff, 
£2 , . . . ,  so  reducirt  sich  der  durch  3  ausgedrückte  allgemeine  Fall 
auf  den  vorhergehenden. 

Um  2  zu  erhalten,  ist  genau  dieselbe  TJeberlegung  ansuwenden,  welche 
sur  Ableitung  von  208 : 4  gebraucht  wurde.  —  Ist  eine  L&nge  oder  ein  Winkel 
z  aus  zwei  gemessenen  Theilen  zusammensusetzen,  und  haben  diese  Theile  die 
Unsicherheiten  f|  und  f^,  oder  die  Gewichte  p^  und  p,,  so  hat  man  nach  1  und  2 

80  gibt  z.  B.  Gerling  an,  es  sei  für  den  einen  Theil  eines  Winkels  durch 
25malige  Repetition  mit  einem  Theodoliten,  bei  welchem  man  den  mittlem 
Fehler  einer  einfachen  Messung  zu  +4"  annehmen  könne,  109®  41'  4",44 
gefunden  worden,  —  für  den  andern  TheU  durch  SOmalige  Repetition  mit 
einem  Theodoliten  des  Fehlers  +  9"  aber  40®  26'  34 ",26.  In  diesem  FaUe 
hat  man  nach  5  und  208 :  4,  6,  wenn  man  das  Gewicht  einer  einfachen  Messung 
am  ersten  Theodoliten  als  Einheit  nimmt, 

f.=--^  =  -hO",800       f,  =  -4=r=-l-  1",643       f  =  Vf. «  +  f.«  =  4- 1",828 
J/2Ö       "~  J/30       ""  r  1     I    i        —      > 

nK  *•  •  30    „-       -  ^«  26  X  5,92 

P»  =  2'  P«=-257P-2^  =  ^'«2  P=^5  +  6;92-=^''» 

X  =  160«  V  88",70  ±  1",828 
eine  Genauigkeit,  welche  man,  nach  dem  Werthe  von  p  zu  schliessen,  schon 
durch  fünfmalige  Messung  des  ganzen  Winkels  mit  dem  ersten  Theodoliten 
mehr  als  erreicht  hätte.  —  Ist  eine  Grösse  B  ein  n-faches  einer  wiederholt 
mit  dem  mittlem  Fehler  f  oder  dem  Gewichte  p  durch  Messung  oder  Versuch 
bestimmten  Grösse  b,  so  ist  ihr  muthmasslicher  Werth  nach  1  und  2 

B  =  n.b±AB  wo  AB  =  n.f  6 

und  dabei  ist,  wenn  P  das  dieser  Bestimmung  zukommende  Gewicht  bezeich- 
net, nach  2 

In'  .  «        P 

p-  =  -r  oder  P=-T  * 

i^         p  n' 

Ist  dagegen  eine  Grösse  B  das  n- fache   des  Gegensatzes  einer  wiederholt 

mit  dem  mittlem  Fehler  f  oder  Gewichte  p  durch  Messung  oder  Versuch 

bestimmten  Grösse  b,  so  ist  ihr  muthmasslicher  Werth  nach  1—4,  da  d(n:  b)  :db 

=  —  n :  b*  ist, 

B=^±AB  wo  AB  =  -^.f  S 

und  dabei  ist,  wenn  P  das  dieser  Bestimmung  zukommende  Gewicht  bezeichnet, 

Ein  Beispiel  dazu  mag  folgende  Versuchsreihe  ergeben,  welche  ich  im  Früh- 
jahr 1850,  veranlasst  durch  eine  Notiz  von  L6on  Laianne  (Paris  1811; 
Ingönieur-en-chef  des  ponts-et-chauss^s)  in  dem  von  ihm  mit  verschiedenen 
Mitarbeitern  herausgegebenen  Werke  „Un  Million  de  falts  (3.  ^d.  Paris  1848 
in  8.)^,  machte:   Auf  einer,  circa  einen  Quadratfuss  haltenden  Tafel  zog  ich 
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(▼ergl.  Bern.  Mitth.  1860)  eine  Reihe  von  Parallelen  im^  Abstände  a  =  45™", 
—  brach  aus  einer  Stricknadel  ein  Stückchen  von  1  =  36""  Länge  heraus,  — 
warf  Letsteres  serienweise  je  100  mal  auf  die  Tafel,  nach  jedem  Wurfe  die 
Tafel  etwas  drehend,  —  und  notirte,  wie  gross  die  Anzahl  q  der  Fälle  war, 
in  welcher  während  jeder  Serie  die  Nadel  eine  der  Parallelen  kreuite.  Ich 
erhielt  so,  wem  m  die  Anzahl  der  Fälle  beseichnet,  in  denen  bei  50  solchen 
Versuchen  ein  gewisser  Werth  von  q  erhalten  wurde: 


q 

m 

1 

m.q 

41 

V 

mv 

V« 

mv* 

41 

9,64 

9,64 

92,930 

92,93 

42 

3 

126 

8,64 

25,92 

74,650 

223,96 

48 

2 

86 

7,64 

15,28 

58,370 

116,74 

45 

7 

315 

5,64 

39,48 

31,810 

222,67 

46 

2 

92 

4,64 

9,28 

21,530 

43,06 

47 

1 

47 

3,64 

3,64 

13,250 

13,25 

48 

3 

144 

2,64 

7,92 

6,970 

20,91 

49 

2 

98 

1,64 

8,28 

2,690 

5,38 

50 

3 

150 

0,64 

1,92 

0,410 

1,23 

51 

8 

408 

--  0,36 

—  2,88 

0,130 

1,04 

52 

3 

156 

—  1,36 

—  4,08 

1,850 

5,66 

53 

2 

106 

2,36 

—  4,72 

5,570 

11,14 

54 

1 

64 

—  3,36 

—  3,36 

11,290 

11,29 

55 

1 

55 

4,86 

—  4,36 

19,010 

19,01 

56 

2 

112 

-  5,36 

— 10,72 

28,730 

57,46 

57 

1 

67 

—  6,36 

—  6,36 

40,450 

40,45 

58 

1 

58 

—  7,36 

—  7,86 

64,170 

64,17 

59 

1 

59 

—  8,36 

—  8,36 

69,890 

69,89 

60 

2 

120 

—  9,36 

— 18,72 

87,610 

176,22 

61 

1 

61 

— 10,36 

— 10,36 

107,330 

107,33 

62 

2 

124 

—  11,36 

—  22,72 

129,050 

258,10 

68 

1 

63 

— 12,36 

— 12,86 

152,770 

152,77 

2'm  =  ÖO      2'mq  =  2532 
2532 


B  = 


50 


=  50,64 


l'mvzsO,    l'mvts  1703,64 

^ £m — 1  ' 

f 


,90 


AB  = 


VI 


m 


=  ±0,88 


also  eigentlich 

B  =  50,64  ±0,83 

und  zwar,  wenn  das  Gewicht 
jeder  einzelnen  Bestimmung 
zu  1  angenommen  wird,  mit 
dem  Gewichte 

2'm  =  60 


Die  Erfahrungswahrscheinlichkeit  mit  der  Nadel  einen  Strich  zu  treffen,  ist 

also  nach  6 

w  =  0,5064  ±0,0083 

Bezeichnet  aber  9  den  Winkel,  welchen  die  Nadel  bei  einer  ihrer  Lagen  mit 
einer  Senkrechten  zu  den  Parallelen  macht,  so  ist,  wie  Rudolf  Merlan 
(Basel  1797;  erst  Kaufmann,  dann  Professor  der  Mathematik  in  Basel)  bei 
Anlass  meiner  Versuche  hervorgehoben  hat,  die  9  entsprechende  Wahrschein- 
lichkeit des  Zusammentreffens 

b  ^^  1 .  Cos  9 
.a  ""        a 
Die  Wahrscheinlichkeit  aber,  dass  der  Winkel  zwischen 

9  und  9  -f*  ^  9  falle 
jt. d  9         2 .  d  9 

also  (36)  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  dieser  Lage  ein  Zusammentreffen 

statt  habe 

1 .  Cos  9        2 .  d  9  __  2 . 1 .  Cos  9 .  d  9 

a  w      "^  a.is 

daher  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusfimmeptreffens  ttbe^haupt 


"TT 

j 
al 


V^ 
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2.1      1 


_rV«2.1,C06y.dy^2.ir^/t^,      1        2.1 
J  aw  ft«  L  o  Ja« 


^  S3  I       i ^  :zz I       ou«  71=  -r —    bo  daas    ;i  :=  — ^  .  —  lO 


und  daher,  wenn  man  w  durch  die  entsprechende  Erfahrungswahrscheinlich- 
keit ersetzt,  w  gewlssermassen  durch  solche  Wurfversuche  gefunden  werden 
kann.  Für  ohige  Zahlen  erhilt  man  nach  10  und  8 

2.1      1     ,     2.1       , 2.86        ^        2.86         ooOÄq- 

«  =  ^-^+ir^-^''-  45.0,5064  -  45.0,5064«  -^'^OSS- 

=  3,1096  ±  0,0618 
so  dass  also   wirklich  n  innerhalb  der  Fehlergrense  richtig  bestimmt  ist  — 
Für  weitere  Anwendungen  vergleiche  z.  B.  224. 

tio.  Die  tberscbflssigen  GleicbiiDgen.  Ist  m<rn,  und  hat  man 

n  Gleichungen  der  Form 

ax  +  by-|-cz  +  ...H-hs=0  t 

zwischen  m  Unbekannten  x,  y,  z,...  und  gewissen  Bekannten  a, 
b  5 . . . ,  von  denen  wenigstens  einige  durch  Beobachtung  bestimmt 
worden  sind,  so  werden  keine  Werthe  von  x,  y,...  allen  diesen 
Gleichungen  vollkommen  genügen,  sondern  es  werden  sich  die  Glei- 
chungen 1  durch  Substitution  irgend  solcher  Werthe  auf 

ax -j-by-+- c  z-f- . . . +  h  =  f  • 

reducireu,  wo  die  kleinen  Grössen  f  ein  Maass  für  die  Fehlerhaftig- 
keit dieser  Annahmen  bilden.  Quadrirt  und  addirt  man  letztere  Glei- 
chungen, so  erhält  man 

-f  2xz2:ac  +  ...H-2x2rah  +  2y2:bh4-...  =  -Sf2        S 

und  für  die  besten  Werthe  der  x  y  z . . .  werden  nach  dem  Grund- 
satze der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  diejenigen  gelten  müssen, 
welche  2  f  ^  zum  Minimum  machen,  d.  h.  für  welche  nach  den  Regeln 
der  Differentialrechnung 

=  0  — ^ =  0  — ^, =  0 . . .  4 


dx  dy  dz 

werden,  oder  also  welche  aus  den  nach  3  und  4  gebildeten  m  Glei- 
chungen 

x-^a^-|-y^ab-|-z-^ac-f-...  +  -^ah  =  0 

x-Sab+y-Tb«  +  z -Sbc +  . . .  + -2^b  h  =  0  S 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

berechnet  werden,  —  Gleichungen,  welche  oiFenbar  direct  aus  den 
Gleichungen  1  hervorgehen,  wenn  man  jede  derselben  mit  dem  Factor 
multiplicirt,  welchen  Xi  oder  yi . . .  in  derselben  hat,  und  alle  so 
erhaltenen  Gleichungen,  welche  in  Beziehung  auf  dieselbe  Unbe- 
kannte gebildet  worden  sind,  addirt. 
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Für  Anwendungen  der  im  Texte  enthaltenen,  und  wohl  keiner  weitem 
Begründung  bedürfenden  Lehren,  sowie  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
überhaupt,  mag  s.  B.  auf  224,  828,  842,  375,  376,  418,  etc.  verwiesen,  und 
hier  nur  noch  die  historische  Notix  beigefügt  werden,  dass  sich  schon  lange 
vor  Gauss  und  Legendre,  der  vortreffliche  Tobias  Mayer  in  seiner  ),Ab- 
handlnng  ttber  die  Umw&lsung  des  Mondes  um  seine  Axe  (Kosmographlsche 
Nachrichten  und  S'ammlungen  auf  das  Jahr  1748.  Ntimberg  1760  in  4.)^  die 
Frage  stellte,  wie  Unbekannte  su  bestimmen  seien,  wenn  die  Anzahl  der 
Gleichungen  ihre  Anzahl  übertreffe,  und  schon  damals  auf  ganz  rationelle 
Weise  aus  den  ihm  vorliegenden  27  Gleichungen  die  zur  Berechnung  der  drei 
Unbekannten  nöthigen  drei  Normalgleichungen  bildete.  Yergl.  894. 


XXI.  Die  HessuBgen  mit  Kette,  Kreuzseheibe  und  Hesstiseh. 

Sil«  Di6  practische  Geometrie.  Die  sog.  practische  Geometrie 
(Topographie,  Feldmessen),  aus  der  sich  wahrscheinlich  in  alten 
Zeiten  die  reine  Geometrie  erst  heransbildete,  hat  den  speciellen 
Zweck,  mit  Hülfe  einzelner  Längen-  nnd  Winkel-Messungen,  und 
daran  gelehnter  Constructionen  oder  Rechnungen  eine  Reihe  von 
Puncten  auf  dem  Felde  ihrer  gegenseitigen  Lage  nach  zu  bestimmen, 
und  so  Anhaltspuncte,  sei  es  für  die  Verzeichnung  oder  Berechnung 
einzelner  Grundstücke,  sei  es  für  Entwerfung  eigentlicher  Karten 
zu  erhalten.  Während  die  grossem,  sog.  ^eodStlschen  Operationen 
dieser  Art,  bei  denen  die  Gestalt  und  Grösse  der  Erde  theils  be- 
stimmt, theils  wenigstens  in  Betracht  gezogen  werden  soll,  tmd 
ebenso  die  sog.  cborograpblscben  Regeln  zur  Entwerfung  von 
Kartennetzen,  am  Besten  erst  in  Verbindung  mit  der  Astronomie 
behandelt  werden  (siehe  XL  und  XLI),  so  schliessen  sich  dagegen 
die  einfachem  Mess-Operationen  ganz  schicklich  als  ein  Uebungs- 
feld  an  die  Geometrie  an. 

Fflr  praktische  Geometrie  Bind  namentlich  folgende  Werke  zu  vergleichen : 
„HattODf  A  Treatise  on  Mensuration  both  in  Theory  and  Practice.  London 
1771  in  4.  (2.  ed.  1788  in  8.),  —  Joh.  Tobias  Mayer  (Göttingen  1762  — 
GSttingen  1832;  Sohn  des  Astronomen  Tobias  Mayer;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  zu  Altdorf,  Erlangen  und  Göttingen),  Praktische  Geometrie. 
GOttingen  1778—1783,  3  Bde.  in  8.  (4.  Anfl.  in  5  Bänden  1814->1818),  ~ 
Louis  PulsMint  (La  Ferme  de  la  Gastellerie  im  D^p.  Seine-et-Mame  1769  — 
Paris  1843;  Professor  der  Geodftsie  zu  Paris  und  Mitglied  der  Academie), 
Tratte  de  topographie,  d'arpentage  et  de  nivellement.  Paris  1807  in  4.  (2  öd. 
1820),  —  LacroiZf  Manuel  d'arpentage.  Paris  1825  in  16.  (6  6d.  1834;  deutsch 
von  Unger,  Gotha  1827  in  8.;  ital.,  Milano  1831  in  16.  und  später),  •—  Antonio 
Maria  Bordoni  (Pavia  1789  —  Pavia  1860;  Professor  der  Mathematik,  Geo- 
däsie und  Hydrometrie  zu  Pavia),  Trattato  di  geodesia  elementare.  Milano 
1826  in  8.  (2  ed.  Pavia  1843) ,  —  CrcUc  •  Handbuch  des  Feldmessens  und 
lüvellirens.  Berlin  1826  in  8.,   --   Hermaim  IJinprcnb||ch  (Mainz  1798  -^ 
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Giessen  1862;  Professor  der  Mathematik  evl  Oiessen),  Praktische  Oeometrie. 
Frankfurt  1884—1886,  2  Bde.  in  8.,  —  Friedrich  Wühelm  BarfuM  (Apolda 
1809;  Lehrer  der  Mathematik  in  Weimar),  Handbuch  der  hohem  und  niedem 
Messkunde.  Weimar  1842  in  8.  (8.  A.  1864),  —  WiUiam  Slmms  (Birmingham 
1798  —  Carlshaiton  1860;  Mechaniker  in  London),  On  the  principal  mathe- 
matical  Instruments  (6.  ed.  London  1844  in  8.))  —  0.  F.  Sehneitler»  Die 
Instrumente  und  Werkzeuge  der  hohem  und  niedern  Messknnst  Leipzig  1848 
in  8.  (2.  A.  1862) ,  und :  Lehrbuch  der  gesammten  Messkunst.  Leipzig  1861 
in  8.  (2.  A.  1864),  —  J.  Lcmoeh*  Lehrbuch  der  praktischen  Oeometrie. 
Wien  1849,  2  Bde.  in  8,  —  Karl  Bngfelbrcit,  Die  Instrumente  der  Geo- 
däsie. NOraberg  1862  in  8.  mit  Attas  in  fol,  —  Friedrich  Hartncr»  Professor 
der  praktischen  Geometrie  in  Gratz  und  Wien:  Handbuch  der  niedem  Geo- 
däsie mit  einem  Anhange  über  die  Elemente  der  Markscheidekunst.  Wien 
1862  in  8.  (2.  A.  1866),  —  KM.  Baucrnfclnd»  Professor  der  Ingenieur- 
"wissenschaften  zu  München :  Elemente  der  Vermessungskunde.  München 
1866—1868,  2  Bde.  in  8.  (3.  A.  1869),  —  Samuel  Alsop,  A  Treatise  on 
ßurveylng.  Philadelphia  1867  in  8.,  —  Fr.  Baurt  Lehrbuch  der  niedem 
Geodäsie.  Wien  1868  in  8.,  —  Georg  Christian  Conrad  Hnn&us  (Goslar  1802; 
Professor  der  praktischen  Geometrie  zu  Hannover),  Die  geometrischen  In- 
stramente der  gesammten  praktischen  Geometrie.  Hannover  1864  in  8.,  — 
P.  Breton  de  Champ,  Trait^  du  \ev6  des  plans  et  de  Parpentage.  Paris  1865 
In  8.,  —  Jakob  Rebitcin»  Professor  der  Mathematik  zu  Frauenfeld:  Lehr- 
buch der  praktischen  Geometrie,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Theo- 
dolitenmessungen.  Frauenfeld  1868  in  8.,  —  etc.^ 

SIS»  Die  Setzwaage  ud  die  Libelle.  Da  man  sich  sämmtUclie 

zu  bestimmende  Puncte  auf*  eine  horizontale  Ebene  (oder  bei  grösserer 
Ausdehnung  auf  eine  mit  der  Erde  concentrische  Kugelfläche)  proji* 
cirt  denkt,  und  einerseits  diese  Projectionen ,  anderseits  die  Längen 
der  Proijcirenden  (die  Höhen)  bestimmen  soll,  so  bedarf  man  vor 
Allem  ein  Mittel,  eine  horizontale  Ebene  zu  erkennen  oder  herzu- 
stellen. Hiezu  kann  die  sog.  Setzwaage  dienen,  d.  h.  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  in  dessen  Scheitel  ein  sog.  IjOth  aufgehängt 
ist;  denn,  wenn  das  Loth  über  der  Mitte  der  Basis  einspielt,  so  ist 
letztere  horizontal,  und  wenn  somit  die  Setzwaage  auf  eine  Q-erade 
oder  nach  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  auf  eine  Ebene 
gestellt,  und  Gerade  oder  Ebene  so  lange  verändert  werden,  bis 
das  Loth  einspielt,  so  sind  auch  sie  horizontal.  Genauer  aber  ist  die 
sog.  LibellCy  welche  aus  einer  cylindrischen,  im  Innern  nach  oben 
kreisförmig  ausgeschliffenen,  mit  einer  leicht  beweglichen  Flüssigkeit 
(Aether)  bis  auf  eine  Luftblase  gefüllten  Röhre  besteht,  und  gewöhn- 
lich in  messingener  Fassung  über  einem  Lineale  aufgehängt  ist.  Die 
Mitte  der  Luftblase  nimmt  beständig  den  höchsten  Punct  ein,  und 
wenn  man  die  Libelle  in  zwei  Lagen  auf  eine  um  n  geneigte  Ge- 
rade aufsetzt,  und  je  an  der  vom  einen  Ende  auslaufenden  Theilung 
den  Stand  der  beiden  Blasenenden  abliest,  so  hat  man 
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WO  V  den  Winkelwerth  eines  Theilstriches  bezeichnet,  und  hieraus 

4  4 

Um  y  zu  bestimmen,  befestigt  man  die  Libelle  auf  ein  um  eine 
Axe  drehbares  Femrohr,  bringt  nach  und  nach  durch  Drehen  das- 
selbe Blasenende  mit  zwei  Theilstrichen  zum  Einspielen,  und  liest 
entweder  an  einem  an  der  Axe  befindlichen  Theilkreise,  oder  an 
einer  in  bekannter  Distanz  aufgestellten  Messlatte  je  die  Stellung 
des  Fernrohrs  ab  (vergl.  221.)  Bezeichnet  femer  d  den  v  entspre- 
chenden Bogen  und  r  den  Radius  der  Elrümmung,  so  ist  (129) 
r .  V  .  Sin  1"  =  d,  und  wenn  daher  z.  B.  für  v  =  1",  d  =  1"" 
werden  soll,  so  muss  r  =  206"  sein.  Bei  der  Libelle  ist  endlich 
wohl  zu  beachten,  dass  jede  ungleichmässige  Erwärmung  störend 
wirkt,  da  die  Blase  immer  gegen  das  wärmere  Ende  hinstrebt. 

Setzwaage  und  Loth  sind  'wahrscheinlich  sehr  alt,  —  Letsteres  kömmt 
wenigstens  schon  in  dem  Almagest  des  Ptolcmäni  (V  12)  vor.  Die  Röhren- 
libelle wurde  dagegen,  wie  ich  1867  (vergl.  Yiertelj.  der  Zürch.  nat  Ges.  n 
806-^809}  nachwies,  suerst  1666  in  einer  kleinen  Schrift  „Machine  noavelle 

fl^^gj»  pour  la  conduite  des  eanz,  ponr  les  b&U- 

•  jnts     /^^S--?>^      mens,  pour  la  navigation  et  pour  la  plupart 

/TrTI^^'''^'''^«*^  des  autres  arts.    Paris   in  8.**   beschrieben, 

_X>^g[_T  •>^. fisSff!. und  ist  wahrscheinlich   eine  Erfindung  des 

^^^XUq.  *  Pariser-Mechanikers  Chapotott  von  dessen 

^'^i\  Lebensumständen  man  jedoch  leider  nichts 

weiss.    Ihr  Name  ist  von  Libella  (kleine  Waage)  abgeleitet;   die  Fransosen 
heissen  sie  Niveau  d'air  zum  Unterschiede  von  dem  weit  Utem  Niveau  d'ean 
(der  268   erw&hnten  Eanalwaage)   der  Feldmesser.    —    Die  im  Texte  er- 
wähnte Störung  durch  W&rme  scheint  Anne-Jean-Pascal-Chrysostome  Due^a 
Chapelle  (Montauban  1765  —  Montauban  1814;  reicher  Privatastronom  zu 
Montauban)  suerst  bemerkt  und  1802  in  der  Connaiss.  des  temps  beschrieben 
£u  haben.  —  Die  ältesten  Libellen  waren  mit  Weingeist  gefüllt,  enthielten 
wirklich  eine  Luftblase,  wurden  nicht  ausgeschliffen,  und  an  den  Enden  su- 
geschmoken;   in  neuerer  Zeit  sind  nur  noch  die  gemeinen  Libellen  so  be- 
schaffen, —  die  feinem  sind  im  Innern  möglichst  gerade  ausgeschliffen,  werden 
nahe  zu  mit  Aether  gefüllt,  und  vor  dem  Schlieesen  durch  Erwärmen  luftleer 
gemacht.  Schluss  durch  Zuschmelzen  ist  sicherer  als  der  durch  eingeschliffene 
Glasstöpsel,  —  dagegen  ist  bei  ihm  allerdings  eher  ein  Zerspringen  in  grosser 
Wärme  zu  befürchten.  —  Wird  die  Libelle  in  eine  Fassung  eingespannt,  so 
ist  die  Bestimmung  von  v   zu  wiederholen,  da  eine   kleine  Aenderung  im 
Drucke  eine  ganz  merkliche  Formänderung  veranlasst  —  Für  die  sog.  Axen- 
libelle  vergl.  829.  —  Fflr  das  Nivelliren  von  Ebenen  wird  der  Röhrenlibelle 
oft  eine,  nur  ein  einmaliges  Aufsetzen  erfordernde  sog.  Doienllbellc  snb- 
stituirt,  —  ein  cylindrisches ,  mit  einer  gläsernen  Kugelschaale  von  grossem 
Radius  gedecktes,    und  bis   auf  eine  kleine  Luftblase   (deren  Stand   beim 
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obersten  Punct  des  Deckels  die  Horisontalltftt  anzeigen  und  beim  Drehen  um 
eine  verticale  Axe  nicht  variren  soll)  mit  Weingeist  gefülltes  Gefäss. 

SIS.  Die  LlDgenmessIlDg.  Zum  Messen  der  Distanzen  benutzt 
man  gewöhnlich  eine  Messkette  oder  Messschnur  von  50'  oder 
auch  von  10"  Länge;  da  sich  jedoch  bei  derselben  die  durch  un- 
gleichmässiges  Anstrecken,  imgenaues  Einrichten,  Unebenheiten  des 
Terrains,  etc.,  ergebenden  Fehler  sämmtlich  summiren,  so  substituirt 
man  ihr  bei  Messimgen,  deren  Genauigkeit  über  ^/looo  betragen  soll, 
Systeme  von  auf  Stativen  liegenden,  mit  Libelle  und  (s.  301)  Ther- 
mometer versehenen  Massstäben,  deren  Zwischenräume  mit  Keil  oder 
Fühlhebel  bestimmt  werden.  —  Da  für  ein  gprosses  a  sehr  nahe 
(1  +  1 :  a)"  s=  1  +  n :  tt,  so  darf  man  annehmen,  dass  die  Genauig- 
keit 1 :  a  einer  linearen  Messung  für  Flächen  2,  für  Volumen  3  mal 
geringer  werde.  —  Betrachtet  man  die  freihängende  Kette  1  als 
Kreisbogen  des  Radius  r  und  des  Winkels  2a,  so  stellt  die  Sehne 
X  die  wahre  Distanz,  imd  der  Pfeil  d  die  Senkung  der  Kette  dar, 
und  man  hat  (129  :  2,  4,  10  und  100 :  4)  nahe  für  1  =  SO' 

x  =  2r(Arca  — ^^?^)  =  1-1^==  ÖO'  — 0,0533. d«       1 

Um  den  Werth  b  einer,  in  der  Höhe  h  über  dem  Meere,  gemessenen 
Basis  B  im  Niveau  des  Meeres  zu  finden,  hat  man,  wenn  r  den 
Erdradius  bezeichnet, 

oder     b  =  B (1 1 — =-  — ...)         S 


Br  +  h  r^rr* 

Die  zur  Aufzeichnung  anzuwendende  Verjüngung  des  Maassstabes 
hängt  von  dem  Zwecke  ab.  Nimmt  man  Vio™°  ^^  letzte  sichtbare 
Grösse  an,  so  ist  z.  B.  die  Verjüngung  Vioooo  zu  wählen,  wenn  noch 
1"  sichtbar  sein  soll.  Die  eidgenössische  Karte  hat  Viooooo?  ^^ 
Keller'sche  Reisekarte  Visoooo*  —  ^^  blosser  Längenmessung  kann 
man  mit  HiÜfe  einiger  Stäbe  auf  dem  Felde  nach  93  eine  Senk- 
rechte errichten,  nach  89  oder  116  eine  Parallele  construiren,  nach 
84  oder  111  einen  Winkel  halbiren,  nach  89  eine  Höhe  messen, 
nach  105  oder  117  die  Flächen  von  Figuren  bestimmen,  nach  89 
die  immessbare  Distanz  zweier  zugänglicher  Puncte  verlegen,  nach 
109  die  Distanz  eines  unzugänglichen  Punctes  bestimmen  und  eine 
Gerade  über  ein  Hindemiss  weg  verlängern,  etc. 

Die  L&tigenmessapparate  sind  namentlich  zu  Gunsten  der  sog.  Grad- 
messungen (vergl.  369—874)  fortwährend  vervollkommnet  worden:  So  tauchen 
aUerdings  schon  hei  der  um  das  Jahr  827  hei  Bagdad  vorgenommenen  Grad- 
messnng  St&he  sum  Lftngenmessen  auf;  aher  während  damals,  ja  noch  1669 
hei  der  von  Jean  PIcard  (La  Fläche  in  Anjou  1620  —  Paris  1682;  Priester 
und  Mitglied  der  Pariser-Academie)   ausgeführten  Messung  die  St&he  no<ib 
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hölzerne  waren,  so  zog  schon  im  Anfange  des  18.  Jahrhunderts  Jaques  Casilni 
eiserne  Stäbe  vor,  da  er  leichter  fand,   die  Temperatur  als  die  Feuchtigkeit 
in  Bechnung  zu  ziehen.   Während   aber   Cassini   noch  glaubte,   die  kleinen 
Undnlationen,  welche  auch  das  ebenste  Terrain  hat,  vernachlässigen  zu  dürfen, 
so  legten  1736  Bongaer  und  Charles-Marie  de  La  Condamine  (Paris  1701 
—  Paris  1774;  Mitglied  der  Pariser-Academie)  in  richtiger  Ueberlegung,  dass 
ein  Zeitaufwand  von  26  Tagen  durch  das  bessere  Resultat  hinlänglich  gerecht- 
fertigt sei,  in  Peru  jeden  einzelnen  Stab  sorgfältig  horizontal,  —  ja  am  Ende 
des   18.  und  zu  Anfang  des   19.  Jahrhunderts  gingen  aus   den  Werkstätten, 
denen  Josse  Hamiden  (Halifax  1735  —  Brlghthelmstone  1800;   Schtkler  von 
Dollond;  Mechanikus  und  Optikus  in  London),   Etlenne  Lcnoir  (Mer  bei 
Blois  1744  —  Paris  1832;  Mechaniker  in  Paris),  Georg  von  Rclehcnbaeh 
(Durlach  1772  —  München  1826;  Artillerie- Offtcier  und  einer  der  Chefs  der 
mathematisch-optischen  Institute  in  München  und  Benedictbeuem) ,  etc.  vor- 
standen, eigentliche  Basisapparate  hervor:  Diese  Letztem,  mögen  die  Stäbe 
aus  Eisen,  oder  Platin,  Olas,  etc.  bestehen,  haben  das  gemein,  dass  die  Stäbe 
auf  Stative  zu  liegen  kommen,  welche  in  horizontalem  und  verticalem  Sinne 
die  nöthigen  Verschiebungen  erlauben,  um  aligniren  und  nivelliren  zu  können. 
Die  Temperatur  wird  entweder,   wie  z.  B.  bei  dem  1834  von  Job.  Caspar 
Homer  (Zürich  1774  —  Zürich  1834;  Astronom  auf  der  Weltreise  Erusen- 
stems,  dann  Professor  der  Mathematik  in  Zürich;  vergl.  Bd.  2  meiner  Blo- 
graphieen)  und  Job.  Georg  Ocrl  (Zürich  1780  —  Zürich  1852;   Schüler  von 
Fortin;  Mechaniker  in  Zürich)  mit  Benutzung  von  ,,Heinrich  Christian  Sehn* 
maeher  (Bramstedt  1780  —  Altena  1850;  Director  der  Sternwarten  zu  Mann- 
heim und  Altena),   Schreiben  an  Olbers  über  den  Apparat  zur  Messung  der 
Basis  bei  Braack.    Altena  1821  in  4.^,    und   der  von   dem  Yerfertiger  des 
Apparates,   Job.  Georg  Repiold  (Wremen  in  Hannover  1771  —  Hamburg 
1830;  Mechaniker  und  Spritzenmeister  in  Hamburg),  direct  an  Homer  über- 
schriebenen  Notizen,  für  die  Schweiz  construirten  Apparate,  unmittelbar  an 
eingelegten  Thermometern  abgelesen,  —  oder,  wie  z.  B.  bei  dem  1792  von 
Jean-Charles  Borda  (Dax  im  D^p.  Landes  1733  —  Paris  1799;  Divisionschef 
im  Marine-Ministerium  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris;   vergl.  Notice 
historique  von  Lefevre  in  M6m.  de  l'Inst.  Sc.  math.  lY)  und  Lcnoir  für 
Frankreich  Angefertigten,  ans  der  mikroskopisch  abgelesenen  Bewegung  be- 
rechnet,  welche  das  freie  Ende  eines  Metallstabes  (Kupfer  von  0,00001717 
Ausdehnung  für  1®  C.)  macht,   dessen  anderes  Ende  auf  dem  eigentlichen 
Maassstabe  (Platin  von  0,00000884  Ausd  )'  festgeschraubt  ist.  Bei  beiden  Appa- 
raten wurden  zur  Verhütung  von  Verschiebungen  zwei  auf  einander  folgende 
Stäbe  nicht  genau  zur  Berührung  gebracht,  und  dann  die  Zwischenräume  ge- 
messen, —  bei  Ersterm  durch  Einsenken  eines  Stahlkeiles,  bei  Letzterm  durch 
Verschieben  einer  Zunge;  doch  dürfte  der  1816  von  Hassler  bei  der  amerika- 
nischen Küstenvermessung  zuerst  angewandte  optische  Contact,  der  überdiess 
erlaubt,  mit  Einem  Stabe  zu  operiren,  noch  vorzüglicher  sein:  War  nämlich 
der  Stab,  dessen  Enden  mit  Spinnefaden  markirt  waren,  und  der  auf  seinem 
Stative  auch  in  der  Längenrichtung  verschoben  werden  konnte,  zum  ersten 
Male  gelegt,   so  wurde  über  sein  Ende  ein,  auf  eigenem  Stative  am  Boden 
ruhendes  und  nach  allen  Richtungen  verschiebbares  Mikroskop  so  aufgestellt, 
dass  sein  festes  Fadenkreuz   damit   coincidirte;   dann   wurde   der  Stab   neu 
gelegt,  so   dass  sein  Anfang  in  dasselbe  Krenz  fiel,  —  nun  das  Mikroskop 
>vieder   über   das  Ende   versetzt,    —   u.   s.   w. ;    bei  Anwendung   von   zwei 
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MikroBkopen  gewährt  dieBCB,  neuerdingB  von  Ignailo  Porro  (Pignerol  1795; 
Ingenieur,  meiat  In  PariB  lebend)  portirte  Princip,  eine  schöne  Controle.  — 
Ueber  die  am  Ende  des  Textes  erwähnten  Constructionen  ist  hdohBtens  bei- 
zufügen, dasB,  wenn  man  die  beiden  Kettenstäbe  in  einer  Distanz  von  20' 
einsteckt,  und  die  Kette  am  Ende  des  21.  Gliedes  ansieht,  nach  08  noth- 
wendig  ein  rechter  Winkel  entsteht,  ~  dass  die  beiden  Parallelconstructionen  in 
den  Noten  su  89  und  116  bereits  ausgeführt  sind,  ~  und  dass  auch  die  ttbrigen 


z  = 


a.o 


xs=:a 


ace 


^__  ac(d  +  e) 
be  —  cd 


b  "  bd  —  ce 

Constructionen,  von  denen  übrigens  Einige  durch  die  beistehenden  Figuren  an- 
gedeutet werden,  sich  in  sehr  einfacher  Weise  aus  den  citirten  Sätzen  ergeben. 


S14*  Kreuscheibe  nnd  Winkelspiegel  Ist  man  mit  zwei  zu 

einander  senkrechten  Diopterlinealen,  einer  sog.  Kreoz8Cbeibe9  oder 
zwei  unter  45^  gegen  einander  geneigten  Spiegeln  (284),  einem  sog. 
Wlnkelsplesel  versehen,  so  lassen  sich  Senkrechte  so  leicht  er- 
richten, und  (durch  probiren)  fallen,  dass  die  meisten  der  in  213 
gelösten  Aufgaben  noch  einfachere  und  genauere  Löstmgen  zulassen, 
so  z.  B.  nach  93  die  Bestimmung  der  Distanz  eines  imzugSnglichen 
Punctes.  Soll  die  Distanz  zweier  unzugänglicher  Puncte  bestimmt 
werden,  so  fälle  man  von  ihnen  Senkrechte  auf  eine  Hülfsgerade, 
und  suche  auf  jeder  derselben  den  Punct  auf,  von  dem  je  der  an- 
dere unzugängliche  Punct  über  die  Mitte  zwischen  ihren  Fuss- 
puncten  gesehen  wird;  die  Distanz  der  so  gefundenen  zwei  Puncte 
ist  die  Gesuchte  und  sogar  zu  ihr  parallel.  Femer  kann  man  nach 
124  leicht  Puncte  einer  Kreislinie  von  gegebenem  Durchmesser  auf- 
finden —  einzelne  Puncte  oder  eine  krumme  Linie  nach  77  durch 
Coordinaten  aufnehmen,  etc. 

Der  Gebrauch  der  Absehen  oder  Diopter  #  um  Richtungen  su  nehmen, 
kömmt  schon  in  den  ältesten  Zeiten  vor,  und  schon  damals  scheint  der  dem 
Auge  zugewandte  oder  sog.  Oenlardloptcr  meist  aus  einem  Bl&ttchen  mit 
einer  kreisrunden  Oeffnung  oder  einer  Spalte  bestanden  su  haben,  —  der  dem 
Gegenstände  zugewandte  oder  Objeetlvdloptcr  aus  einem  lUhmchen  mit 
Fadenkreuz.  Auch  die  Kreuzscheibe  oder  das  Winkelkreuz  (Dlopterkieuz, 
Equerre  d'arpenteur),  scheint  ziemlich  alt  zu  sein,  da  nicht  nur  schon 
Nicolas  Blon  (1653?  —  Paris  1733;  Landkarten-  nnd  Globen-Händler  in 
Paris)  in  seinem  verdienstlichen  „Trait4  de  la  construction  et  des  prlncipaux 
usages  des  Instruments  de  math^matique.  Paris  1713  in  8.  (Auch  1716  und 
später;  deutsch  von  Doppelmayr  unter  dem  Titel:  Mathematische  Werkschule, 
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Nürnberg  1741  und  später  in  4.;  engl,  von  E.  Stone,  London  1768  in  fol.)^ 
dieses  Instrnmentcben  abbildet  und  beschreibt,  sondern  sogar  schon  Johannes 
ArdSicr  (Lens  1584  —  Zttrich  1666;  Ingenieur  in  Zflrich;  vergl.  Bd.  4  meiner 
Biographieen)  in  seinem  Werke  „Oeometri»  theoricn  et  practicae.  XII  Bflcher. 
Zttrich  1627  in  4.  (2.  A.  in  14  Bfichem  1646)^  dasselbe  kennt  und  zu  benutzen 
lehrt  Es  ist  leicht  zu  veriflciren,  indem  man  mittelst  desselben  vier  angeblich 
rechte  Winkel  an  einander  legt,  und  nun  nachsieht,  ob  der  letzte  Schenkel 
mit  dem  ersten  coinoidirt,  —  eine  Veriflcationsmethode,  welche  sich   ohne 

weiteres  auch   auf  den   Winkelspiegel   flbertrftgt,    ein 
sehr  bequemes  Tascheninstrumentchen,  dessen  Theorie 
aus  beistehender  Figur  hervorgeht,  und  das  von  dem 
Aeltern  der  beiden  Optiker  George  Adami  in  London 
(Vater  17..— 1786;  Sohn  1750  —  1796)  erfunden,  von 
dem  Jüngern   in   seinem   „Geometrical   and   graphical 
^!a^^      Essays,  containing  a  general  description  of  mathema- 
tical  Instruments.  London  1791  in  8.  (Deutsch  von  Geissler,  Leipzig  1795}'' 
beschrieben  wurde.   Statt  seiner  wird  auch  oft  ein  von  Bauemfelnd  er- 
fundenes Instrumentchen,   für  welches   aber  hier  auf  dessen   Schrift  „Das 
PriimenkrenB  9  ein  neues  einfaches  Messinstrument.   München  1851  in  8.'' 
verwiesen  werden  muss,  benutzt,  mit  dem  man  sich  überdless  in  eine  Gerade 

einvisiren  kann.  —  Von  den  im  Texte  er- 
wähnten Constructionen  dürften  zwei  durch 
die  beistehenden  Figuren  hinlänglich  er^ 
läutert  werden,  ^-  die  übrigen  nicht  ein- 
mal dieses  Hülfsmittels  bedürfen.  —  Für 
einige  andere  Spiegelinstrumente  können 
die  Schriften  „Georg  Winklcr  (Gross- 
Wiesendorf  1776  —  ?;  Professor  der  Forst- 
x^b*:a  z^a  mathematik  zu  Bruckersdorf  und  Maria- 

brunn bei  Wien),  Beschreibung  eines  verbesserten  Spiegel-Lineales.  Wien 
1809  in  8.,  —  Eiard  Romerihanien  (Niederurff  in  Unterhessen  1784  — 
Marburg  1857;  erst  Pfarrer  zu  Acken,  dann  Privatmann),  Der  Spiegeldiopter. 
Zerbst  1818  in  8.  (2.  A.  Halle  1846),  —  etc.'',  verglichen  werden. 

SIS.  Der  lesstiscb.  Eine  Tafel,  welche  mit  Hülfe  einer  ge- 
wöhnlichen Libelle  oder  einer  hiefür  hinlänglich  genauen  Dosen« 
libelle  horizontal  gestellt  werden  kann,  und  so  aufgestellt  ist,  dass 
jeder  Punct  und  jede  Gerade  auf  derselben  mittelst  der  sog.  Ein« 
lolbzange  und  einem  ein  Femrohr  tragenden  sog.  Diopterlineal 
vertical  über  einen  Punct  und  parallell  zu  einer  Geraden  auf  dem 
Felde  gebracht  werden  können,  kann  als  sog.  Mensel  oder  M ess- 
tlsch  dazu  dienen,  einen  Punct  in  richtiger  Lage  gegen  zwei  ihrer 
Distanz  nach  gegebene  Puncte  zu  verzeichnen.  Zuerst  wird  der 
Messtisch  über  dem  einen  Endpuncte  der  auf  ihm  verzeichneten  ge- 
messenen Distanz,  der  sog.  Stanrtllule  oder  Basls^  aufgestellt  und 
nivellirt,  —  dann,  wo  nöthig,  das  Diopterlineal  so  corrigirt,  dass 
das  Fadenkreuz  seines  Femrohrs  beim  Drehen  des  Letztern  um 
seine  Axe   einem  Lothfaden    folgt,    oder   von    einem  Objecte   auf 
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dessen  Spiegelbild  in  einem  künstlichen  Horizonte  geführt  werden 
kann,  —  nunmehr  das  Diopterlineal  an  die  verzeichnete  Basis  an- 
gelegt, und  die  Tischplatte  gedreht,  bis  der  andere  Endpunct  im 
Fadenkreuze  erscheint,  —  und  schliesslich  eine  Visirlinie  nach  dem 
zu  bestimmenden  Puncte  gezogen;  nachher  wird  entweder  bei  dem 
sog.  Pol^fg^onlsiren  die  Visirlinie  gemessen  und  aufgetragen,  — 
oder  bei  dem  sog.  VorwSrtsabscbneiden  der  Messtisch  über  dem 
zweiten  Endpuncte  der  Basis  eingestellt,  und  wieder  eine  Visirlinie 
gezogen,  —  oder  endlich  bei  dem  sog.  ROckwärtsabscbneiden 
der  Messtisch  über  dem  gesuchten  Puncte  mit  Hülfe  der  ersten 
Visur  annähernd  eingestellt,  und  dann  eine  Visirlinie  durch  den 
zweiten  Endpunct  der  Basis  gezogen. 

Gewöhnlich  wird  nach  dem  ZeugnisBe,  das  Daniel  Schwenter  (Nflmberg 
1586  —  Altdorf  1636;   erst  Professor  der  orientaliBchen  Sprachen,  dann  der 
Mathematik  zu  Altdorf),   der  Verfasser  der  seiner  Zeit  berOhmten  ^Deliciss 
physico-mathematicffi  oder  mathematische  und  philosophische  Erqutckstunden. 
Nürnberg  1636  in  4.  (2.  A.,  von  Harsdörifer  fortgesetzt,  1651—1658,  8  TheUe)", 
in  seiner  „Beschreibung  des  geometrischen  Tiscbleins,  welches  Joh.  Prätorius 
erfunden.  Nürnberg  1619  in  4.  (nachmals  als  dritter  Tractat  in  dessen  Qeo- 
metriffi  practlc»  nov»  et  auctss  tractatus  I — IV,  Nürnberg  1627  in  4.,  aufge- 
nommen)^ ablegt,  —  angenommen,  es  habe  dessen  Lehrer,  Johannes  PrÜtorilii 
(Joachimsthal  1537  —  Altdorf  1616;  erst  Mechanikus  in  Nürnberg,  dann  folge* 
weise  Professor  der  Mathematik  in  Wittenberg  und  Altorf)  etwa  um  1611  den 
Messtisch,  der  daher  auch  wohl  „mensula  prsetoriana^^  genannt  wurde,  er- 
funden.  Immerhin  darf  nicht  vergessen  werden,   dass  auch  Ardfiser  in  dem 
214  erwähnten  Werke,  und  wohl  unabhängig  von  Prätorius,  dieselben  Opera- 
tionen auf  einem  mit  Papier  Überzogenen,  auf  einem  Stuhl  „nach  dem  Horizont^ 
gelegten  Brette  lehrt,  —  ja  das  von  dem  noch  frühern  Lconhard  Zubler 
(Zürich  1563  —  Zürich  1609;  Mechaniker  und  Rathsherr  in  Zürich)  in  seinem 
Bchriftchen  „Fabrica  et  usus  Instrument!  chorographici.   Oermanice  descripta 
a  Leonh.  Zublero  et  latio  donata  a  Casp.  Wasero.   Basile»  1607  in  4.  (Auch 
deutsch  1607  und  1625)^^  beschriebene,  ihm  durch  Philipp  Eberhard  (Zürich 
1563  —  Zürich  1627;  Steinmetz  in  Zürich)  wenigstens  seiner  ersten  Idee  nach 
bekannt  gewordene  Werkzeug  eigentlich  nichts  anderes  als  ein  eben  solcher 
roher  Messtisch  ist.  —  Von  Manchen  wurde  frtLher  das  von  dem  Ingenieur 
J.  W.  Zollmann  in  seiner  „Anleitung  zur  Geodäsie  oder  praktischen  Geo- 
metrie. Halle  1744  in  fol.  (Auch  1774)'^  beschriebene  und,  obwohl  viel  ältere, 
doch  meist  auch  nach  ihm  benannte  Scheibeninstrument  (das  eine  runde 
mit  Papier  zu  bespannende  Scheibe  und   ein  um  ihren  Mittelpunct  drehbares 
Diopterlineal  hatte,  dessen,  den  einzelnen  Visuren  entsprechende  Durchschnitte 
für  jeden  Standpunct  auf  einen  bestimmten  der  zum  voraus  gezogenen  con- 
centrischen  Kreise  notirt  wurden)  dem  Messtische  aus  den  ähnlichen  Gründen 
vorgezogen,  welche  jetzt,  mit  allerdings  etwas  mehr  Recht,  für  den  Theodo- 
liten gegenüber  dem  Messtische  geltend  gemacht  werden. 

916.  Das  FriDGip  der  InltiplicatiOD.  Der  Messtisch  kann  nicht 
nnr  zum  Verzeichnen,  sondern  auch  zum  genauen  Messen  eines  Win- 
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kels  a  dienen.  Stellt  man  ihn  nämlich  über  dem  Scheitel  des  zu 
messenden  Winkels  auf,  —  yisirt  nach  dem  einen  Winkelpnncte 
und  dann  nach  dem  andern,  —  stellt  nun  durch  Drehen  des  Tisches 
den  Diopterlineal  wieder  auf  den  ersten  Punct  zurück,  und  yisirt 
nochmals  auf  den  zweiten,  etc.,  bis  nach  n  Operationen  die  letzte 
Visur  einen  Winkel  von  etwas  mehr  als  b  Umdrehungen  mit  der 
ersten  bildet,  so  hat  man,  wenn  c  die  Distanz  der  dem  Radius  r 
entsprechenden  Puncte  dieser  Visirlinien  ist, 

n .  a  =  b  .  360®  -|-  Arcus  Chord»  — 

r 

woraus  sich  a  bei  Vermeidung  constanter  Fehler  um  so  genauer 
finden  lässt,  je  grösser  n  ist. 

Die  Einführung  des  Principes  der  Multiplication  verdankt  man  dem  Utem 
Tobias  Mayer  #  vergl.  dessen  Abhandlung  ^Nova  methodus  perficiendi  in- 
strumenta geometrica  et  novum  instmmentum  goniometricum  (Gomment 
Oottlng.  II  1762)^.  —  Arcus  chordn  (c :  r)  lässt  sich  einer  Sehnentafel  (VI), 

oder  einem  mit  ihrer  Hülfe  construir- 
ten  sog.  geradlinigen  Transpor- 
teur entnehmen,  von  dem  beistehende 
Figur,  in  der  zum  Auftrage  der  Seh- 
nen von  6®,  10«,  lö«, ...  ein  Decimeter 
6'  lÄ"  •*•  für  rc:  Chorde  60^  angenommen  wurde, 

einen  Begriff  gibt,  und  dessen  Gebrauch  dem  des  allbekannten  verjüngten 
Maassstabes  analog  ist 

Siy»  Die  Pothenofsche  Aufgabe.  Die  von  Snellias  zuerst  beban- 
delte, später  nach  Potbenot  benannte  Aufgabe,  die  Lage  eines  Stand 
punctes  D  (s.  Fig.  1)  gegen  3  bekannte  Puncte  A,  B,  C  zu  be- 
stimmen,  kann  mit  dem  Messtiscbe  auf  folgende  Weise  gelöst 
werden:  Man  stellt  denselben  (am  leichtesten  mit  einer  Orientir- 
boussole)  so  über  D  auf^  dass  die  verzeichneten  Geraden  AB  und 
BC  den  entsprechenden  Geraden  auf  dem  Felde  möglichst  parallel 
sind,  und  zieht  nun  durch  die  Puncte  auf  dem  Tische  und  Felde 
Visirlinien,  welche  ein  sog.  Fehlerdreieck  ai  ßi  y\  bestimmen 
mögen;  dann  dreht  man  den  Tisch  ein  wenig  (wo  möglich  über  die 
parallele  Lage  hinaus)  und  construirt  ein  zweites  Fehlerdreieck 
cczßzYz]  die  Verbindungslinien  «i  «2?  ßißzt  TiVz  (eigentlich  nach 
124  die  ELreislinien  a|  »2  B  C,  ßy  ß^KG^  yi  y^  AB)  schneiden  sich 
in  dem  gesuchten  Puncte.  —  Kennt  man  (s,  Fig.  2)  a,  b  und  den 
in  das  Viereck  AB  CD  fallenden  Winkel  a,  und  hat  ß  und  y  ge- 
messen, so  kann  man  (98:4;  103)  aus 

Tg^  =  Tg(._4^Tg£±£,oTgx  =  |^-i^  . 

tmd  y  +  V"=  360«  —  (o  + /S  +  y)  t 
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q>  und  t^,  nnd  dann  (103)  r,  s,  t  berechnen.  —  Für  annähernde 
Bestimmungen  (z.  B.  nm  den  Standpnnct  beim  Lothen  gegen  be- 
kannte Puncte  am  Ufer  festzulegen)  kann  man  nach  Horner's  Vor- 
schlage ß  nnd  Y  auf  Strohpapier  auftragen,  und  D  durch  Versuch 
ermitteln,  —  oder  auch,  wenn  man  (s.  Fig.  2)  AB  und  ihre  Orien- 
tirung  {d  -f-  (p)  kennt,  die  auf  D  an  der  Boussole  (314)  für  A  D  und 
B  D  gemachten  Ablesungen  S  und  e  bei  A  und  B  antragen. 

Willebrord  Snelllus  lOste  die  im  Texte  behandelte  Aufgabe  in  seinem 
„Eratosthenea  batavuB,  de  terrsB  ambitus  vera  quantitate.  Lngd.  Batay.  1617 
in  4.^  durch  Rechnung  in  der  tbeils  durch  die  beiatehende  Figur,  theils  durch 
das  Schema 


Dreieck 


AFH 

AOI 

AHI 

AEH 

ACD 

ABD 


Gegeben 


AF=%c,  a,  900 

AG=Vtl>,  ß,  ÖO» 
AH,AI,/.HAI  =  HAF  — lAF 

AH,  /.AHE  =  1800  — AHI,  90« 

b,ft^CAD  =  IAG  +  90«  — AIH 

c,  a,  /.BAD=5A  +  Z.CAD 


Dreieck 

Gesucht 

AFH 

AGI 

AHI 

AEH 

ACD 

ABD 

AH,  /.HAF 

AI,  /_IAG  =  ^IAF  — A 

HI,  Z.AHI,  /  AIH 

AE,  2.A£  =  AD 

CD 

BD 

angedeuteten  Weise.  Später  gab  Laurent  Pothenot  (16..  —  Paris  1782; 
Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris)  in  einer  1692 
vorgelegten  Abhandlung:  „Probleme  de  göom^trie  pratique:  Trouver  la  posi- 
tion  d'un  Heu  que  l'on  ne  peut  voir  des  principaux  points  d'oü  l'on  observe 

(Anc.  M^m.  Par.  X)^  eine  LDsung  derselben  Aufgabe, 
welche  nun  seinen  Namen  erhielt  —  Die  im  Tejcte 
gegebene  constructive  Lösung  mittelst  Fehlerdreiecken 
0  setzt,  da  diese  klein  -werden  sollen,  eine  unter  dem 
Tische  in  Coullssen  laufende,  etwas  drehbare,  bei  jeder 
Aufnahme  irgend  einmal,  wenn  der  Tisch  eben  orientirt 
ist,  auf  Null  gestellte  und  dann  festgeklemmte  Boussole, 
eine  sog.  Orlentirbouasolet  voraus.  Es  ist  diese 
Methode  besonders  durch  Job.  Georg  Lehmann  (Jo- 
hannismühle  bei  Baruth  1766  —  Dresden  1811;  Director  der  Plankammer 
in  Dresden),  vergL  den  zweiten  Band  seiner  „Lehre  vom  Situationszeichnen. 
Dresden  1812,  2  Bde.  in  8.  mit  AÜas  in  fol.  (6.  A.  1843)%  behandelt  worden, 
—  sodann  von  Friedrich  August  Wilhelm  TüTetto  (Leipzig  1788  —  ?;  Lehrer 
der  militärischen  Messkunst  in  Dresden  und  Berlin),  vergl.  sein  „Lehrbuch 
der  gesammten  Vermessungskunde.  Berlin  1820  —  1826,  2  Bde.  in  8.^,  — 
etc.  —  Eine  andere  constructive  Lösung,  welche  (vergl.  A.  N.  430)  Bessel 
und  Kulenkamp  gaben,  besteht  darin,  dass  man  auf  dem  gesuchten  Stand- 
punote  D  den  Messtisch  einmal  so  dreht ,  dass  das  an  A  C  gelegte  Diopter- 
lineal über  C  hinaus  den  Punot  0  auf  dem  Felde  zeigt,  und  sodann  eine 
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Visur  AD'  nach  B  sieht,  —  nachher  bo,  dass 
das  ivieder  an  AG  gelegte  Diopterlineal  Über 
A  hinaus  den  Punct  A  auf  dem  Felde  zeigt, 
und  wieder  eine  Visur  CD'  nach  B  sieht; 
legt  man  sodann  durch  D',  A  und  C  eine 
Kreislinie,  und  verl&ngert  D'B  bis  an  die- 
selbe, so  stellt  der  erhaltene  Punct  D  vor, 
da  die  beiden  a  und  ebenso  die  beiden  ß  der 
Figur  als  Peripheriewinkel  auf  gleichen  Bogen 
gleich  sind.  —  FUr  Ableitung  der  im  Texte 
gegebenen  Formeln  sur  Lösung  durch  Rech- 
nung dürften  die  daselbst  befindlichen  Citationen  genttgen,  —  sum  Näherungs- 
verfahren von  Homer  ist  höchstens  beisufDgen,  dass  schon  Georg  Friedrich 
Brander  (Regensburg  1718  ^  Augsburg  1783;  Mechaniker  in  Augsburg)  in 
seiner  „Beschreibung  eines  Universal-Messtisches.  Augsburg  1772  in  8.*^  ein 
verwandtes,  wenn  auch  nicht  gans  so  praktisches  Verfahren  lehrte,  —  sum 
NftheruDgsverfahren  mit  der  Boussole  ist  nichts  beisufügen,  —  und  fOr  einige 
andere  Methoden  kann  auf  „Gerlingt  Die  pothenot'sche  Aufgabe.  Marburg 
1840  in  8.^  verwiesen  werden.  —  Für  die  von  Ejambert  gestellte  und  nach 
ihm  benannte  Aufgabe,  die  relative  gegenseitige  Lage  von  sechs  Puncten  su 
bestimmen,  wenn  an  dreien  derselben  die  Asimuthe  der  drei  übrigen  be- 
stimmt worden  sind,  mnss  ich  mich  beschränken,  auf  die  hübsche  Lösung 
derselben  su  verweisen,  welche  Georg  Daniel  Eduard  Weyer  (Hamburg 
1818;  früher  Assistent  der  Hamburger-Sternwarte,  j^tst  Professor  der  Mathe- 
matik und  Astronomie  in  Kiel)  in  Orunert's  Archiv  (III  74 — 75)  veröifent- 
licht  hat  —  Für  swei  andere  hieher  gehörende  Aufgaben  verweise  ich  auf 
114  und  116. 

S18«  Der  DistaumeMer.  Hat  das  Fernrohr  des  Diopterlineals 
zu  dem  horizontalen  Mittelfaden  noch  einen  Parallelfaden  im  Win* 
kelabstande  a ,  nnd  spielt  eine  an  seiner  Axe  befestigte  Spitze  über 
einem  getheilten  Ejreise,  dessen  Centrum  ebenfalls  in  der  Axe  liegt, 
und  dessen  NuUpunct  bei  horizontalem  Femrohr  mit  der  Spitze  co- 
ineidirt,  so  kann  es  als  Dlstanzmemer  ans  Einem  Stande 
dienen;  denn  stellt  man  in  der  Horizontaldistanz  x  einen  getheilten 
Stab  yertical  auf,  imd  fällt  eine  Länge  a  desselben  zwischen  die 
Faden,  während  der  getheilte  Kreis  die  Ablesung  ß  gibt,  so  hat 
man  die  Gleichung 

xTg(a+/J)  — xTg/J=a    oder    x  =  aCtgaCos2/9— y  Sin2/J   1 

wo  bei  X,  wenn  die  Genauigkeit  Vaoo  gß^^ügt,  das  letztere  Glied, 
sowie  die  Veränderung  der  Bildweite,  vernachlässigt  werden  kann. 
Die  Grösse  Ctg  a  wird  am  besten  bestimmt,  indem  man  den  Stab 
in  bekannter  Distanz  aufstellt.  —  Bei  der  Stadia  der  Militär's  wird 
X  analog  bestimmt,  indem  man  beobachtet,  in  welcher  Distanz  vom 
Scheitel  ein  gewisses  a  (z.  B.  ein  Mann)  zwischen  die  Schenkel 
eines  in  bestimmter  Entfernung  vom  Auge  gehaltenen  Winkels  passt 

Wolf,   HMidbaeh.    L  19 
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Den  im  Texte  beschriebenen  DiBtansmeBser  benntEte  Ludwig  Weiis  (Basel 
1696  —  Basel  1772;  Professor  der  Mechanik  und  Stadtnotar  in  Basel)  schon 

nm  die  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts,  machte  darüber 
an  Euler  Mittheilung,  und  beschrieb  ihn  in  der  Abhand- 
lung „Solutio  famosissimi  problematis  geometrico-prac- 
tici  de  invenienda  distantia  objecti  remoti  ope  unics 
et  cujuscunqne,  ut  vocant,  stationis  (Act  Helvet.  IV)^, 
—  nur  hatte  er  noch  keine  Parallelfaden,  sondern  mass 
die  beiden  Höhenwinkel  (a  +  ß)  und  ß  zweier  vertical 
über  einander  stehender  Puncte  von  bekannter  Distans  a.  —  Die  erste  Glei- 
chung 1  geht  unmittelbar  aus  der  Figur  hervor,  und  aus  ihr  folgt 

a a(l~-TgaTg/g)  _  aOosV(l  —  TggTg^ 

Tg(«  +  /?)-Tg^-  Tg«(l  +  TgV)  ""  Tg« 

oder  die  swelte  Gleichung  1,  mit  deren  HQlfe  bei  Vemachl&ssigung  des  swei- 

ten  Gliedes 

y  =  x.Tg/J  =  aCtgo.y,8in2/J  9 

gefunden  wird.  Um  x  und  y  auf  dem  Felde  ohne  eigentliche  Rechnung  er- 
halten EU  können,  haben  meine  beiden  Freunde  Johannes  Wild  (RichtersweU 
1814;  jetzt  Professor  der  Oeod&sie  am  schweizerischen  Polytechnikum)  und 
Job.  Heinrich  Dencler  (Eglisau  1814;  jetzt  Katasterdirector  in  Solothum), 
vergl.  „Wild,  lieber  die  topographische  Vermessung  des  Kantons  Zürich, 
nebst  Erklärung  des  dabei  angewandten  logarithmischen  Rechenstabes  (Verh. 
der  techn.  Ges.  in  Zürich  1847),  einen  eigenen  Rechenstab  construirt,  an  dem 
man  auf  a.Ctga  (die  Bistanz  fQr  ß:=0)  einstellt,  während  der  gewöhnliche 
Schieber  Gos*j9,  eine  Art  Schlaufe  aber  y^^\n2ß  entspricht  —  Da  die  im 
Texte  beschriebene  8tadia,  namentlich  fttr  die  Artillerie,  unzureichend  ist, 
so  hat  man  sie  zu  ersetzen  gesucht,  und  so  entstand  unter  Anderm  der  sog. 
TeMineter  des  franzö>i'<chen  Genie-Oberst  Goaller  #  der  ans  zwei  durch 
ein  Band  d  von  40"*  verbundenen  Apparaten  besteht:  Der  Eine  A  besteht  aus 

dem  einen  rechten  Winkel  gebenden  Prisma 
P,  —  der  Andere  B  theils  aus  einem  eben- 
solchen Prisma,  theils  aus  einer  planconvexen 
Linse  M%  welche  gegen  eine  planconcave 
Augenlinse  M  von  gleicher  Brennweite  etwas 
verschoben  werden  kann,  so  dass  das  Auge 
bei  einem  direct  gesehenen  Gegenstande  G 
auch  einen  seitlichen  Gegenstand  G'  sieht,  und 
der  durch  Letztem  bestimmte  Winkel  a  an- 
genähert durch  die  Verschiebung  MM'  be- 
stimmt wird.  Soll  nun  x  gemessen  werden,  so  stellt  sich  A  vorläufig  in  dem 
einen  Endpuncte  auf,  während  B  ungefähr  senkrecht  zu  AG  in  die  Distanz 
d  geht;  dann  bewegt  sich  A  seitlich,  bis  er  durch  sein  P  den  andern  End- 
punct  C  aber  B  hinaus  in  C*  sieht,  ~  und  nun  verschiebt  B  sein  M'  so, 
dass  er  A  durch  M,  und  C  durch  sein  P  nach  derselben  Richtung  in  A"  und  C 
zu  sehen  glaubt  Nach  zahlreichen  Versuchen  einer  schweizerischen  Experten- 
Commission  kann  man  so  x  in  2Vt  Minuten  durch  einmalige  Messung  auf 
ly,,  in  6  Minuten  durch  zehnmalige  Messung  auf  1%  genau  erhalten. 
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XXII.   Die  Messimgen  mit  Theodolit,  Spiegelseztant  imd 

Nivellirinstniment. 

S19«  Die  getheilten  Kreise.  Theoretiscli  kann  die  Theilung 
eines  Kreises  bis  in's  Unendliche  fortgesetzt  und  mit  unbegrenzter 
Genauigkeit  ausgeführt  werden,  —  practisch  dagegen  erreicht  man 
nur  zu  bald  eine  theils  durch  den  Badius  des  Kreises,  theils  durch 
die  Theilungsmittel  und  das  zu  theilende  Material  (früher  Holz, 
Eisen,  Messing,  —  jetzt  gewöhnlich  Silber  imd  zuweilen  Glas)  be- 
dingte oberste  Grenze.  Setzen  wir  z.  B.  die  Bogenlänge  einer  Minute 
2r;r:360.60  gleich  einer  Einheit,  so  wird  r  =  3437^7468,  und 
wenn  daher  jene  Einheit  auch  nur  Vio'"  ^-  ^-  werden  soll,  so  muss 
der  Badius  schon  nahe  2V2S  oder  der  Kreis  ein  sog.  fünffüssiger 
sein.  Zudem  wird  gefordert,  dass  die  Theilstriche  scharf  und  deut- 
lich ßeien,  und  man  darf  daher  mit  der  directen  Theilung  nicht 
einmal  bis  an  die' Grenzen  der  Möglichkeit  gehen,  —  bei  6— Szölligen 
Kreisen  wohl  nicht  weiter  als  bis  l(y,  bei  20 — 36zölligen  bis  2\ 

Um  die  Theilung  weiter  treiben  zu  können,  wurden  in  Uterer  Zeit  mit- 
unter Monstre-Instrumente  construirt,  und  häufig  die  ganzen  Kreise  durch 
Sectoren  ersetzt;  so  besass  der  von  Tycho  Rcahe  (Knudstrup  bei  Helsing- 
borg  1646  —  Prag  1601 ;  erst  königlich  dänischer,  dann  kaiserlicher  Astronom) 
im  Jahre  1669  oder  1670  für  die  OebrOder  Hainzel  in  Augsburg  auf  einem 
Hügel  Unter  einem  Zelte  aufgestellte  Quadrant  einen  Radius  von  ITVtS  —  J^ 
der  Radius  des  Quadranten  (wenn  es  nicht  etwa  nur  eine  Art  Gnomon,  s.  360, 
war),  an  dem  der  Fürst  Ulogbegh  in  der  ersten  Hälfte  des  16.  Jahrhunderts 
zu  Samarkand  beobachtete,  soll  gleich  der  Höhe  der  Sophienkirche  in  Gon- 
stantinopel  gewesen  sein.  In  neuerer  Zeit  hat  man  dagegen  eingesehen,  dass 
solche  grossen  und  schweren  Kreise  schädlichen  Formänderungen  ausgesetzt, 
auch  kaum  scharf  zu  theilen  sind,  —  Sectoren  noch  um  so  mehr;  man  geht 
daher  bei  tragbaren  Instrumenten  nur  höchst  selten  über  12 zöllige,  bei  festen 
Instrumenten  nur  ausnahmsweise  über  Sfüssige  Kreise  hinaus.  —  Für  Theil- 
methoden  auf  326  und  328  verweisend,  mag  noch  beigefügt  werden,  dass  zum 
Reinigen  der  Theilkreise  ein  mit  Speichel  befeuchteter  leinener  Lappen,  — 
bei  grösserm  Widerstände  mit  befettetem  Finger  aufzureibender  Lampenruss 
zu  empfehlen  ist 

SSO«  Der  Ternier.  Bei  jedem  zu  Winkelinstrumenten  verwen- 
deten getheilten  Ejreise  ist  die  Stellung  eines  Index  an  demselben 
abzulesen,  wobei  von  Index  und  Theilung  je  das  Eine  fest,  das  An- 
dere mit  der  Visirvorrichtung  beweglich  ist.  Um  diese  Ablesung  ge- 
nauer zu  erhalten,  wendete  man  früher  Transversaltheilungeii 
an,  während  jetzt  gewöhnlich  der  Index  durch  den  NuUpunct  einer 
zum  Kreise  concentrischen  Hülfstheilung,  des  sog.  Vemler,  ersetzt 

wird:   Ist  nämlich  z.  B.  ein  Kreis  von  10  zu  KY  getheilt,   und 
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wünsclit- man  dennoch  anf  lO^  genau  ablesen  zu  können ,  so  theilt 

man  zur  Hülfe  einen  Bogen  von  59 .10'  in  60  (allgemein  n  —  1  in  n) 

59 
gleiche  Theile.  Jeder  der  neuen  Theile  ist  um  10'  —  -^ .  10*  =  lO" 

(oder  — )  kleiner   als  ein  Theil  der  Haupttheilung,  und  wenn  also 

z.  B.  der  0*'  Theilstrich  des  Vernier  so  zwischen  54^  30'  und  54® 
40'  der  Haupttheilung  steht,  dass  der  7*'  Theilstrich  desselben  mit 
einem  Theilstriche  der  Haupttheilung  zusammenfällt,  so  muss  er  bei 
540  30'  +  7  .  10"  =  540  31'  10"  stehen,  und  entsprechend  in  andern 
Fällen.  —  Für  das  sog.  Ablesemikroskop  vergl.  327,  —  für  Unter- 
suchung der  Theilung  und  Elimination  der  Excentricität  328. 

Die  Nothwendigkeit,  genauer  ablesen  eu  können,  als  es  die  directe  Thei- 
lung der  Kreise  erlaubte,  veranlasste  schon  den  Portugiesen  Pedro  Nunnea 
oder  IVonius  (Alcazar  de  8al  1492  —  Goimbra  1577;  Professor  der  Mathe- 
matik 2u  Goimbra)  in  seinem  Werke  „De  crepuscuUs.  Olyssipone  1542  in  4.^ 
ein  HÜlfsmittel  vorsuscblagen ,  das  auf  dem  glücklichen  Gedanken  basirte, 
man  könne  -weitergehender  Theilung  Tcrsclüedene  TheUung  desselbeii 

Q^     Bogen«  substituiren :   Man  solle  nämlich  einem  in 
seine  90®  getheilten  Quadranten  noch  44   concen- 
trische  Hülfsquadranten  beigeben,  und  diese  in  89, 
88,  87,  ...  46  Theile  theilen;  wenn  dann  eine  ge- 
wisse Richtung  mit  keinem  Theile  der  Haupttheilung 
susammentreife,  so  werde  sie  doch  nahe  mit  irgend 
einem  Theilstriche  der  Httlfstheilung  Übereinstimmen, 
dessen  Werth  dann  ja  leicht  berechnet  werden  könne. 
Praktisch  war  jedoch  dieser  Vorschlag  wenig  werth, 
da  es  einerseits  (vergl.  Delambre,  Hist  III 402— 406)  gar  nicht  so  leicht  war, 
den  n&chaten  Theilstrich  aussumitteln,  der  dann  in  manchen  Fftllen  nicht  ein- 
mal  eine  grosse   Ann&herung   darbot,   —   anderseits   dabei   46   verschiedene 
Th eilungen  erforderlich  waren,  von  denen  einzelne  (47,  63,...)  sogar  Prim- 
zahlen entsprachen,  —  ja  es  ist  zu  begreifen,   dass  Tycho  an  Einer  Probe, 
ihn  wirklich   auszuführen,    mehr   als   genug   hatte,    und   sofort  nach   etwas 
Anderem  suchte.    Glücklicher  Weise  war  er  (vergl.  seine  Epist  astr.  lib.  1) 
bei   seinem  Aufenthalte   in  Leipzig   durch  Johannes  Hommel  (Memmingen 
1618  —  Leipzig  1662;  Professor  der  Mathematik  in  Leipzig)  mit  der  jetzt 

noch  gebräuchlichen  Einrichtung  der  sog.  verjüngten 
Maassst&be  bekannt  geworden,  und  hatte  nun  den 
Einfall,  dasselbe  Princip  auch  auf  Kreistheilungen 
anzuwenden,  wodurch  z.  B.  schon  bei  4 zölligen 
Kreisen,  die  entsprechend  beistehender  Figur  direct 
nur  in  Grade  getheilt  wurden,  doch  immerhin  auf 
10'  genau  abgelesen  werden  konnte.  Obschon  Tycho, 
wie  einige  Decennien  später  ein  gewisser  Johannes 
Ferrerios  zuerst  bemerkt  zu  haben  scheint,  eigent- 
lich statt  geraden  Transversalen  hätte  durch  das 
KrcUcentium  gehende  Trans versalbogen  anwenden 
sollen,  80  erwies  sich  dennoch  sein  Verfahren  prak- 
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tisch  sehr  gut,  und  verhalf  ihm  wesentlich  eu  der  seine  Beobachtungen  aus- 
seichnenden  Genauigkeit  Auch  spätere  Astronomen  machten  mit  Erfolg  davon 
Anwendung,  und  noch  1672  beobachtete  Jean  RIcher  (16..  —  Paris  1696; 
Mitglied  der  Pariser-Academie)  in  Gayenne  (vergl.  371  und  885)  mit  einem 
6fÜ8sigen  Octanten,  dessen  kupferner  Limbus  mittelst  Transversalen  Minuten 
gab,  ja  noch  deren  Sechstel  abzuschätzen  erlaubte.  —  Nach  und  nach  wurden 
dann  allerdings  auch  die  Transversalen  wieder  durch  die  im  Texte  be- 
schriebene neue  Anwendung  des  Nonius'schen  Oedankens  verdrängt,  welche 
Pierre  Vemler  (Omans  1580  —  Omans  1637;  Mttnzdirector  der  Grafschaft 
Burgund)  in  seinem  Schriftchen  „La  construction,  l'usage  et  les  propriöt^s 
du  quadrant  nouveau  de  mathtoatiques.  Bruxelles  1631  in  12.^  zuerst  be- 
schrieb, und  die  daher  mit  Recht  seinen  Namen,  häufig  aber  allerdings  auch 
den  von  Nonius  trägt.  —  Theilt  man,  wie  im  Texte,  ffir  den  Vemier  (n  —  1) 
Theile  der  Haupttheüung  in  n  Theile,  so  läuft  derselbe  mit  der  Theilung, 
während  er  für  (n  -|- 1)  in  n  riickwärts  gehen  muss. 

Ml«  Der  Theodolit.  Das  wichtigste  Winkelinstrument  ist  der 
nach  und  nach  aus  dem  Aslrolaliiuiii  der  Alten  (einem  getheilten 
Ejreise  mit  Dioptern)  hervorgegangene  sog.  Theodolit^  welcher  aus 
einem  mit  Hülfe  von  drei  Fussschrauben  horizontal  zu  stellenden 
Kreise,  dem  sog.  Iflnibus^  besteht^  der  entweder  fest  ist  (gemeiner 
Theodolit)  oder  um  eine  verticale  Axe  gedreht  werden  kann  (Repe- 
titionS'Theodolit).  Auf  einer  in  dem  getheilten  Kreise  centrisch  lau- 
fenden Scheibe,  der  sog.  Alhydade^  welche  mindestens  ein  Paar 
sich  diametral  gegenüberstehender  Vemier's  trägt,  stehen  zwei  gleich 
hohe  Lager  für  die  Axe  eines  geraden  (terrestrischer  Theodolit)  oder 
mittelst  Prisma  gebrochenen  Femrohrs  (astronomischer  Theodolit  oder 
Universalinstrument),  an  welche  wieder  ein  getheilter  Kreis,  der  sog. 
HSbenkreis^  angesteckt  ist,  dessen  Vemier-Paar  an  einem  der 
Lager  sitzt.  Jede  Veränderung  in  der  Lage  des  Femrohrs  wird 
durch  das  Instrument  selbst  in  eine  horizontale  und  eine  verticale 
Bewegung  zerlegt,  und  man  kann  daher  mit  demselben  gleichzeitig 
Horizontalwinkel  und  Höhendifferenzen  messen,  sobald  dasselbe  ge^ 
hörig  aufgestellt  und  corrigirt  ist  —  Zu  letzterm  Zwecke  wird  die 
Libelle  auf  die  Axe  des  Femrohrs  gesetzt,  dieses  über  eine  der 
(gewöhnlich  getheilten  Kopf  mit  Index  besitzenden  und  dann  auch 
zur  Untersuchung  der  Libelle  benutzbaren)  Fussschrauben  gebracht, 
und  nun  die  Libelle  eingestellt;  dann  wird  die  Libelle  verkehrt  auf 
die  Axe  gesetzt,  und  vom  allfälligen  Ausschlag  die  Hälfte  an  der 
Fussschraube,  der  Rest  an  der  Libelle  selbst  corrigirt;  nachher  dreht 
man  die  Alhydade  um  180^,  und  verbessert  einen  neuen  Ausschlag 
der  Libelle  zur  Hälfte  an  der  Fussschraube,  zur  Hälfte  am  einen 
Lager;  hierauf  stellt  man  die  Axe  parallel  zu  den  beiden  ibidem 
Fusschrauben,  und  bringt  mit  ihnen  nochmals  die  Libelle  zum  Ein- 
spielen.   Dann  stellt  man  das  Fadenkreuz  des  Fernrohrs  genau  auf 
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einen  Gegenstand  ein,  legt  hierauf  das  Fernrohr  in  seinen  Lagern 
um,  oder  führt  es  nach  Drehen  der  Alhydade  um  180^  durch  Durch- 
schlagen auf  den  Gegenstand  zurück,  und  verbessert  endlich  die 
Hälfte  der  Abweichung  an  den  Stellschrauben  des  Fadenkreuzes 
oder  des  Prisma's.  Sind  so  die  Hauptfehler  gehoben,  so  ist  das  In- 
strument zur  Winkelmessung  bereit,  bei  welcher  zur  Elimination  der 
Theilungsfehler  beim  Repetitionstheodoliten  die  Multiplication  (216) 
angewandt  werden  kann.  Für  die  Messung  von  Höhenwinkeln  vergl. 
225,  —  für  die  Axenlibelle  329. 

Das  ABtrolabinm  bestand  ursprünglich  aus  einem,  an  einem  Ringe  gehal- 
tenen oder  aufgeh&ngten ,  sich  in  Folge  der  Schwere  von  selbst  vertioal 
stellenden  Kreise;  später  erhielten  solche  Kreise  oder  die  ihnen  substituirten 
Quadranten  und  Bectoren,  um  nicht  nur  Yerticalwlnkel  messen  zu  können, 
eigene  Stative,  mit  Kugelgelenken,  —  ja  es  begann  spätestens  Tjrcho  einen 
Kreis  mittelst  Fussschrauben  horizontal  zu  steUen,  und  Über  ihm  einen  dreh- 
baren Quadranten  mit  Dioptern  anzubringen,  um  so  von  selbst  jeden  zu 
messenden  Winkel  in  eine  horizontale  und  eine  vertioale  Componente  zu  zer- 
legen, d.  li.  einen  sogenannten  Acimuthalquadmiit  zu  construiren,  aus  dem 
dann  nach  und  nach  durch  die  Bemühungen  der  Brander  #  Ramsden» 
Relehenbach  #  etc.  der  im  Text  beschriebene  Theodolit  entstand.  Letzterer 
Name  kam  um  die  Mitte  des  18.  Jahrhunderts  von  England  her  zu  uns,  und 
ist  wahrscheinlich  durch  successive  Umformung  aus  Alhydade  entstanden,  da 
(vergl.  eine  Note  von  A.  Morgan  in.  Phil.  Mag.  1846)  schon  in  den  vorher- 
gehenden Jahrhunderten  zur  Bezeichnung  eines  mit  Dioptern  oder  Alhydade 
versehenen  Kreises  die  Uebergangsformen :  Athelida,  athelidirter  Kreis,  theo- 
delitirter  Kreis,  etc.  gebraucht  worden  sein  soUen.  —  Bei  dem '  sog.  gebroche- 
nen, spätestens  1816  durch  Reichenbach  angewandten  Fernrohr,  fallen  die 
vom  Objective  kommenden  Strahlen  auf  ein  in  der  Mitte  der  hohlen  Drehaxe 
angebrachtes  gleichschenklig-rechtwinkliges  Glasprisma,  imd  werden  durch 
dasselbe  in  die  eine,  das   Ocular  tragende   Hälfte  der  Drehaxe  geworfen. 

FäUt  aber  ein  Strahl  unter  dem  Winkel  a  auf  das 
Prisma  ein,  so  verläset  er  es  auch  (s.  288  und 
286)  unter  dem  Winkel  «  =  «,  da 

/J+y  =  45»=d  +  y        also        ßz=:i 
und  dabei  bilden  der  einfallende  und  austretende 
Strahl  einen  Winkel 

9  =  (a  — /?)  +  180  — 2y  +  («  — d)=:90«  +  2«  1 
so  dass  das  gebrochene  Femrohr  nur  fOr  a  =  0 
der  Forderung,  es  solle  die  optisohe  Axe  senk- 
recht zur  Drehaxe  stehen  (keine  Gollimation  be- 
sitzen), GenUge  leisten  kann.  —  Beim  astronomischen  Femrohr  wird  mit  und 
ohne  Prisma  oben-anten  als  unten -oben»  —  dagegen  nur  ohne  Prisma 
llnkfl-rechts  als  rechta-linka  erscheinen.  —  Hat  eine  der  Fussschrauben 
des  Theodoliten  einen  getheilten  Kopf  mit  Index,   so   kann  man  einerseita 


damit  v  (s.  212)  nach  der  Formel 


h.  w 


n.l.SineOO.Sinl" 
bestimmen,  wo  1  die  Entfernung  zweier  Fussschrauben,  w  aber  die  Weite 
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ihrer  Schraubengänge  bezeichnet,  und  h  die  Anzahl  der  Sohraubengänge  gibt, 
für  welche  das  eine  Blasenende  n  Theilstriche  durchläuft,  —  und  anderseits 
diese  Theilung  benutzen,  um  mit  mehr  Sicherheit  die  bei  Gorrection  der 
Libelle  und  der  Lager  sich  ergebenden  Ausschlage  gerade  zur  H&lfte  an  der 
Schraube  i;u  verbessern.  —  Wenn  auch  die  Fehler  des  Theodoliten  nach  den 
angegebenen  Methoden  möglichst  gehoben  sind,  so  wird  doch  immer  noch  der 
sog.  Horizontalkreis  eine  kleine  Neigung  i  gegen  den  wahren  Horizont  besitzen, 
so  dass  sein  Pol  P  den  Abstand  1  von  dem  Zenithe  Z  hat,  und  nur  der  Theil- 
punct  ag  desselben  wirklich  im  Horizonte  liegt.  Femer  wird  die  Drehaxe  des 
Femrohrs  nicht  genau  mit  dem  Horizontalkreise  parallel  sein,  sondern  ihr 
Westende  W  eine  kleine  Erhebung  i'  Über  denselben  haben,  und  w&hrend 
die  optische  Axe  zu  ihr  senkrecht  stehen  und  nach  O  weisen  sollte,  wird  sie 

den  Winkel  90<>  — c  mit  ihr  bUden,  und  nach  O' 
gerichtet  sein,  so  dass  der  Ablesung  a^  am  Hori- 
zontalkreise der  Punct  A|  am  Horizonte  entspricht. 
Nun  hat  man  aus  Dreieck  P  Z  W ,  wenn  b|  die 
Angabe  der  Libelle  ist, 

Sinbi=:Slni'.Cosi  +  Co8i'.Sini.Coa(a— ao+90») 
oder  nahe,  da  a=z90®-|-a|, 

bj  =  i'  —  i  Sin  (a  —  ao)  s=  i '  —  i  Cos  (ai  —  ao)    S 
und  aus  demselben  Dreiecke 

8in(A— ao+90"):Sin(a— a«-f900)  =  Cosi':Cosbj  oder  A=a=90»+ai  4 
Femer  folgt  aus  Dreieck  ZWO%  wenn  z^  die  ann&hernd  am  Theodoliten 
(nach  225)  bestimmte  Zenithdistanz  von  0'  ist, 

Cos  (90«  —  c)  =  Sin  bj .  Cos  z^  -f  Cos  bj .  Sin  z^ .  Sin  [90®  —  (A  —  AJ] 
Da  in  dieser  Gleichung  die  linke  Seite  und  das  erste  Olied  rechts  klein,  so 
mnsa  auch  das  zweite  Glied  rechts  abgesehen  von  Z|,  also  Sin  [90® — (A-^A|)] 
klein  sein,  also  nahe 

c  =  bi.CoBZi4-[90<* — (A — A|)]8inzi  oder  A| s=  a| -f- o . Coseo z^ — \CigE^B 
so  dass  sich  also  jede  Ablesung  mit  Hülfe  von  3  und  6  leicht  corrlgiren  l&sst, 
sobald  man  i,  i',  a^  und  c  kennt.  —  Stellt  man  aber  den  Kreis  successive  auf 
a|,  120® -{-a|  und  240®-|-a|  ein,  und  bestimmt  mit  der  Libelle  die  zugehörigen 
bj,  b,  und  b,,  so  hat  man,  da  Cos  120®  =  — Vt>  Sin  120®  =  +  Vt  V^ 
Cos  240®  =  —  V,  und  Sin  240«  =  —  */,  V^ 
bi  =  i'  — i Cos  (ai— ao)  ^  =i'+  Vt  i  Cos  (aj— ao)  +  V,iSin(ai— ao)  ^T 

b,  =  i'+VtiOos(aj-ao)— y,iSin(ai— ao)VT 
und  hieraus  durch  Combination 

^i  +  ^t  +  T'>8  =  8i'  b,  — b,  =]/T.i.Sin(ai— ao) 

N  +  ^s  — 2bi=  8  .i.Cos(a|— a^) 
woraus  sich  i,  i',  Aq  bequem  berechnen  lassen.  Um  c  zu  bestimmen,  ist  es 
am  einfachsten,  das  Fernrohr  in  den  Lagern  umzulegen,  wobei  c  das  Zeichen 
ändert,  —  nochmals  zu  nivelliren,  wodurch  man  b^  erhUt,  das  in  Folge  einer 
allfUligen  Zapfenungleichheit  (s.  329)  etwas  von  b|  verschieden  sein  kann,  — 
dann  das  Fadenkreuz  auf  0'  zurückzuführen  und  die  neue  Ablesung  a,  zu 
machen.  Man  hat  sodann  entsprechend  Ö 

A|  =  a,  —  c .  Coseo  Z|  —  b^  Ctg  z^  9 

so  dass  aus  5  und  7 


6 


0  =  ^^ 


Sinz,->«-^* 


2 


C08Z| 


8 


folgt.   Statt  umzulegen  kann  man,   wenn  man  bereits  nuch  8^8  ExcentricitH^ 
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und  Indexfehler  kennt,  um  180^  drehen  und  durchBchlagen.  —  Fflr  die  Faden- 
belenchtung  und  Fadenparallaxe  vergl.  826. 

MS»  Der  Spiegelseztant.  Neben  dem  Theodoliten  ist  der  kein 
Stativ  erfordernde,  also  zur  See  brauchbare  und  auf  Reisen  bequeme 
Spiegelsextant  das  wichtigste  Winkelinstrument.  Er  besteht  aus 
einem  Ereissector,  auf  dessen  Ebene  (s.  Fig.  1)  ein  oben  durchbro- 
chener oder  unbelegter  Spiegel  A  parallel  zur  Nulllinie  der  Theilung 
des  Sectors  fest  aufsitzt.  Ein  zweiter  Spiegel  B  ist  auf  einem  dreh- 
baren Radius  befestigt,  und  dieser  Letztere  trägt  zugleich  den  Index 
oder  Vemier  für  die  Ablesung.  Dem  Spiegel  A  endlich  steht  eui 
Femrohr  F  so  gegenüber,  dass  seine  optische  Axe  und  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Spiegel  an  A  mit  der  Normale  zu  A  gleiche 
Winkel  bilden.  Visirt  man  durch  F  und  den  unbelegten  Theil  von 
A  nach  einem  Gegenstande  D,  und  dreht  dann  den  Spiegel  B  so, 
dass  man  nach  derselben  Richtung  durch  doppelte  Reflexion  einen 
Gegenstand  C  zu  sehen  glaubt,  so  kann  man  aus  der  entspre- 
chenden Ablesung  a  den  Winkel  ß  finden ,  welchen  D  und  C  am 
Auge  bestimmen;  denn  es  ist  offenbar 

^=2  5  — 2y  =  2[90-f'J  — (90  +  y)]  =  2a  1 

Um  die  hiemach  nöthige  Verdopplung  nicht  immer  machen  zu 
müssen,  wird  gewöhnlich  jedem  Theilstriche  das  Doppelte  seines 
Werthes  beigeschrieben,  —  und  zur  Prüfung  des  Parallelismus  von 
A  mit  der  Nulllinie  oder  zur  Auffindung  des  sog.  CoUlmatlons- 
ffehler^s  hat  man  einfach  nachzusehen,  welchen  Werth  ß  für  einen 
sehr  femen  Gegenstand  (C  =  D)  annimmt.  —  Für  die  Messung  von 
Höhen  winkeln  vergl.  225,  —  für  die  Reduction  auf  den  Hori- 
zont 223. 

Nachdem  Robert  Hocke  (Freshwater  auf  Insel  Wight  1686  —  London 
1703;  ProfeBBor  der  Geometrie  in  London  und  Secretär  der  Royal  Society) 
um  1661  ohne  den  gewünschten  Erfolg  versucht  hatte,  Einen  Spiegel  Eur 
Gonstruction  eines  Winkelinstrumentes  zu  verwenden,  sandte  Newton  1700 

p^  Zeichnung  und  Beschreibung  eines  Sextanten  mit 

/  zwei  Spiegeln  an  Halleyt  damit  er  sich  über 

^=?a""'y^^Cfi?-'" — r'  ^*®  praktische  Bedeutung  desselben  ausspreche; 

^/^/^v\  dieser  erkannte  jedoch,  wie  es  scheint,  dieselbe 

/  J^'N.  ^^Ag  ^  nicht,  —  Hess  die  Zusendung  liegen,  und  erst 

^^^ — ^^^Ss_—- ^      1742  fand  man  sie  nach  seinem  Tode  unter  seinen 

/o '  ^^       ^        Papieren.  Unterdessen  legte  John  Hadley  (16 . . 

—  London  1744;  Instrumentenmacher  in  London), 
der  viel  mit  Halley  verkehrte,  vier  Jahre  nach  Newton's  Tode,  ohne  diesen 
zu  nennen,  der  Roy.  Society  ein  jener  Zeichnung  ganz  entsprechendes  „New 
instrument  for  taking  angles  (Phil.  Trans.  1781)"  vor,  und  da  man  sofort 
einsah,  welch'  grossen  Nutzen  dasselbe  fikr  die  Nautik  haben  mfisse,  kam  ea 
bald  upter  dem  Namen  des  Hadley'schen  oder  Spiegel-Sextanten  in  aUge- 
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meinen  Gebrauch.  —  Der  im  Texte  gegebenen  Beschreibung  und  Theorie  des 
Sextanten  ist  Folgendes  nachzutragen:  Dreht  man  A  um  90®,  und  versetzt 
F  nach  F',  ao  kann  man  bei  gleichem  Stande  von  B  den  Winkel  C'AD'  = 
1800~-/9=180<*^2a,  und  somit  schon  mit  einem  Octanten  alle  Winkel 
swiscfaen  0  und  180®  messen.  —  Um  den  von  jeder  Ablesung  in  Abzug  zu 

bringenden  sog.  Collimatlonsfehler  c,  oder  viel* 

V  mehr   die  Ablesung   bei   parallelem   Stande    der 

A\      JL  Spiegel,  zu  bestimmen,  wollen  wir  uns  den  Spiegel 

V  ly  I  B  so  gedreht  denken,  dass  derselbe  Gegenstand 

y      jLy   I M  sowohl  direct  als  durch  doppelte  Spiegelung 

/         «/1Vj\l  |i|>    gesehen  wird;   die  entsprechende  Ablesung  sei 

I         /^^^_— — '-"'■^      ^''  w&hrend  9  den  Winkel  der  von  M  ausgehen- 
*',tlZ^7-^2*Tr"c  den  Strahlen,   ur  aber  den  Winkel  der  beiden 

pV  //  Spiegel  bezeichne.  Man  hat  alsdann 

y^  9=:2y  — 2a=2[90  +  y-.(90  +  a)]  =  2i^  9 

femer 

und  endlich,  da  nicht  zu  vergessen,  dass  jedem  Thellstriche  das  Doppelte 
seines  Werthes  beigeschrieben  ist, 


0  —  c' 


=  ^=-2.  oder  c=c'  +  9 


2      — T-—  2 

Aus  3  geht  hervor,  dass  für  ferne  Gegenstände,  wie  z.  B.  für  die  Sonne,  9 
verschwindet,  und  in  solchem  Falle  ist  nach  4  unmittelbar  c=:c'.  Will  man 
die  Bestimmung  wirklich  mit  der  Sonne  machen,  so  thut  man  am  Besten,  ihr 
SpiegelbUd  mit  dem  unmittelbar  gesehenen  Bilde  successive  beidseitig  zur  Be- 
rikhrung  zu  bringen,  und  die  halbe  Summe  der  entsprechenden  Ablesungen  für 
c  zu  nehmen.  Will  man  dagegen  die  Bestimmung  mit  Httlfe  eines  terrestrischen 
Gegenstandes  der  Distanz  D  bestimmen,  so  muss  man,  um  nach  3  je  9  be- 
rechnen zu  können,  für  ein  und  alle  Male  2^  ermitteln:  Hieftir  wird  der 
Sextant  auf  einem  Stative  oder  auf  seinen  Füsschen  festgelegt  und  auf  M 
eingestellt;  dann  wird  ein  mit  einem  Fadenkreuze  versehenes  FemrOhrchen  G 
so  aufgestellt,  dass  man  dadurch  M  im  Spiegel  B  sieht,  —  nun  mit  dem  Sex- 
tanten ^  G  B  M  =r  2  ^  gemessen,  ~  die  Ablesung  s  gemacht,  —  und  dann  mit 
Hülfe  von  2  und  4  aus 

B  —  o=:2^s=2^  —  9  oder  2y  =  8  — 0  +  9  =  8  —  c'  B 

2y  berechnet  Vermehrt  man  die  für  den  Winkel  der  Sonne  mit  einem  links 
von  ihr  liegenden  Gegenstande  erhaltene  Ablesung,  ohne  die  Lage  des  Sex- 
tanten zu  verändern,  rasch  um  dieses  2^,  so  dreht  sich  der  reflectirte  Sonnen- 
strahl auch  um  2^  und  wird  daher  nach  dem  Gegenstande  hin  geworfen,  so 
dass  der  Sextant  bei  dieser  Manipulation  zur  Noth,  wie  schon  Gaus«  be- 
merkte, ein  sog.  Heliotrop  (vergl.  284)  ersetzen  kann.  —  Um  zu  unter- 
suchen, ob  B  senkrecht  zum  Limbus  stehe,  sehe  man  bei  G,  ob  der  Rand  des 
Limbus  und  sein  Spiegelbild  in  B  in  gleicher  Höhe  stehen;  oder  man  stelle 
vor  B  ein  Diopter  mit  Horizontalfaden,  bei  E  ein  Diopter  mit  eben  so  hoher 
Oefbung,  und  sehe  ob  von  E  ans  der  Faden  und  sein  Spiegelbild  in  B  in  gleicher 
Höhe  liegen.  —  Ist  B  nöthigenfalls  corrigirt,  und  der  Index  auf  c  gestellt, 
so  sollen  sich  ein  Stern  und  sein  Spiegelbild  decken;  steht  das  Spiegelbild 
höher  oder  tiefer,  so  ist  A  nicht  parallel  B,  und  daher  zu  corrigiren.  —  Stellt 
man  die  erwähnten  Diopter  so  auf  den  Limbus,  dass  die  durch  sie  bestimmte 
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Richtung  ungefähr  parallel  der  Axe  des  Femrohrs  ist,  und  dreht  nun  den 
natürlich  bei  dieser  Operation  wieder  fest  liegenden  Sextanten  so,  dass  ein 
bestimmter  Gegenstand  G  in  die  Richtung  der  Diopter  fftUt,  so  soll  derselbe 
auch  im  Fernrohr  mitten  Ewiechen  den  zwei  zum  Limbus  parallelen  Faden 
desselben  erscheinen.  Zeigt  sich  ein  anderer,  wir  wollen  annehmen  höher 
liegender  Gegenstand  H  daselbst,  so  sch&tze  man  ^(G,  H)  =  a  ab,  wosu 
der  Sextant  selbst  verwendet  werden  kann,  —  und  corrigire  dann  entweder 
das  Femrohr  um  a,  oder  bringe  a  in  Rechnung.   Letzteres  kann  auf  folgende 

Weise  geschehen:  Sind  G,  D,  E  die  Puncte, 
in  welchen  bei  paralleler  Femrohraxe  die 
von  den  beiden  Winkelobjecten  kommenden, 
und  von  den  Spiegeln  reflectirten  Strahlen 
eine  vom  Scheitel  0  des  Winkels  beschriebene 
Kugel  treffen  würden,  und  P  der  Pol  des  sie 
verbindenden  Kreises,  so  wird  nun  D  um 
a  nach  D'  gehoben,  —  also  £,  da  die  Nor^ 
male  des  Spiegels  A  immer  noch  mit  dem 
einfallenden  und  reflectirten  Strahle  in  der- 
selben Ebene  liegen  muss,  nahe  um  a  nach 
E'  'gesenkt,  —  folglich  C  aus  analogen  Gründen  wieder  nahe  um  a  nach  C* 
gehoben.  Man  wird  somit  C'D'  =  a'  messen,  dagegen  immer  noch  in  der 
Ebene  des  Limbus  C  D  =  a  durch  Ablesung  bestimmen.  Nun  folgt  aus  Drei- 
eck P  C'  D'  nahe 

Cosa'c=Sin«a+Cos«a.Co8a=Cosa  +  2««Sin«l''.Sin«-|-  6 

wo  das  zweite  Glied  rechts  eine  kleine  Grösse  bezeichnet,  so  dass  man  mit 
genügender  Ann&herung  nach  60 : 4,  Ö 

a'  =  a— ««.Tg~.Sinl"  I 

setzen  kann.  —  Für  die  Bestimmung  der  Excentricit&t  des  Sextanten  und 
ihres  Einflusses,  auf  328  verweisend,  mag  hier  vorl&ufig  nur  bemerkt  werden, 
dass  sie  Karl  Philipp  Heinrich  PUtor  (Berlin  1778  —  Berlin  1847;  Mechaniker 
in  BerUn)  etwa  1846  veranlassen  half,  den  schon  von  Tob.  Mayer  in  seinen 
„Tabuin  motuum  Solis  et  Lun».  Londini  1770  in  4«^,  und  von  Bordajn 
seiner  „Description  et  usage  du  cercle  de  r^flexion.  Paris  1787  in  4.  (2  6d. 
1802)^  vorgeschlagenen  Splegelkrels  •  welcher  mit  den  Vorzügen  des  Sex- 
tanten diejenigen  des  Vollkreises  und  sogar 
der  Multiplication  verbinden  sollte,  zu  ver- 
vollkommnen. Nach  seiner  Constraction  sitzt 
der  drehbare  Spiegel  A  auf  einem  Durch- 
messer mit  zwei  Vemiers  D  und  E;  der 
feste  Spiegel  ist  durch  ein  vor  dem  Fem- 
rohr C  stehendes  Prisma  B  ersetzt,  dessen 
Reflexionsebene  der  Nulllinie  G  F  parallel 
sein  soll.  Da  man  für  diese  Combination 
offenbar 

9=1800— 2/?— 2y  =  2(90»— i?— y)=2«« 

hat,  80  ist  in  der  That  die  Theorie  des  Spiegelkreises  ganz  der  des  Sextanten 
analog,  und  es  lassen  sich  somit  auch  alle  für  den  Sextanten  entwickelten 
Theorieen  fast  unverftndert  auf  ihn  übertragen. 
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SM.  Die  RednctioD  auf  Centmm  und  Horiiont  Kann  man  sich 

im  Scheitel  eines  Winkels  B  A  C  =^  A  nicht  aufstellen,  so  misst  man 
von  einem  benachbarten  Puncte  D  (s.  Fig.)  den  Winkel  BDC  =  D, 
und  hat  sodann,  wenn  einer  der  sog.  DIrectIonswinkel  a  oder  ß 
und  die  ExcentrlCltSt  e  bekannt  sind,  nach  83  und  103 

A  =  D4-ArcSin-^^iHij±»I_ArcSm-^^l^  1 

b  c 

D:=^A      ArcTg      ^^"'^        I  ArcTg      eSin(A+/g)        ^ 
U-A      Ar<5Ag  t_eCo8/?^^''^^  c-eCos(A4-/9)     * 

oder,  da  in  den  meisten  Fällen  e  gegen  b  und  c  sehr  klein,  mit 

hinlänglicher  Annäherung 

A  —  n  o-  ^  Sin  (tt  +  D)  e  Sin  a  ^ 

^""      "^       bSinl"  c"Siä"r 

eSiujg         eSin(A  +  /y)  ^ 

^  ""  ^       b  Sin  1"  "^       c  Sin  1" 
Bezeichnen  femer  a  den  wahren,  A  den  Horizontalwinkel  zweier 
Objecte  der  Zenithdistanzen  b  und  c,  so  hat  man  nach  160,  indem 
man  sich  aus  dem  Scheitel  des  Winkels  eine  Eugelfläche  von  be- 
liebigem Radius  beschrieben  denkt, 

^  Cos  C  .  Cos  (b X)  rr  m  r\        k    M. 

Cos  a  = pj — ^^ —        wo      Tg  X  =  Tg  c .  Cos  A  • 

v/OS  X 

CosA:=T/^^i:ä^(^^       WO      s  =  ^±^  6 

2        y       Sinb.Sinc  2 

gesetzt  wurde. 

Die  sor  Rednction  anf  das  Gentrum  der  Station  dienenden  Formeln  1  und 

8,  von  welchen  die  erste  ans 

Siny :  Sin  (a  +  D)  =  e :  b  ^ 

Sin  d :  Sin  a  =  e :  c 
hervorgeht,  —  die  zweite  aber  aus  der  ersten  unter  Vor- 
"ö  aussetsung  eines  relativ  kleinen  Werthes  von  e,   tragen 

h&ufig  den  Namen  von  Delambre«  der  sie  zuerst  aufgestellt  zu  haben  scheint. 
—  Die  zur  umgekehrten  Aufgabe  dienenden  Formeln  2  und  4  folgen  eben- 
falls aus  7,  indem  man  sich  zur  Bestimmung  von  /  und  9  von  D  aus  Senk- 
rechte auf  A  C  und  A  B  gezogen  denkt  —  Fflr  6  und  6  genfigt  wohl  die  im 
Texte  gegebene  Andeutung. 

SS4«  Die  sog.  TnaOgnlatiODen.  Verbindet  man  eine  Reibe  von 
Puncten  unter  einander  und  mit  einer  genau  gemessenen  Basis  durch 
eine  Kette  von  Dreiecken  oder  ein  sog.  Dreleck8netZ9  so  kann 
man  aus  den  Winkebi  dieser  Dreiecke  durch  Berechnung  die  Distanz 
irgend  zweier  dieser  Puncte  und  die  Coordinaten  sämmtlicher  Puncte, 
folglich  die  schönste  Controle  für  eine  Detailaufnahme  erhalten. 
Meistens  werden  die  Coordinaten  auf  einen  der  Puncte  und  seinen 
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Meridian   bezogen,   und  dafür  nach  330  oder  344  das  Azimuth  w 
einer  ersten  Seite  bestimmt;  dann  hat  man  einerseits  (s.  Fig.) 
X  =  a  Cos  w      Xj  =  X  —  a|  Cos  Wi       X2  =  Xj  +  a2  Cos  W2   etc. 
y  =  a  Sin  w       yi  =  y  —  «i  Sin  Wi        ya  ==  yi  +  ^2  Sin  W2    etc. 


W2  =  WiH-(a3  +  a4)  — 180*  etc. 


a|  Sin  a^ 

SL2        Sin  «4 


etc. 


wi  =  w  —  (a,  +  02)  +  180» 
während  anderseits 

a   Sin  ai 

a|        Sin  £«2 
also  durch  Multiplication 

Sin  02  •  Sin  04 . . .  Sin  a^^ 
Sin  a| .  Sin  ^3  . . .  Sin  €^20—1 
Ans  der  ersten  Proportion  4  folgt  durch  Differentation 

Sina2 


1 


a»  «=  a 


d  a|  =s  d  a . 


Sin 


«1 


ai  (Ctg  «1 .  d  aj  —  Ctg  02 .  d  «2)  Sin  1"     6 


und  man  hat  daher  bei  ^leiner  Triangulation  auf  möglichst  gleich- 
seitige Dreiecke  zu  sehen,  damit  der  Fehler  in  der  Längenmessung 
sich  nicht  multiplicire  und  die  Fehler  in  der  Winkelmessung  sich  nahe 
aufheben.  Aus  5  aber  folgt,  wenn  A  a  den  mittlem  Fehler  der  Winkel 
und  Aft?  Aa»  die  Fehler  der  ersten  und  letzten  Seite  bezeichnen, 


—  +  a„  Sin  1"  (Ctg  aj  —  Ctg  «2  +  • . .)  A  « 

a 


Aftn  =  + A  a. 
oder  durch  Quadriren  und  Weglassen  der  Glieder  mit  + 

A  a„ 2  =  a„2 r A_j!-  +  A  a^  Sin^  1"  .  2 Ctg« al  8 

Setzt  man  A  «  =  0,  so  wird  A  a«  =  a»  .  A  &  ^  a?  d.  h.  es  ist  Aa^  dem 
Fehler  der  Basis  und  dem  Verhältniss  der  zu  bestinmienden  Länge 
zur  Basis  proportional.  Setzt  man  A  a  =  0,  so  wird  nahe  A  a«  = 
an  Ctg  a .  A  a .  Sin  1" .  V2iß,  d.  h.  es  ist  A  a«  dem  Fehler  der  Winkel 
und  der  Wurzel  aus  der  Anzahl  der  Verbindungsdreiecke  proportional. 

Eine  erste  Andeutung  einer  Triangulation  findet  man  schon  in  der  von 
Sebastian  Mfinster  (Ingelheim  1480  —  Basel  1652;  Professor  der  hebräischen 
Sprache  in  Basel;  s.  Bd.  2  meiner  Biographieen)  herausgegebenen  „Cosmo- 
graphia.  Bscfareibung  aller  Lender.  Basel  1644  in  fol.  (auch  später  wieder- 
holt, und  ebenso  eine  Menge 
lateinischer,  fransösischer,  ita- 
lienischer, englischer,  etc.  Aus- 
gaben)^. Er  orientirt  nämlich 
an  Einem  dreier,  nach  ihrer 
gegenseitigen  Lage  su  bestim- 
mender Puncte  mit  Hülfe  eines 
Compasses  einen  getheilten 
Kreis,  und  bestimmt  von  demselben  aus  die  Abweichungen  der  beiden  andern 
Puncte  von  der  Mittagslinie;  dann  sieht  er,  wie  viele  Stunden  er  „su  fuss  oder 
EU  ross^  brauche,  um  von  diesem  ersten  Puncte  su  einem  der  beiden  andern  zu 
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kommen,  verwandelt  seinen  „fussgang  oder  ritt  zu  meilen",  von  denen  16  auf 
einen  Orad  gehen,  misst  am  zweiten  Puncte  wieder  seinen  Winkel,  sucht  nnn 
durch  Construction  die  andern  Seiten  des  so  bestimmten  und  zugleich  orien- 
tirten  Dreiecks,  u.  s.  f.  Als  eines  der  ersten  Beispiele  einer  etwas  voll- 
kommenen Operation  dieser  Art  dürfte  dagegen  die  von  Snelllo«  in  dem 
217  angeführten  Werke  beschriebene  Triangulation  citirt  werden.  —  Die  For- 
meln 1—8  des  Textes  bedürfen  wohl  keiner  weitern  Ableitung;  dagegen  mag 
noch  an  einem  einfachen  Beispiele  gezeigt  werden,  wie  man  in  neuerer  Zeit 
bei  einem  Dreieeksnetze,  in  welchem  man  mehr  Elemente,  als  die  Berechnung 
wirklieh  erfordert,  gemessen  hat,  eine  sog.  Ausgleichung  derselben  vorzu- 
nehmen pflegt:  In  dem  in  106  durchgerechneten  Vierecke  wurden  eigentlich 
durch  unmittelbare  Messung  die  9  Winkel 

1)  o+«=:87  20  65,1 

2)  a  =:  48  36  11,0 

3)  /?  — i=62  41  67,8 

4)  A  =  44  27  86,0 

5)  ^^  =  44    4  46,8 

6)  a  z=  41  12  29,4 

7)  y-|-,f  =  86  17  16,1 

Na^f  ^  Eid  8)  iu  =  48  1133,6 

9)  1,-^=42  0  61,6 
bestimmt,  aus  welchen  die  in  106  gegebenen  Winkelgruppen  aßf  und  dtvt 
folgen,  wenn  man  von  jedem  der  Winkel  y,  des  TJeberschnsses  der  be- 
treffenden Gruppe  über  180<^  abzieht  Es  wurden  also,  da  zur  Bestimmung 
'eines  Vierecks  ausser  einer  Seite  (hier  a)  schon  4  Winkel  (z.  B.  a,  /?,  ^,  i) 
hinreichen.  Überflüssige  Winkel  gemessen,  welche  zu  Bedingungsgleichungen 
führen,  von  denen  drei  Arten  zu  unterscheiden  sind:  Eine  erste  Art  bezieht 
sich  auf  Bedingungen,  welche  die  an  einer  einzelnen  Station  gemessenen 
Winkel  einzugehen  haben.  So  sind  in  dem  vorliegenden  Beispiele  nicht  nur 
die  Winkel  y  und  ^,  sondern  es  ist  auch  ^-j-^  gemessen;  bezeichnet  man 
daher  die  Gorrection  eines  Winkels  mit  seiner  in  Klammern  eingeschlossenen 
Nummer,  so  hat  man  die  Bedingungsgleichung 

44»  4'  46",8  +  (6)  +  41»  12'  29",4  +  (6)  =  86»  17'  lö",l  +  (7) 
oder  —  1,1  =  (6)  +  (6)  —  (7)  9 

Eine  Bweite  Art  beruht  auf  der  Winkelsumme  180®  -f  2  e  des  Dreiecks,  wo 
nach  188  und  876,  wenn  F  in  Quadratmetern  ausgedrückt  ist, 

^  ^  =  rtStol"  =  ^""  ^^"'^ ^  -  ®'^®^^^ 
So  ergibt  sich  in  unserm  Beispiele  für  Dreieck  WNR  nach  den  Daten  in  106 

2  e  =  Num  (8,9698  —  8,2988)  =  4",7 
also  die  Bedingungsgleichung 

870  20'  66",1  +  (1)  +  440  27'  86",0  +  (4)  +  48»  11'  33",6  +  (8)  =  180»  +  4",7 
oder  +  0,1  =  (1)  +  (4)  +  (8)  lO 

In  Ähnlicher  Weise  erhält  man  für  Dreieck  WRL  den  Excess  4",8  und  die 
BedingungsgleichuDg 

+  0,8  =  (3)  +  (7)  +  (9)  II 

ebenso  für  Dreieck  NWL  den  Excess  4",6  und  die  Bedingungsgleichung 

+  0,8  =  (1)  -  (2)  +  (8)  +  (4)  +  (6)  19 

Das  vierte  Dreieck  NLR  gibt  dagegen  offenbar,  als  durch  die  andern  bedingt, 
keine  neue  Bedingungsgleichung.  Eine  dritte  Art  endlich  beruht  auf  Dof  pel- 
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bereohnoiig  derBelben  Seite,  sei  es  durch  verschiedene  Combination  von  Drei- 
ecken, sei  es  aus  verschiedenen  bekannten  Seiten  oder  gar  Grundlinien.  So 
folgt  in  unserm  Beispiele  einerseits  ans  Dreieck  NWL  und  anderseits  aua 
der  Dreieckfolge  N  W  R  und  N  R  L 

SinÄ  ^  ^  Bin«  Sin A.  Sin« 

t|  =  a.  -,,   '^  und  t,^v.-- — J-^a.-r; s; — 1- 

^  Biny  ^  Öind  Bin /».Bind 

also  muss,  da  fCtr  richtige  Winkel  t|  =  t,  werden  muss, 

Sinr/?-A  +  (8)  +  ^  +  W]Sin[d  +  W]8to^+(8)] 
-  Sin  [A  +  (4)]  Bin  [/  +  (Ö)]  Bin  [^  +  (8)  +,  — ^  +  (9)] 

sein.  Logarithmiren  wir  diese  Gleichung,  und  bedenken,  dass,  sobald  ^x 
klein  ist,  nach  60,  57  und  49 

logSin(x+Ax)  =  logSinx+^^^^^55?^.Ax=:logSinx+M.Sinl".Ctgx.Ax 

gesetet  werden  kann,  wo  M  =  0,4342945  den  Modulns  der  gemeinen  Loga- 
rithmen bezeichnet  oder  log (M. Sin  l'O  =498238592  ist,  so  erhalten  wir 

log  Sin  X  +  log  Sin  y  +  log  Sin  i|  —  log  Sin  /J  —  log  Sin  d  —  log  Sin  ^  = 

=  M.Sinl"r(3)Ctg/?+(4)(Ctg/?— CtgX)  — (5)Ctgy  +  (6)Clgd+l 
L+(8)(Ctg^-Ctgi,)-(9)Ctgi,  J 

oder  also  mit  Benutzung  der  obigen  Daten,  wenn  alle  Glieder  mit  10000000 

multiplicirt  werden,  noch  die  neue  Bedingungsgleichung 

98  =  —  8 .  (8)  —  24 .  (4)  —  22 .  (5)  +  24 .  (6)  + 19  .  (8)  —  0  .  (9)  IS 

Die  5  Bedingungsgleichungen  9—13,  welche  alle  die  Form 

a|  X  +  hl  y  +  Cj «  + :=m^  14 

haben,  können  nun  nach  den  in  210  entwickelten  Grundsätzen  zur  Bestimmung 

der  wahrscheinlichsten  Werthe  von  x,  y,  z,...  benutzt  werden;   da  jedoch 

ihre  Anzahl  kleiner  ist  als  die  der  Unbekannten,   so  wird  die  Lösung  auf 

diesem  Wege  eine  relativ  sehr  mühsame,  l&sst  sich  dagegen  bei  Benutzung 

eines  von  Ganss  angedeuteten  Fussweges  bedeutend  abkürzen:  Da  h&mlich 

die  X,  y,  z,...  Fehler  sind,  also  x*-f-y*-f''*H~*  *«  n&ch  der  Methode  der 

kleinsten  Quadrate  ein  Minimum  werden  muss,  so  hat  man 

x.dx-j-y.dy  +  z.dz  + ^0  IS 

während  nach  14 

a^dx  +  hi  dy +  €idz  + ^0  16 

Multiplicirt  man  nun  jede  der  Gleichungen  16  mit  einem  unbestimmten  Factor 
k,  und  addirt  die  Producte,  so  erhält  man  mit  Hfilfe  von  15  die  identische 
Gleichung 

2'Äk.dx  +  2'^l^'dy  +  2'ck.dz  +  ..  .:=xdx  +  ydy4-»dz  +  ... 
welche  für  jeden  Werth  von  dx,  dy,  dz,...  bestehen  muss,  also  die  Gleich- 
heiten 

x  =  i:ak  y  =  i:bk  z  =  j:ck    ...  t% 

bedingt  Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  14,  so  erhält  man  ebensoviele 
Gleichungen  der  Form 

(ai«  +  bi«  +  ...)lq  +  (aia,  +  bib,  +  ...)kf+--  =  mi  W 

als  Unbekannte  k  vorhanden  sind,   —  kann  also  aus  diesen  die  k  oder  die 

sog.  Correlaten  von  Gauss,  und  sodann  endlich  aus  den  17  die  x,  y,... 

berechnen.    Wenden  wir  dieses  Verfahren  auf  unsere  9 — 13  an,  so  erhalten 

wir  entsprechend  den  17 

(l)  =  k,  +  k,  (2)  =  -k4  (3)  =  k,  +  k4~3k5 

(4)  =  k,  +  k4-24k5  (5)  =  k,  +  k4-22k5  (6)  =  ki  +  24k5  19 

(7)  =  -ki  +  k,  (8)  =  k,+  19k,  (9)  =  k, 
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und  entsprechend  den  18 

—  l,l  =  8ki 
0,1=  3k,+    k,+      k4- 

-  0,8=    kl  -8k,-      k4  + 
0,8=    k,+2k,  +  2k,+  4k4- 

98,0  =  2ki— 6  k,  — 8  k,  —  49k4  +  2006k5 
AuB  letstern  5  Oleichangen  ergeben  eich 

k4  =  — 1,621      k,=  — 0,266      k,=  — 0,918      k4  =  + 2,838      k,  =+0,105 
und  damit  nach  19  die  Correctionen 

(1)=— 1,178      (2)  =  — 2,838      (8)=+l,106      (4)  =— 0,462      (6)  =  — 1,498 
(6)  =  +  0,999      (7)  =  +  0,608      (8)  =  +  1,780      (9)=  — 0,918 

welche  in  der  That  einerseits  In  den  richtigen  Grenzen  bleiben,  indem  noch 
der  benutete  Mittelwerth  des  meist-gemessenen  Winkels  tj  —  ft  die  Unsicher- 
heit ±1^,10  hat,  —  und  anderseits  den  6  BedlngUDgsgleichnngen  9—18  in 
bester  Welse  genfigen,  da  sie  für  die  Seite  rechts  derselben 

—  1,107  +0,100  +0,800  +0,810  +97,886 
ergeben,  während  die  Seite  links 

—  1,1  +0,1  +0,8  +0,8  +98 

ist  —  Legt  man  die  erhaltenen  Correctionen  den  gemessenen  Winkeln  bei,  — 
stellt  aus  den  so  erhaltenen  Werthen  fOr  die  Dreiecke  NWL,  NWR  und 
NRL  die  Winkel  zusammen,  und  vertheilt  die  Excesse  nach  der  bekannten 
Regel  189:8  auf  die  einzelnen  Winkel,  so  erhält  man,  wenn  noch  zur  Ver- 
gleichung  die  Secunden  der  früher  benutzten  unausgeglichenen  und  der  ent- 
sprechend behandelten  Winkel  des  damals  nicht  benutzten  Dreiecks  NWR 
beigeschrieben  werden: 


tt 


ii 


«+  i  =  87  20  68,9 

c  =  48  86    8,7 

/}— A  =  62  41  58,4 

A  =  44  27  86,5 

^  =  44    4  45,8 

J  =  41  12  80,4 

y+ J  =  85  17  16,7 

^  =  48  11  86.2 

ij  — /*  =  42    0  60,7 

Nach  106  war 

a  =  44656'°,29 
log  a  =  4,6488992 


ANWL: 


o  =  88  46  46,2 
/9=  97  9  83,9 
/  =   44    4  46,8 


180    0    4,4 

ANWR:  «+«=  87  20  58,9 

;i=   44  27  85,5 
^=   48  11  36,2 


II 


II 


43,7 
32,6 
43,8 


anstatt 


ANRL: 


180    0    4,6 

€=  48  85  8,7 
d=  41  12  30,4 
1}  =   90  12  25,9 


0,0 

62,3 
34,0 
88,7 


anstatt 


180    0    6,0 


0,0 

7,0 
28,7 
24,8 


anstatt 


42,7 
81,9 

46,4 

• 

68,7 
34,4 
31,9 

9,2 
27,6 
23,2 


0,0 


Nach  den  oben  aufgestellten  Formeln  fOr  die  beiden  t  ergeben  sich  nun  mit 
den  ausgeglichenen  Winkeln  die  Übereinstimmenden  Werthe 

log  t|  =  4,8031110  log  t,  =  4,8081112 

während  ans  den  unausgeglichenen  Winkeln  die  merklich  düferlrenden  Werthe 

log  ti  =  4,8031077  log  t,  =  4,8081181 

folgen.  Es  hat  also  wirklich  die  Ausgleichung  einen  nicht  unerheblichen 
Gewinn  erzieh;  aber  dabei  ist  auch  theils  der  relativ  grosse  Zeitaufwand 
nicht  zu  übersehen,  —  theils  zu  bedenken,  dass,  wenn  den  ans  1  und  2 
Dreiecken  mittelst  den  unausgeglichenen  Winkeln  erhaltenen  Werthen  die 
Gewichte  2  und  1  beigelegt  werden,  ihr  Mittel  gerade  auch  logt  =  4,8081112 
ergibt 
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9Vtm  Die  ■eiurang  der  HShenwiokeL  Um  mit  einem  Theodoliten 
Höhenwinkel  oder  Zenithdistanzen  messen  zu  können,  ist  entweder 
(yergl.  226)  am  Femrohr  nach  seiner  Längenrichtong  eine  Libelle 
angehängt,  um  es  horizontal  stellen  und  so  direct  den  Winkel  einer 
Oesichtslinie  mit  der  Horizontalen  messen  zu  können,  —  oder  es 
lässt  sich,  wie  namentlich  beim  astronomischen  Theodoliten,  das 
Femrohr  durchschlagen,  und  so  in  zwei  um  180^  verschiedenen 
Stellungen  des  Horizontalkreises  auf  denselben  Gegenstand  einstellen, 
wo  nun  die  halbe  Summe  der  Ablesungen  am  Höhenkreise  den 
Zenithpunct,  die  halbe  Differenz  die  Zenithdistanz  gibt  —  Bei  dem 
Spiegelsextanten  misst  man  den  der  doppelten  Höhe  gleichen  Winkel 
zwischen  einem  Gegenstande  und  seinem  Spiegelbilde  in  einem 
Quecksilber-  oder  Spiegelhorizonte.  —  Aus  dem  Höhenwinkel  a 
kann  man  bei  kleiner  Horizontaldistanz  b  die  Höhe  nach  h  =  b .  Tg  a 
berechnen,  —  während  bei  grösserer  sowohl  der  Depression  des 
Horizontes  (378),  als  der  terrestrischen  Refraction  (390)  Rechnung 
getragen  werden  muss,  wenn  diese  sog.  trlgonometrtocbe  HShen« 
meMung  wesentlich  besser  als  die  barometrische  (275),  oder  gar 
mit  einem  Nivellement  (226)  vergleichbar  sein  soll. 

Ist  A  ein  Gegenstand,  B  sein  BUd  in  einem  horisontalen  Spiegel  C,  h  die 
f.  Höhe   des  Auges  über  diesem  Letstern,   d  die 

l^v;;^-----^,.^^^^^^  Horizontaldisianx  des  Anges  von  A  und  B,  ß  der 

[...~^^s,™-4™rr!:rjp^  Elevationswinkel  von  A,  o  der  Depressionswinkel 

i            ^^otv^^.<öc^  '^     ^^°  ®»  ™"^  *  ^*®  Höhe  von  A  über  der  Bpiegd* 
!         "q^it'Jj  ebene,  so  hat  man 

B  Tg„-Tg/J  =  i- 

oder  nach  leichter  Reduetion 

Sin  (a  —  ß)  =  —T- '  Cos  a .  Cos  ß  1 

und  somit 

^_  «  +  /g        a~/g_  a  +  ß        1   A,«Q««_?hCo8oCo8^ 
P-—2 r"-""2 yArcSin j 

oder  nahe 

Es  geht  hierans  hervor,  dass  für  einen  etwas  entlegenen  Gegenstand  wirklich 
der  Winkel  swischen  ihm  nnd  seinem  Bilde  in  einem  horisontalen  Spiegel 
statt  seinem  doppelten  Höhenwinkel  gesetzt  werden  kann.  —  Bei  Anwendung 
des  Sextanten  auf  dem  Meere,  wo  nattirlich  von  der  Anwendung  eines 
Spiegels  oder  von  einem  sog.  kfinsttlchen  Hoiisont  keine  Rede  sein  kann, 
wird  der  Winkelahetand  von  dem  durch  die  scheinbare  Meeresgrense  be- 
stimmten sog.  scheinbareii  Horlsont  gemessen,  der  dann  aber  nm  die 
sog.  Kimmtiefe  (vergl.  878)  vermindert  werden  muss,  um  die  Höhe  tu 
erhalten.  —  Noch  mag  angefahrt  werden,  dass  man  in  Mherer  Zeit  zum 
Messen  der  Höhenwinkel  oder  Zenithdistancen  noch  eine  ganze  Reihe  von 
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Instrumenten  constniirte.  Gans  besonders  beliebt  war  lange  das  von  Purbach 

erfundene  sog.  Q,uadratuiii  geometrl- 

eum»  dessen  eine  Seite  mittelst  einem  in 
a  aufgehängten  Lothe  1  vertical  gestellt 
wurde,  während  zwei  andere  Seiten,  über 
welche  sich  der  um  b  drehbare  Diopter- 
lineal bc  bewegte,  je  in  12  Haupttheile 
(Hunderter)  und  jeder  von  diesen  noch  in 
10  kleine  Theile  (Zehner)  getheilt  waren. 
Aus  der  einer  Yisur  entsprechenden  Ab- 
lesung a  am  Lata«  rectus  oder  ß  am 
Latus  TersuB»  konnte  sodann  die  Zenith- 
distanz  nach  der  Formel 

*  1200  ß 

oder  zur  Zeit  von  Purbach,  wo  man  erst  Sinustafeln  besass,  nach  der  Formel 

Q,  Tgz  a  1200  - 

81nz;=: — ====r-=: —  — -^ —  — ^  4 

]/l+Tg«z  ]/l200*  +  a«  yUOO^  +  ß* 
berechnet  werden.  —  Für  einige  andere  solche  Winkel-Instrumente  älterer 
Zeit  mit  Geradtheilung  auf  die  Astronomie  verweisend,  mag  zum  Schlüsse 
noch  der  von  Brander  in  seiner  Schrift  „Die  neue  Art  Winkel  zu  messen. 
Augsburg  1772  in  8.^  beschriebene  „amphidioptrische^  Goniometer  in  Form 
eines  Proportionalzirkels,  als  ein  Curiosiun  ähnlicher  Art  aus  neuerer  Zeit 
dtirt  werden. 

S26«  Das  Hivellirinstnillieilt.  Speciell  zum  Nivelliren  oder  zum 
Bestimmen  kleiner  Höhendifferenzen  wendet  man  ausser  der  Eanal- 
waage  (268)  ein  auf  einem  Pjramidalstatiy  ruhendes  Fernrohr  mit 
Längslibelle  an.  Spielt  die  Libelle  ein,  so  soll  die  Yisur  horizontal 
sein;  gesetzt  aber,  letztere  habe  noch  eine  Elevation,  so  wird  sie, 
wenn  das  Instrument  in  a  und  eine  Messlatte  (Mire)  in  einem  um  h 
tiefern  Puncte  b  aufgestellt  wird ,  die  Messlatte  in  li  =  x  -[-  ii  -[-  h 
treffen ,  wo  i|  die  Höhe  des  Oculars  über  a  und  x  den  durch  jene 
Elevation  verursachten  Fehler  bezeichnet.  Wechselt  man  Instrument 
und  Messlatte,  so  erhält  man  l2  =  x-[-i2  —  h,  und  es  ergeben  sich 

21i  =  l,_l,_(i,_i2)  2 X  =  1,  4- 12 - (ii -[- i2) 

Ist  X  gehoben,  so  kann  man  die  Höhendifferenz  zweier  Puncte  ein- 
facher bestimmen,  indem  man  das  Instrument  zwischen  ihnen  auf- 
stellt, für  beide  Puncte  die  Latthöhe  abliest,  und  ihre  Differenz 
nimmt 

Vor  und  noch  einige  Zeit  nach  Erfindung  der  Röhrenlibelle,  welche  trotz 

ihrer  Einfachheit  und  Sicherheit  gar  nicht  so  rasch  als 
man  hätte  denken  sollen,  in  allgemeinen  Gebrauch  kam, 
wurden  aUe  möglichen,  und  mitunter  sehr  complicir- 
ten  Maschinen  zum  NiveUlren  in  Vorschlag  gebracht, 
worüber  z.  B.  die  ältesten  Bände  der  Pariser-Memoiren 
und  auch  das  von  La  Hire  nach  des  Verfassers  Tode 
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herausgegebene  Werkchen  ,,Plcard»  Traitö  du  nivellement  Paris  1684  in  12, 
(Deutsch  mit  Zusätzen  von  Lambert,  Berlin  1770  in  8.)^  nachzusehen.  Fflr 
die  neuere  Nivellirkunst  vergleiche,  ausser  den  vielen  in  211  und  seither  ge* 
nannten  Gesammtwerken  üher  praktische  Geometrie,  z.  B.  „Friedrich  Melnert 
(GöUschau  in  Schlesien  1767  —  Schweidnitz  1828;  erst  Professor  der  Philo- 
sophie in  Halle,  dann  der  Fortification  in  Berlin),  Anweisung  zum  Nivelliren 
und  Profillren.  Halle  1790  in  8.,  —  David  Gllly  (Schwedt  1748  —  Berlin 
1808;  Ober-Baurath  in  Berlin),  Praktische  Anweisung  zur  Anwendung  des 
Nivellirens.  Berlin  1801  in  8.  (2.  A.  1805),  —  IVettO»  Praktische  Anweisung 
zum  Nivelliren.  Berlin  1826  in  8.,  —  Ferdinand  von  IMUtis»  Ingenieur:  Das 
Nivellement  mit  einem  neu  erfundenen  Instrumente.  Wien  1831  in  4.;  —  Carl 
Reinhold»  Anweisung  zum  praktisch  richtigen  Nivelliren,  bestehend  In  Be- 
schreibung und  Abbildung  eines  verbesserten  Nivellirinstrumentes.  Berlin  1844 
in  4.  (Auch  Crelle's  Journal  für  Baukunst  Bd.  20),  —  Simon  Stampfer 
(Windisch-Matrey  1792;  Professor  der  praktischen  Geometrie  in  Wien),  Theo- 
retische und  praktische  Anleitung  zum  Nivelliren.  Wien  1845  in  8.  (6.  A.  von 
Herr  1869),  —  etc.^  —  Mit  welcher  Genauigkeit  man  jetzt  nivelliren  kann, 
zeigt  unter  Anderm  das  begonnene  „Nivellement  de  pr^clsion  de  la  Suisse*^, 
ftir  welches  Emil  Kern  (Aarau  1830;  Mechaniker  in  Aarau)  vorzügliche 
Instrumente  geliefert  hat 


Die  Mechanik. 


La  Vera  fede  non  S  otlile  alla  tcienza.  ma  ambe- 
due  gono  raggi  di  un  mede»imo  toie  destinati 
ad  illutninare  nella  via  delfa  veritd  le  nottre 
eieche  e  deboli  inlelligenze. 

(Seechi.) 


XXIII.  Die  reine  Statik. 


SSV«  Torbegriffe.  Jede  Bewegung  erfordert  Zelt^  und  jede  Ver- 
änderung eines  Bewegungszustandes  eine  Ursaclie,  eine  sog.  Kraft^ 
die  nach  Angriffspunet,  Ghrösse  und  Richtung  zu  bestimmen  ist 
Wirken  mehrere  Kräfte  zugleich,  so  heissen  sie  Componenten^ 
—  eine  sie  ersetzende  einzelne  Kraft  nennt  man  Re8altante9  und 
ist  Letztere  KuU,  so  sagt  man/  die  Kräfte  stehen  im  Glelcli" 
gewichte«  Die  Lehre  vom  Gleichgewichte  nennt  man  Statik^  die 
Lehre  von  der  Bewegung  Dynamik^  beide  zusammen  HI ecbanlk* 
Die  Mechanik  soll  übrigens  (s.  1)  hier  nur  insoweit  behandelt  werden, 
als  sie  eine  rein  mathematische  Disciplin  ist;  für  die  Mechanik  des 
materiellen  und  schweren  Punctes,  für  die  sog.  einfachen  Maschinen, 
etc.,  ist  auf  den  von  der  Physik  handelnden  Abschnitt  zu  verweisen. 

FOr  die  Mechanik  können  folgende  Werke  verglicben  werden :  „Varl^on* 
Projet  d'une  nouvelle  möcanique.  Paris  1687  in  4.  (2  öd.  1725,  2  Vol.),  — 
Jakob  Hermann  (Basel  1678  —  Basel  1738;  Professor  der  Mathematik  zu 
Padua,  Frankfurt  a.  O.  und  Petersburg,  zuletzt  der  Moralphilosophie  in  Basel), 
Phoronomia.  Amstelodami  1716  in  4.,  —  Ealer»  Mechanica.  Petrop.  1736, 
2  Vol.  in  4.  (Deutsch  von  Wolfer»8,  Greifswalde  1848—1853,  8  Bde.  in  8.), 
tind:  Theoria  motus  corporum  solidorum  et  rigidorum.  Rostochii  1765  in  4., 
—  d'Alembert»  Trait^  de  dynamique.  Paris  1743  in  4.  (Nonv.  6d.  1758),  — 
Lagrange»  Möcanique  analytique.  Paris  1788  in  4.  (3  öd.  par  Bertrand  1853, 
2  Vol.),  —  Job.  Albert  Ejrtelweln  (Frankfurt  a.  M.  1764  —  Berlin  1848; 
Ober-Landesbau-Director  und  Mitglied  der  Academie  in  Berlin;  vergl.  Lobrede 
von  Encke  in  Berl.  Abb.  1840),  Handbuch  der  Mechanik  fester  Körper  und 
der  Hydraulik.  Berlin  1801  in  8.  (3.  A.  von  Forstner,  Leipzig  1842),  und: 
Handbuch  der  Statik  fester  Körper.  Berlin  1808,  3  Bde.  in  8.,  —  Poineot, 
Elements  de  statique.  Paris  1804  in  8.  (0  öd.  1848),  —  Giuseppe  Venturell 
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(Bologna  1768  —  Bologna  1846;  Professor  der  Mathematik  zu.  Bologna),  Ele- 
menti  dl  Meccanica.  Bologna  1806—1807,  2  Vol.  in  8.  (7  ed.  Milano  1846—1847), 
—  PoisBOn,  Traitö  de  m^canique.  Paris  1811,  2  Vol.  in  8.  (2  ^d.  1888;  dentsch 
von  E.  Schmidt,  Stuttgart  1825—1826),  —  Whewell»  A  treatise  on  dyna- 
mics.  Cambridge  1823  in  8.  (7.  ed.  1847),  —  Moblus»  Lehrbnch  der  Statik. 
Leipzig  1887,  2  Bde.  in  8.,  —  IVaTler»  R^snmö  des  le^ons  de  micaniqne 
donn^es  h  T^cole  polytechnique.   Paris  1841  in  8.    (Deutsch  von  L.  Meyer, 
Hannover  1855),  —  Weisbach»  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik.  Braun- 
schvireig  1845—1860,   3  Bde.  in  8.  (4.  A.  1862),   —   Duhamel»   Cours  de 
m^canique.   Paris  1845—1846,  2  Vol.  in  8.  (2  6d.  1853 — 1854;   deutsch  von 
Wagner,  Braunschweig  1853),  —  Jakob  Philipp  Kolik  (Lemberg  1793;  Pro- 
fessor der  Mathematik  zu  Gratz  und  Prag),  Höhere  Mechanik.  Leipzig  1846 
in  8.,  —  Joseph  Wolfgang  von  Deschwanden  (Stanz  1819  —  Zürich  1866; 
Professor  der  darstellenden  Geometrie  am  schv^eiz.  Polytechnikum),  Abriss 
der  Mechanik.   Zürich  1848  in  8.,  —  Otta^ano  Fabrizio  Mossotti  (Kovara 
1791;  Professor  der  Mathematik,  Physik  und  Astronomie  zu  Pisa),  Lezioni 
di  meccanica  rationale.  Firenze  1860  in  8.,  —  Jakob  Ferdinand  Redtenbaeher 
(Steyer  1809  —  Carlsruhe  1863;  Professor  der  Mechanik  in  Zürich  und  Carls- 
ruhe), Prinzipien  der  Mechanik.  Mannheim  1852  in  8.  (2.  A.  1859),  —  Jnllieil» 
Problömes  de  m^canique.   Paris  1855,  2  Vol.  in  8.,  —  Charles-Eugene  De- 
launay  (Luslgny  im  D^p.  Aube  1816 ;  Professor  der  Mathematik  und  MitgUed 
der  Academie  in  Paris),  Trait^  de  möcanique  rationelle.  Paris  1856  in  8.,  — 
Sehellbaeh*  Neue  Elemente  der  Mechanik.   BerUn  1860  in  8.,  —  Stnrin* 
Cours   de  m^canique.   Paris  1861,  2  Vol.  in  8.   (Ouvr.  posth.  publ.  par  Eug. 
Prouhet),  —  Carl  Heinrich  Alexander  Holtsmaim  (Carlsruhe  1811;  Professor 
der  Mathematik  zu  Carlsruhe,  der  Mechanik  zu  Stuttgart),  Lehrbuch  der  theo- 
retischen Mechanik.   Stuttgart  1861  Iq  8.),  —  FInck*   Möcanique  rationelle. 
Strasbourg  1864—1865,   3   Part,   in   8.,  —  Jacques -Edmond -Emile   Bonr 
(Gray-en-Franche-Comt6  1832  —  Paris  1866;  Professor  der  Mechanik  in 
Paris),    Cours   de   m^canique   et  machlnes  profess^  &  l'^cole  polytechnique. 
Fase.  1—2.  Paris  1865—1868  in  8.,  —  Jaeobi»  Vorlesungen  über  Dynamik. 
Berlin   1866  in  4.   (Nach  seinem  Tode  herausgegeben  von  A.  Clebsch.)>  — 
A.  Fuhrmann*  Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik.  I.  Leipzig  1867  in 
8.,  —  IMoigno*  Legons  de  m^canique.  Vol.  1.  Paris  1868  in  8.,  —  etc." 

S28.  Das  sog.  Kraftenparallelogramm.  Zwei  Kräfte,  welche,  in 

entgengesetzter  Richtung  an  einem  Puncte  angebracht,  sich  Gleich- 
gewicht halten,  heissen  gleicil)  fügt  man  daher  Kräften  eine  ihrer 
Resultante  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Kraft  bei,  die  sog.  Gegen- 
re8altante9  so  ist  Gleichgewicht.  —  Der  Angriffspunct  einer  Kraft 
darf  in  ihrer  Richtung  verlegt  werden,  vorausgesetzt,  der  neue  An- 
griffspunct sei  mit  dem  alten  starr  verbunden.  —  Die  Resultante 
von  Kräften,  welche  nach  einer  Geraden  wirken,  ist  gleich  ihrer 
algebraischen  Summe.  —  Die  Resultante  zweier  gleichen  Kräfte 
halbirt  nothwendig  ihren  Winkel;  folglich  steht  ein  Rhombus  im 
Gleichgewichte,  wenn  man  an  zwei  Gegenecken  desselben  je  zwei 
gleiche,  nach  den  Seiten  wirkende  Kräfte  anbringt  —  Theilt  man 
die  Seiten  eines  Parallelogrammes  im  Verhältnisse  ihrer  Länge,  und 
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Terbindet  die  entepreclieQdeQ  Theilpnncte  der  Qegenaeiten ,  eo  zer- 
fällt es  in  Rhomben.  Bringt  man  nun  an  je  zwei  entsprechenden 
Gegeaecken  jedes  dieser  Rhomben  gleiche  Kräfte  an,  so  besteht 
einetseita  Gleichgewicht;  aaderseits  heben  sich  alle  Kräfte  im  Innern 
auf,  and  die  längs  den  Seiten  des  Parallelogrammes  wirkenden 
Kräfte  lassen  eich  anf  zwei  Paare  von  Kräften  redaciren,  welche  an 
zwei  G^genecken  wirken  and  im  YcrhältniBse  der  Seiten  stehen. 
Die  ResaltaDten  dieser  Paare  müssen  einerseits  gleich  sein,  ander- 
seits im  Gleichgewichte  stehen,  also  nach  der  Diagonale  wirken, 
and  diese  fällt  offenbar  mit  der  Diagonale  dei  von  einem  der  Kräf- 
tenpaare bestimmten  Parallelogrammes  zasammen,  so  dasa  diese  die 
Btchtang  der  Resaltante  darstellt.  —  Sind  drei  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte, so  mnss  jede  derselben  die  Gegenresaltante  der  beiden 
andern  sein ,  d.  h.  mit  der  Diagonale  ihres  Parallelogrammes  eine 
Gerade  bilden,  —  was  nur  eintrifft,  wenn  jede  der  Kräfte  gleich 
der  Diagonale  des  Parallelogrammes  der  beiden  andern  ist.  —  Die 
Resaltante  R  zweier  aaf  einen  Pnnct  wirkenden  Kräfte  P  und  Q 
fällt  somit  der  Richtung  and  Grösse  nach  mit  der  Diagonale  des 
von   ihnen  bestimmten  Parallelogrammes   zusammen,   nnd  man  bat 

(103,  104) 

P :  Q :  R  =  Sin  («  —  9?) :  Sin  y :  Sin  o  1 

R2  =  p2_|_Q2^2PQC0Sa  9 

„  Q .  Sin  o  q  Sin  a  Q     • 

Ist  speciell  «  -=  90",  so  wird  

Tg9)  =  q  R=  Vpa  +  Q2  =  P.Sec9»  4 

and  zwar,  wenn  q«s=:l,  sehr  annähernd  (nach  43)  R  =  P-(--^Q 
oder  nach  Ponoelet  R  =  0,96 .  P  +  0,40 .  Q. 

Dem  Im  Texte  gegebenen  BeweUe,  dass  die  RcHnltlrende  xweler  KrSfte 
der  Richtung  Bach  mit  der  Diagonale  des  von 
Urnen  bestlmniten  Parallelogrammes  ineammeD- 
falleo  muBs,  ist  büchstens  beiEnfllgen,  dass  ich  fho 
schon  vor  circa  SO  Jahren  einem  von'4tttefa«yIa 
(vergl.  Correep.  de  l'äcole  polyt.,  Paris  1808) 
veröffentlichten,  nachbildete,  —  und  anoh  die 
*a  Sohlnsse  des  Textes  gegebenen  Formeln  bedDrfen  wold  keiner  weitem 
Ableitung.  Dagegen  d&rfte  es  nicht 
muweckm&salg  Bein ,  den  Im  Texte 
gegebenen  Beweis ,  dasa  die  Diago- 
nale auch  der  OrSsae  nach  die  Re- 
snltirende  darstellt,  etnae  welter  ausEU- 
flUiren :  Tat  die  in  Verl&ngemng  der  Dia- 
gonale a  c  liegende  Kraft  R  die  Oegen- 
resnltante  von  P  nnd  Q,  so  sind  die 
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Kräfte  P,  Q,  R  im  Oleichgewicht,  —  also  muBS  P  in  der  Richtung  der  Dia- 
gonale ae  liegen;  dann  sind  aber  die  Dreiecke  aef  und  abc  congruent,  da 
sie  ef^ad  =  bc  und  die  Winkel  a  und  ß  als  Scheitelwinkel  und  Wechsel- 
winkel von  Parallelen  gleich  haben;  also  ist  R:=af^ac,  w.  z.  b.  w.  —  Von 
den  verschiedenen  Wegen,  auf  welchen  der  Beweis  des  so  aiemlich  gleich- 
zeitig von  Newton  in  seinen  Principien  (A.  1687,  pag.  18—16)  ausgesprochenen 
und  von  Varl^on  in  seinpm  Werke  (s.  227)  als  Princip  in  die  Mechanik 
eingeführten  Kräftenparallelogrammes  versucht  worden  ist,  und  von  denen 
der  durch  Daniel  Bernoulli  im  ersten  Bande  der  Petersburger  Gommentarien 
gegebene  als  der  erste  strenge  angesehen  wird,  hat  der  folgende,  von  PoIbsoo 
in  seiner  Mechanik  (s.  227)  verfolgte,  vielen  Beifall  gefunden:  Wirken  auf 
einen  Punct  A  nach  beliebigen  Richtungen  AB  und  AG  zwei  gleiche  Kr&fte 

P^^P,,  so  wird  ihre  Resultirende  R  einer- 
seits ihren  Winkel  2x  halbiren,  und  ander- 
seits zu  ihnen  in  einem  nur  von  der  Grösse 
dieses  Winkels  abhängigen  Verhältnisse  ste- 
hen, so  dass  man 

R  =  P.9(x)  B 

setzen  kann.   Entsprechend  kann  man  sich 

Pi   und  P|  als  Resultirende  je  zweier  mit 

ihnen    einen   gleichen  Winkel   y   bildenden 

gleichen  Kräfte  Qj  Q,  und  Q,  Q4  denken,  und 

P  =  Q.9(y)  6 

setzen,  —  ferner  als  Summe  der  Resultirenden  von  Q}  Q4  und  Q^  Qs 

R  =  Q.9,(x  +  y)  +  Q.9,(x-y) 
so  dass  mit  Benutzung  von  5,  6  und  60 :  2 

=^W+T^'W+Ä^''«+m^'''«+ii¥:i^^^ 

oder 

folgt.  Nun  ist  aber  fp(y)  ofTenbar  von  x  unabhängig,  also  müssen  die  Quo- 
tienten y"(x):9)(x),  9iv(x):9(x),  etc.  ebenfalls  von  x  unabhängig  oder 
constant  sein.   Setzt  man  aber  z.  B. 

L_  =  _  a«        oder  ^x«      ^^    (x)  =  -  a« .  9  (x) 


w=-— nn— =  -* — jvi— =-f-a -VW 


so  folgen 

^     ^""^~      dx*     ~      •"        dx 

^n  r   \  d«  9  (x)  .      d«  9  (x)  .  .    . 

etc. ,  und  hiefür  geht  7  mit  Hülfe  von  50 : 6  in 

9(y)«2[l r:2-+i    2.3.4  ~TT2T3T4-.5T6+"^ 

=  2.Co8ay  ft 
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fiber.   Enteprechend  ist  daher  auch 

9(x)  =  2.Ck)8ax  oder  nach  ö  R  =  2P.GoBaz  9 

Die  ReBultirende  R  mnsfl  aber  und  kann  nnr  Null  werden,  wenn  zcsOO^^ 
ist,  —  alBO  muse  a  eine  ganze  und  ungerade  Zahl  sein,  kann  aber  nicht 
8,  ö, ...  werden,  da  sonst  R  fOir  z  =  80<^,  IS^', ...  ebenfalls  Null  würde;  ea 
bleibt  also  nnr  a=:l  möglich,  so  dass  9  in 

R  =  2P.Go8x  oder  F=zy^B,.Qecz,  lO 

ttbergeht  Mit  HQlfe  dieser  letstern  Beziehung  Iftsst  sich  nun  aber  das  Kr&ften- 

parallelogramm  leicht  nachweisen:  Hat  man 
n&mlich  zwei  an  A  zu  einander  senkrecht 
wirkende  Er&fte  AG  und  AF,  —  ergänzt 
ihr  Rechteck,  —  zieht  die  Diagonale  AI, 
welche  mit  AF  den  Winkel  x  bildet,  und 
dann  noch  OH  so,  dass  sie  ebenfalls  mit 
AF  diesen  Winkel  x  einschliesst,  —  so  kann 
man  nach  10  die  Kräfte  AF  und  AG  in  je 
zwei  nach  AI  imd  GH  wirkende  Kräfte 

y,AF.Secx=%AI 
und 

V,  AG.  See (90«  — X) es  Vt  AI 
zerlegen;  es  heben  sich  also  die  Gomponenten  nach  GH  auf,  und  die  Resul- 
tirende  P  von  AG  und  AF  besteht  aus  der  AI  gleichen  Summe  der  Gompo- 
nenten nach  AI,  oder  sie  wird  der  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die 
Diagonale  dargestellt.  —  Wirken  aber  auf  A  irgend  zwei  Kräfte  P  und  Q, 
und  zerlegt  man  jede  derselben  gestützt  auf  den  so  eben  gefundenen  Satz 
nach  der  Diagonale  AB  ihres  Parallelogramm  es  und  der  dazu  Senkrechten  GD, 
—  so  sind  offenbar  die  nach  GD  wirkenden  Gomponenten  AG  und  AD 
gleich,  —  heben  sich  also ;  es  besteht  somit  die  Resultirende  R  aus  den  nach 
AB  wirkenden  Gomponenten  AF  und  A£,  deren  Summe  gleich  AB  ist,  d.  h. 
sie  wird  der  Richtung  und  Grösse  nach  durch  die  Diagonale  dargestellt,  w.  z. 
b.  w.  —  Es  ist  dieser  Beweis  in  der  That  ganz  ingenieus,  —  einzig  hat  er 
scheinbar  tn  der  zur  Ableitung  von  8  gemachten  Annahme,  es  sei  eine  gewisse 
Gonstante  gleich  (— a*)  zu  setzen,  eine  WillkUrlichkeit;  es  hätte  zugefügt 
werden  sollen,  dass  man  für  (-f-a*)  nach  146  <£of  ay  und  <£of  ax,  folglich 
für  X  =  Vt  ^  nicht  R  =  0  erhalten  würde.  Poisson  hat  auch  für  die  zweite 
Auflage  seiner  Mechanik  den  Beweis  etwas  abgeändert,  um  sich  aber  nur 
wieder  an  einer  andern  Stelle  einen  kleinen  Sprung  zu  erlauben,  —  und 
Aehnliches  habe  ich  zur  Zeit  an  verschiedenen  andern  der  üblichen  Beweise 
auszusetzen  gefunden  (vergl.  z.  B.  das  in  82  Gesagte),  so  dass  ich  schliesslich 
immer  wieder  auf  den  im  Texte  Gegebenen  zurückkam.  —  Vergl.  für  die 
Geschichte  dieses  Satzes  „Job.  Heinrich  Wefltphal  (Schwerin  1794  —  Ter- 
mini in  Sicilien  1881;  meist  auf  Reisen),  Demonstrationum  composltionis  virium 
expositio  de  iisque  Judicium.  Gotting.  1817  in  4,  —  Karl  Friedrich  Andreas 
JaeobI  (Krähwinkel  bei  Gotha  1795  —  Bchulpforta  1855;  Professor  der 
Mathematik  und  Physik  in  Bchulpforta),  Praecipuorum  a  Newtono  conatum 
composiüonum  virium  demonstrandi  recensio.  Gotting.  1817  in  4.,  —  A.  H.  G. 
Westphal»  lieber  die  Beweise  für  das  Parallelogramm  der  Kräfte.  Göttingen 
(s.  a.,  aber  nach  1880)  in  8.,  —  etc.<^ 

999.  Allgeneine  Regeln  fflr  dai  ZnsammeDsetieii  und  Zerlegen 

der  KrlAe.  Bildet  man  einen  Zug,  dessen  Seiten  den  auf  einen  Punct 
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wirkenden  Kräften  gleicli  und  parallel  sind,  so  stellt  (228)  die 
Schlussseite  desselben  der  Ghrösse  und  Richtung  nach  die  Resultante 
sämmtlicher  Kräfte  dar.  —  Von  zwei  (in  der  Ebene)  oder  drei  (im 
Räume)  zu  einander  senkrechten  Componenten  ist  (228)  jede  gleich 
der  Resultante  multiplicirt  mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  den  sie 
mit  ihr  bildet.  Heissen  im  ersten  Falle  die  Winkel  a  und  b,  —  im 
zweiten  a,  /S,  y,  so  hat  man  (93,  94) 

Cos2a+Co82b  =  1  Cos2a  +  Cos2/9+  Cos^y  =  1        1 

Um  die  Resultante  mehrerer  auf  einen  Punct  wirkender  Ejäfte  zu 
berechnen,  zerlegt  man  jede  der  Kräfte  nach  denselben  zwei  oder 
drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen,  nimmt  nach  jeder  dieser 
Richtungen  die  algebraische  Summe,  und  sucht  nun  zu  diesen 
Summen  die  Resultante. 

Wirken  auf  einen  Punct  die  Kräfte  P^,  Pf»  •  •  •  nnd  sind  die  Winkel,  welche 
dieselben  mit  drei  zu  einander  senkrechten  Azen  bilden,  bekannt,  so  geben 
oifenbar  die  Formeln 

R  =  V[2'P  •  Cos  (P,  X)]«  +  [l-P .  Cos  (P,  Y)]*  +  [i^P .  Cos  (P,  Z)P        • 
Cos(R,X)=^^-^--^^-^)  Cos(R,Y)  =  -^^^^.^lI)- 


R 


R 


Cos(R,Z)  =  ..^ll^i(?L^ 


Grösse  und  Richtung  ihrer  Resultirenden,  und  es  sind  daher  die  erwähnten 
Kräfte  im  Oleichgewichte,  wenn  die  Summen 

2»  P .  Cos  (P,  X)  =  2*  P .  Cos  (P,  Y)  =  2»  P .  Cos  (P,  Z)  =  0  « 

sind.  Denkt  man  sich  den  Punct,  auf  welchen  die  Kräfte  wirken,  um  eine 
Grösse  q  nach  irgend  einer  Richtung  verschoben ,  und  sind  Pi  Pt  •  •  •  die  Pro* 
jectionen  dieser  Verschiebung  auf  die  eimselnen  Kräfte,  so  erhält  man  mit 
Httlfe  von  4  und  194 : 8 

2»Pp=:2'P?Cos(^,P)  = 

=  ^  2  P  [Cos  (p,  X)  Cos  (P,  X) + Cos  (q,  Y)  Cos  (P,  Y) + Cos  (q,  Z)  Cos  (P,  Z)] 
=  Q  Cos  (q,  X)  JP  Co8(P,  X)  +  ^  Cos  (^,  Y)  i^P  Cos  (P,  Y)  + 

+  Q  Cos  (q,  Z)  2  P  Cos  (P,  Z) 
=zO  B 

und  es  lassen  sich  somit  die  Gleichungen  4  in  diese  Eine  Gleichung  5  xu- 
sammenfassen,  von  welcher  wir  in  234  einen  wichtigen  Gebrauch  machen 
werden.  —  Bildet  man  nach  der  im  Texte  gegebenen  Anleitung  einen  Zug, 
dessen  Seiten  den  auf  einen  Punct  O  wirkenden  Kräften  P,  P^,  P^  und  P,  gleich 

und  paraUel  sind,  so 
steUt  b  die  Resulti- 
rende  von  P  und  P^, 
—  c  die  Resultirende 

^     von  P,  Pi  und  P„  — 

P3       die  Schlussseite  d  end- 
lich die  Resultirende 
R  aller  vier  Kräfte 
.    dar,  —  und  wenn  man 
ihnen  daher  eine  R 
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gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  P4  zufügt,  so  stehen  die  Kräfte  P...P4 
im  Gleichgewichte.  Bringt  man  anderseits  dieselben  Kräfte  theils  an  den  End- 
puncten  M  und  M4  eines  biegsamen  Seiles,  theils  an  Hülfsseilchen  an,  welche 
in  den  Zwischenpuncten  M^,  M,  und  M,  desselben  befestigt  sind,  so  halten 
sich  die  Kräfte  noch  Oleichgewicht,  sobald  A,  B,  G,  D  der  Reihe  nach  a, 
b,  c,  d  parallel  sind:  Es  kann  nämlich  an  M|  nur  Gleichgewicht  sein,  wenn 
die  Resultirende  von  P  und  P|  in  die  Verlängerung  von  B  fällt,  da  die  übrigen 
Kräfte  ihren  Gegenzug  nach  B  austtben,  —  ähnlich  bei  M^,  wo  diese  Resul- 
tirende von  P  und  P^  mit  P,  eine  neue  Resultirende  bildet,  etc.  Leider  er- 
laubt hier  der  Raum  nicht,  diese  merkwttrdige  Correspondenz  zwischen  dem 
Kräftenpolygone  und  dem  sog.  Sellpolygonet  fttr  welches  natürlich  4  noch 
besteht,  weiter  zu  verfolgen,  und  es  muss  hiefÜr  auf  das  schon  in  89  citirte 
Werk  von  Cidmanii  hingewiesen  werden.  Ein  besonders  wichtiger,  specieller 
Fall  des  Seilpolygons,  die  Kettenlinie,  wird  übrigens  in  234  noch  einlässlich 
behandelt  werden. 

SSO«  Die  sog.  loill60t6.  Fällt  man  von  irgend  einem  Puncte 
eine  Senkrechte  anf  eine  Kraft,  so  lieisst  das  Produet  der  Senk- 
rechten in  die  Kraft  moment  der  Kraft  in  Bezlebang  aaf 

den  Ponct«  —  Das  Moment  der  Resultante  zweier  Kräfte  einer 
Ebene  in  Beziehung  auf  einen  Punct  der  Letztem  ist  (103,  97)  gleich 
der  Summe  oder  Differenz  ihrer  Momente  in  Beziehung  auf  den- 
selben Punct,  je  nachdem  der  Punct  ausserhalb  oder  innerhalb  des 
Winkels  der  beiden  Kräfte  liegt  Speciell  sind  die  Momente  zweier 
Ejräfte  in  Beziehung  auf  einen  Punct  ihrer  Resultante  einander  gleich. 

Dieser  Momentensats ,   den  schon  Varig^on  in  seiner  nenen  Mechanik 
(s.  227)  ausgesprochen  hat,  kann  entweder  als  Flächensats  oder  dnrch  trigono- 
metrische Beziehungen  erwiesen  werden: 
Liegt  K.  B.  der  Punct  innerhalb  in  aj, 
so  hat  man  eigentlich  nur  zu  beweisen, 

dass 

abcd  +  adefs=adhg 

Nun  ist  offenbar  abcd  =  amld,  und 

adef:=adkl,  —  und  wegen  lk=:ce 

=:dh  ist  ihre  Summe  iklm=:adhg. 

—  Liegt  dagegen  der  Punct  ausserhalb 

in  a^,  so  hat  man 

P.p  +  Q.q  =  R.g!°,^^l^^a,d.Sin«  +  R.^!°^^7"^a,d.Biny 
*^   '   ^   ^  8in(a  +  y)    ^  '  ßin(o+y)    ^  ' 

=  R.a,d.8inj9=R.r 
w.  z.  b.  w. 

tSl»  Der  littelpuict  der  parallelen  Krifte  und  der  Sehwerpnnct. 

Zwei  Kräfte  P  und  Q,  deren  Angriffspuncte  mit  einem  entweder 
wirklich  festen  oder  wenigstens  durch  eine  hinlänglich  grosse  Ejraft 
gehaltenen  Puncte  verbunden  sind,  stehen  im  Gleichgewichte,  wenn 
ihre  Resultante  durch  diesen  festen  Punct  geht,  d.  h.  nach  230,  wenn 
ihre  Momente  in  Beziehung  auf  denselben  gleich  sind.    Bezeichnet 
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u  den  Winkel  der  von  dem  festen  Puncte  auf  die  Kräfte  gefällten 
Senkrechten,  so  stellt  nach  104 

R  =  l/p2^Q2_2PQCosa  t 

den  Druck  der  Kräfte  auf  den  festen  Punct  vor.  Die  Resultante 
paralleler  Kräfte  ist  somit  gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz,  je 
nachdem  die  Kräfte  gleiche  öder  entgegengesetzte  Lage  haben; 
dabei  theilt  der  Angriffspunct  der  Resultante  die  Verbindungslinie 
der  Angriffspuncte  der  Componenten  im  ersten  Falle  von  Innen,  im 
zweiten  Falle  von  Aussen  im  reciproken  Verhältnisse  der  Kräfte, 
und  heisst  nilttelpiiiict  der  parallelen  KrSfte.  Sind  alle  auf 
ein  System  von  Puncten  wirkenden  parallelen  Kräfte  gleich  gross 
und  gleich  gerichtet,  so  heisst  ihr  Mittelpunct  Sciiwerpanct,  jede 
durch  ihn  gehende  Gerade  Sciiweraxe«  Für  die  Regeln  zum  Auf- 
finden der  Schwerpuncte ,  etc.  vergl.  133,  140,  141,  185,  196,  204 
i^nd  205. 

Ist  0  =  0,  00,  180»,  BO  wird  nach  1  offenbar  R=P— Q,  ]/P«+Q«,  P+ Q. 
Für  P  =  Q  geht  1  in 


R  =  PV2(1  — Co8a)  =  2P.8in-|-  % 

ttber,  BO  dasB  fOr  a=:60<^  auch  R  =  P  =  Q  wird. 

%B%.  Die  sog.  Krlftenpaare.  Die  Resultirende  zweier  entgegen- 
gesetzten parallelen  und  gleichen  Kräfte  ist  (231)  Null,  und  wirkt 
in  der  Entfernung  unendlich,  —  d.  h.  zwei  solche  Kräfte  lassen 
sich  nicht  durch  Eine  Kraft  ersetzen,  und  bilden  somit  ein  elemen- 
tares Elräftensystem  unter  dem  Namen  Gegenpaar  oder  KrSfteii- 
paar  (couple).  —  Die  algebraische  Summe  der  Momente  der  zwei 
Kräfte  eines  Gegenpaares  in  Beziehung  auf  irgend  einen  Punct 
seiner  Ebene  ist  gleich  dem  Producte  aus  einer  der  gleichen  Kräfte 
in  den  senkrechten  Abstand  der  Kräfte.  Dieser  Abstand  heisst 
Breite^  das  Product  nfoment  des  Paares.  Dabei  entspricht  jedem 
Paare  ein  bestimmter  Sinn,  in  dem  es  zu  drehen  sucht.  —  Haben 
zwei  Elräftenpaare  einer  Ebene  bei  entgegengesetztem  Sinne  gleiche 
Momente  (P  •  p  ==  Q .  q) ,  und  verlegt  man  die  Angriffspuncte  der 
Kräfte  paarweise  (s.  Fig.)  in  die  Durchschnittspuncte  (b  und  c)  ihrer 
Richtungen,  um  je  die  Kesultirende  bestimmen  zu  können,  so  werden 
die  Resultirenden  nicht  nur  gleich,  sondern  fallen  (107)  nach  ent- 
gegengesetzter Richtung  in  dieselbe  Gerade  (ab cd),  —  d.  h.  es 
stehen  die  beiden  Kräftenpaare  im  Gleichgewichte. 

Der  Beweis  dee  letzten ,  wichtigen  Satees  l&sst  sich  auf  folgende  Weise 
führen:  Es  verh&lt  sich 

ah:bh==P:  Q:=q:p  =  cg:bf  =  ec:bc 


—  Die  reine  Statik.  —  315 

also  ist,  da  überdiess  Z.^=3/.e,  A&bhoDA^^c» 
—  somit  /.abhsz/^cbe,  —  folglich  muss  ab  in 
die  Verlängerung  von  bc  fallen.  Entsprechend  Iftsst 
sich  zeigen,  dass  auch  cd  in  der  Verlängerung  von 
<^'  bc  liegt    Die  Gleichheit  ab  =  cd  endlich  ist  leicht 

^  ersichtlich. 


S88«  Zusammensetzung  der  Paare.  Jedes  Gegenpaar  einer  Ebene 
kann  (232)  durch  jedes  Gegenpaar  derselben  Ebene  von  gleichem 
Sinne  und  Momente  ersetzt  werden;  es  können  somit  alle  Paare 
einer  Ebene  auf  gleiche  Breite  gebracht ,  und  dann  durch  alge- 
braische Summirung  der  Ejäfte  auf  Ein  Paar  reducirt  werden.  — 
Zwei  Paare  in  verschiedenen  Ebenen  lassen  sich  auf  gleiche  Breite 
bringen ,  an  die.  Kante  versetzen ,  und  dann  mit  Hülfe  des  Kräften- 
parallelogrammes  (228)  zu  Einem  Paare  vereinigen. 

Ein  Paar  der  Kraft  P  nnd  Breite  p  l&sst  sich  nach  232  durch  ein  Paar 
der  Kraft  Pp  und  Breite  1  ersetzen,  —  folglich  machen  alle  Paare  einer  Ebene 
ein  Paar  der  Kraft  i'Pp  und  Breite  1,  oder  ein  Paar  der  Kraft  Va-2'Pp 
und  Breite  a  ans,  —  wobei  jedoch  unter  }}  die  algebraische  Summe  su  ver- 
stehen ist,  da  offenbar  Paare  von  entgegengesetztem  Sinne  in  Absug  zu  bringen 
sind.  —  Liegt  in  einer  Ebene  ein  Paar  der  Kraft  P  und  Breite  p,  —  in  einer 
zweiten,  mit  ihr  den  "Winkel  a  bildenden  Ebene  ein  Paar  der  Kraft  Q  und 
Breite  q,  so  lassen  sich  beide  als  Paare  der  Kr&fte  Va^P  ^^^  Va^Q  ^^^ 
der  gemeinschaftlichen  Breite  a  an  die  Kante  bringen,  und  sodann  nach  228 
zu  einem  Paare  derselben  Breite  mit  der  Kraft 

—  VP«  p»  +  Q«  q«  +  2  P  Q  p  q  Cos  a 

a 

zusammenfassen,  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  w&hlen  ist,  je  nach- 
dem die  beiden  Paare,  beim  Drel^en  des  Einen  um  a,  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Sinn  zeigen. 

M4L  Die  allgemeinen  Gleichgewiehtsbediognngen.  Wirken  auf 

eine  Reihe  von  Puncten  der  Coordinaten  (A,  B,  C)  Kräfte  P,  so  zer- 
lege man  (229)  jede  nach  den  drei  Axen  in 

X  =  P.Cosa  Y  =  P.Cos/?  Z  =  P.Cosy        I 

ersetze  Z  (s.  Fig.)  durch  Z|,  Z2  und  Z3,  drehe  das  Paar  Z2  Z3  um 
90<>  nach  Z4  Z5  und  zerlege  es  (233)  in  die  Paare  X'  X"  und  Y'  Y", 
—  und  entsprechend  verfahre  man  mit  X  und  Y.  Da  nun  die  Mo- 
mente der  Paare 

e  X'  =  e  Z4  Cos  b  ==  A .  Z  =  A .  P .  Cos  y  ^ 

e  Y'  =  p  Z4  Sin  b  =  B  .  Z  «  B  .  P .  Cos  y 
etc.  sind,  so  erhält  man  statt  den  sämmtlichen  Earäften  P: 

1)  nach  den  drei  Axen  wirkend,  die  Kräfte 

-SP. Cos«  2:P.Cos/?  -SP.Cosy  8 

2)  unter  der  Annahme,  dass  ein  Drehen  von  x  um  7  nach  z, 
von  y  um  %  nach  x,  und  von  z  um  x  nach  y  als  positiv  betrachtet 
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werde,  —  in  den  Ebenen  X  Y,  Y  Z  und  Z  X  die  Paare 

2:P(B.Cosa— A.Cos/?) 
i;P(C.Co8/9  — B.Cosy)  4 

-SP(A.Co8y  — C.Cosa) 
Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  müssen  sämmtliche  6  Ausdrücke 
3  und  4  Null  sein,  —  die  drei  ersten,  wenn  keine  fortschreitende, 
—  die  drei  letzten,  wenn  keine  drehende  Bewegung  statt  haben 
soll.  —  Um  zu  untersuchen,  ob  die  Kräfte  P,  wenn  sie  nicht  im 
Gleichgewichte  stehen,  durch  eine  einzelne  an  einem  Puncte  (8,  SB,  S) 
wirkende  Kraft  R,  welche  mit  den  Axen  die  Winkel  a,  b,  c  bildet, 
ersetzt  werden  können  ,  fügt  man  ihnen  die  Ejaft  ( — R)  bei,  und 
sieht,  ob  nun  die  Ausdrücke  3  und  4  wirklich  in  jedem  Falle  Null 
werden.  Aus  den  drei  ersten  folgt  (229)  durch  Quadriren  und 
Addiren 

R2  =  [2:P  Cos a]2  +  [2^P  Cos/9]2  +  [2:P  Cosy]2 

Cosa  =  ^2TCosa,  Cosb  =  ^  2PCos/9,  Cosc  =  ^2*PCosy  * 

aus  den  drei  folgenden  aber,  wenn  man  81  und  jB  eliminirt,  die  Be- 
dingungsgleichung 

-TP  Cos a  .  2P  (C .  Cos/?— B .  Cos  y)  + 
2  P  Cos  ^ .  2  P  (A  .  Cos  y  —  C .  Cos  a)  + 
2:P  Cos y  .  2P  (B  .  Cos  a  —  A.  Co8/9)  =  0  6 

von  deren  Erfüllung  also  die  Möglichkeit  der  Resultante  abhängt. 

Die  im  Texte  gegebene  Entwicklung  der  Formeln  1—6  dürfte  mit  Httlfe 

der  beistehenden  Figur  keine  Schwierigkeit 
darbieten;  dafQr  mag  als  Beispiel  für  ihre  An- 
wendung die  in  der  Mechanik  von  Polssmi 
gegebene  Ableitung  der  Curve  aufgenommen 
werden,  welche  ein  in  zwei  Puncten  A  und 
G  aufgehängter,  vollkommen  biegsamer,  ho- 
mogener und  überall  gleich  dicker  Faden 
ABC  in  Folge  der  Schwere  annimmt,  — 
d.  h.  der  sog.  Kettenlinie  (Chatnette; 
vergl.  151):  Wählen  wir  als  Ordinatenaze 
die  durch  den  tiefsten  Punct  B  gehende 
Verticale,  bezeichnen  durch  s  und  s'  die  von  B  nach  den  Puncten  M  und  M' 
führenden  Bogen,  und  durch  p  das  Gewicht  einer  Längeneinheit  des  Fadens, 

so  werden  in  der  Ruhelage  von  MM'  die 
an  M  und  M'  wegen  ihres  Zusammenhanges 
mit  AM  und  CM'  je  nach  der  Tangente 
wirkenden  Kräfte  T  und  T'  mit  dem  im 
Schwerpuncte  0  von  MM'  wirkenden  Ge- 
wichte p  (s' — s)  im  Gleichgewichte  stehen. 
Bezeichnen  daher  aß  und  a'/9''die  Winkel, 
welche  T  und  T'  mit  den  Coordinatenaxen 
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bildoD,  80  bat  man  nach  den  sich  auf  die  Ebene  XY  beziehenden  Gleichungen 
3  und  4  • 

p(8'— 8)C08  90»=T.C08  0  +  T'C08«'        p(8'— 8)Co800z=T.Co8/?  +  T'Co8/?' 

p(8'— 8)[yiCo8  900— XiCo8  00J  =  T(yCo8a  — xCo8/?)  +  T'(y'Co8a'  — x'Co8/?') 

oder  al80 

0  =  T .  Cos  a  +  T ' .  Co8  a'  p  (8 '  —  8)  =  T  .  Cos  /?  +  T '  Co8  /?'  1 

p  (s'  —  8)  Xj  =  T  (x  Cos  /?  —  y  Cos  a)  +  T'  (x'  Cos  ß*  —  y'  Cos  «')  8 

Ist  MM' ein  Element  der  Kettenlinie,  so  können  wir  s' — szzds,  T'=:T-f-dT, 

Xi  =  3C  +  -^,   x'  =  x  +  dx,    y'=y  +  dy,    Cosazz  — -j^,    Cos/?  =  — -j^^, 

Cos tt'sz- — h d . T— ,   Cos fi'  =: -r^ 4- d . T^  setzen ,  und   hiefQr  gehen  7  und 
ds'ds'  '^ds'ds  '  ** 

8,  wenn  die  Unendlichkleinen  zweiter  Ordnung  weggeworfen  werden,  in 

d[T.47]  =  0  d.[T.4f]=p.d8  ■  9 

px.dB  =  d[T(x4f-y4f)]  =  x.d(T4f)-y.d(T4f)  10 

ttber,  wo  10  eine  einfache  Folge  der  beiden  9  ist,  also  nicht  weiter  in  Be- 
tracht gezogen  zu  werden  braucht  —  Aus  9'  folgt  durch  Integration,  wenn  c 
eine  Constante  ist, 

m    dx 

T.-r— =  c 

d  8 
Da  aber  für  B  nothwendig  dx  =:  ds,  so  folgt  fQr  diesen  Punct  T  =  c,  und 
wenn  man  daher  die  Spannung  in  B  durch  das  Gewicht  einer  Länge  h  des 
Fadens  darstellt,  so  ist  die  Spannung  in  irgend  einem  Puncto 

T  =  c.-T —  wo  c  =  p.h  11 

dx  *^ 

d.  h.  gleich  der   Spannung  im  Puncte  B   multiplioirt  mit   der  Secante   der 

Neigung  der  Kettenlinie  in  jenem  Puncte.    Es  folgt  daraus  zugleich,   dass  die 

Spannung  in  B  die  Minimalspannung  ist  —  Mit  Hülfe  von  11  gibt  9" 

h .  d  I  -=-^  I  =:  d  8  oder  s  =  h  .  -r^  +  Const. 

LdxJ  dx    ' 

Zlhlt  man  aber  die  Bogen  von  B  aus,  so  verschwinden  s  und  dy:dx  gleich- 
zeitig, —  also  ist  die  Constante  auch  Null,  und  man  hat  daher 

8=h.4y  M 

dx 
d.  h.  es  Ist  die  Bogendiatanz  des  tiefsten  Punctes  von  irgend  einem  Puncte 
der  Kettenlinie,  der  Tangente  der  Neigung  in  diesem  letztem  Puncte  propor- 
tional. —  Setzt  man  In  der  Gleichung,  durch  deren  Integration  12  erhalten 
wurde,  nach  141 :1 

d  8  =  d  X  |/1  -f-  q*  wo  q  =  -^^ 

80  geht  sie  in 

dx  =  h.^il=. 

Aber,  und  hieraus  folgt  durch  Integration  nach  66:6 


X  =  h.  log  (q +  1/11^5?)  oder  Vl  +  4|i^+4f  =  «''        " 

WO  die  Integrationsconstante  weggelassen  ist,  da  für  B  sowohl  x  alz  dy:dx 
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Null  werden,  also  auch  sie  Null  sein  mase.  Multiplicirt  man  13  beidseitig  mit 

ans  13  und  14  aber  durch  Addition  nnd  8nbtraction 

z  z  z  z 

d8z=  — Te**  4-e     **)dx  und  dys=  — /e*"— e     **  jdx       tB 

nnd  hieraus  durch  Integration 

z  z  z  z 

wo  bei  16'  die  Integrationsconstante  unbedingt  Null  wird,  da  s  und  x  in  B 
gleichzeitig  Null  werden,  —  bei  der  mit  151:4  ttbereinstimmenden  16''  aber 
nur  unter  der  schon  in  der  Figur  vorgesehenen  Bedingung,  dass  BO^h  an- 
genommen wird.  Letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Kettenlinie  zu  beiden 
Seiten  von  B  symmetrisch  ist  Femer  folgen  aus  den  16 

z  z 

y  +  szrh.e**  y  — s  =  h.e     **  y«  — 8«=:h«  11 

und  aus  15'  und  16" 

z  z 

h.-^ — =r-^le     +-e         )  =  y        also  nach  11        Tzrp.y  U 

und  wieder  aus  16',  wenn  1  die  L&nge  des  Fadens  ist, 

A        —A        ^  k* 

sowie  aus  16"  k  k         k'  k' 

80  dass,  wenn  a=:k-|-k'  die  Spannweite  bezeichnet,  femer 

und        a  =  -;r-r-        oder        h  =  -W— -  •! 

gesetzt  wird ,  mit  Hülfe  von  48 : 1 

1  /fl  +  b)  (1  — b)  h    1  //     k:h  -k':h\    /     k':h  ^^^ h\ 

=  -ye      -2  +  e  =-^(e    -e       )  =  !  +  _+_+... 

Da  sich  nun  nach  21  die  QrOsse  n  nie  weit  von  der  Einheit  entfernen  kann, 
so  musB  nach  22  die  Grösse  a  klein  sein,  so  dass  mit  genügender  Genauigkeit 

n  =  l  +  -^  oder  o  =  V6(n^l)  9M 

Man  kann  also,  wenn  1,  a  und  b  gegeben  sind,  n  nach  21,  sodann  a  nach  28, 
und  endlich  h  wieder  nach  21  berechnen.  Um  auch  noch  k  und  k'  zu  er- 
halten, kann  man 

k  =  ^  +  h/?  k'=A-hi?  M 

setzen,  so  dass  nach  20  mit  Hülfe  von  21  und  22 


•o 


° —  r ; —        und        o  =  -2n-         oder        h  =  -^r- 

'        a'  2  h  2  a 


•• 
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worauB  ß  mit  Hülfe  eines  KähernngsverfahrenB  abgeleitet,  und  zur  Berechnung 
von  k  und  k'  nach  24  verwendet  werden  kann.  In  dem  speciellen  Falle,  wo 
b  =  0,  ist  offenbar  auch  ^^0,  also  k=:  Vsa  =  k'.  —  Setzt  man  dy:dx=: 
Tg  a,  80  erh&lt  man  nach  12  und  17  mit  Hülfe  von  98 : 7 

8  =  h.Tga        y  =  h.Seca        x  =  h  log  X±l  =  h  log  Tg  (45»  +  y)     96 

Die  Ketlenlinie  ist  zur  Zeit  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  vielfach 
behandelt  worden,  besonders  von  Johannes  Bernoulll»  dem  wir  (vergl.  ver- 
schiedene betreffende,  in  seinen  Opera  omnia  gesammelte  Abhandlungen)  die 
erste  Kenntniss  der  Gleichung  und  der  Haupteigenschaften  verdanken,  —  und 
von  liCibiiitSt  welcher  bereits  die  in  151  angedeutete  Construction  mit  Hülfe 
der  Log^tik  lehrte.  -^  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  mögen  die  in 
einem  festen  Systeme  von  Puncten  m,  auf  welche  Kräfte  P  wirken,  herrschen- 
den Oleichgewichtsbedingungen  noch  in  einer  etwas  andern  Weise  als  im 
Texte  ausgesprochen  werden:  Wenn  Gleichgewicht  bestehen  soll,  so  müssen 
an  jedem  Puncte,  z.  B.  m|,  die  direct  an  ihm  wirkenden  Kr&fte,  welche  in  P| 
znsammengefasst  sein  sollen,  mit  den  Wirkungen  im  Gleichgewichte  stehen, 
welche  die  mit  ihm  verbundenen  Puncte  m^ ,  mg , . . .  auf  ihn  ausüben ,  und 
welche  durch  (mj  m,) ,  (mj  m,) , . . .  bezeichnet  werden  mOgen.  Denken  wir 
uns   nun  m^  würde,  z.  B.  im  Falle  einer  momentanen  Gleichgewichtsstörung, 

nach  einem  sehr  nahen  Puncte  Uj  verschoben,  und 
bezeichnen  die  Projection  dieser  Verschiebung  auf 
Pj,  die  sog.  Tirtuelle  Cleflchwindlgkeit  von 
m^ ,  mit  ^  P( ,  -^  diejenige  auf  (m|  m, ) ,  welche 
mj  o  =  m|  m^  —  o  m^  oder  sehr  nahe  m|  m^  —  n^  m^ 
Ist,  mit  J|(m|m,),  etc.,  so  unterliegt  diess  Gleichgewicht  nach  229:5  der 
Bedingung 

o  =:Pi .  Jpi+  (mjm,)  . ^i (m^  m,)  +  (mjm,) .  ^i (m^mj)  + . ..  tl' 

In  Uinlicher  Weise  wird  an  m,  Oleichgewicht  bestehen,  wenn 

0  =  Pt .  ^Pi  +  (m,  mj .  ^,  (m,  m{)  +  (m,  mj)  .  ^  (m,  m,)  + . . .  %V' 

u.  8.  f.  für  die  andern  Puncte.  Da  nun  aber  offenbar  (mim,)=:(m,mj)  und 
Ji  (mj  m,)  +  9i  (m,  m^)  als  Summe  der  gegenseitigen  Verschiebungen  von  m, 
und  m,  gleich  Null  sein  muss,  —  da  ebenso  (m|m,)=:(m,  m|)  und  ^^(mim,) 
+  d^(m,m,)  =  o,  —  etc.,  so  gibt  die  Summe  aller  Gleichungen  27  die  all- 
gemeine Gleichgewichtsgleichung 

o  =  Pi .  ^Pi  +  Pi .  ^Pi  H-Ps  •  ^Ps  +  •  •  •  •* 

welche  nichts  Anderes  als  der  Ausdruck  des  sog.  Prineipes  der  ▼Irtnellen 
Cleschwindlgkelteii  ist,  das  bereits  Guido  Vbaldl  del  Monte  (Pesaro 
1545 _  1607;  Schüler  von  Commandino  und  Gönner  von  Galilei;  Festungs- 
Inspector  in  Toscana)  laut  seinem  „Mechanicorum  Über.  Pisauris  1577  in  fol. 
(Auch  Venei  1615)^,  und  Clalllel  laut  seinen  „Discorsi  e  dimostrazioni 
matematiche  intomo  a  due  nuove  scienze  attenentl  alla  meccaniea  e  al  movi- 
menti  locali.  Leida  1638  in  4.  (Lat.  Lugd.  Bat.  1699)"  in  speciellen  Fällen 
(am  Hebel,  Flaschenzug,  etc.)  erkannten,  das  aber  erst  Johannes  Bernoulll 
1717  (siehe  seinen  von  Varignon  in  die  zweite  Auflage  seiner  Mechanik  auf- 
genommenen Brief)  allgemein  aussprach,  und  sodann  Lagrange  an  die  Spitze 
seiner  Mechanik  (vergl.  227)  stellte. 
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XXIV.  Die  reine  Dynamik. 

SSS«  Toibagriffe.  Den  Ort  eines  sich  bewegenden  Punetes  nennt 
man  seine  Balin^  und  die  Länge  desselben  vom  Anfangspunete  der 
Bewegung  bis  zu  der,  einer  gewissen  Zeit  (t)  zukommenden  Lage 
des  Punetes,  den  dieser  Zeit  entsprechenden  Weg  (s).  —  Den  Weg, 
welchen  ein  Punct,  in  Folge  seines  Bewegungszustandes  zur  Zeit  t, 
in  einer  Zeiteinheit  zurückgelegt  oder  zurücklegen  würde,  nennt 
man  Geschwindigkeit  (c)  zur  Zeit  t.  —  Die  Geschwindigkeits- 
zunahme in  einer  Zeiteinheit  endlich,  welche  eine  Kraft,  bei  gleich- 
massigem  Fortwirken  wie  zur  Zeit  t,  verursacht  oder  verursachen 
würde,  nennt  man  die  der  Zeit  t  entsprechende  Besciiieonlgong  (g). 

Der  in  227  und  folgenden  Sätzen  gegebenen  Literatur  mag  hier  noch  ^A.  De 
Prcflle»  Trait6  de  m^caniqne  rationeUe.  Paris  1869  in  8.^  beigefügt  werden. 

996.  Di6  gl6icIlfDrmig6  Bewegnng.  Ist  bei  einer  Bewegung  die 
Beschleunigung  g  =  0,  so  heisst  sie  glelCbfVriiilg^  und  für  sie  ist 

offenbar  ^  ^ 

c  =  --  ss=c.t  t  =  — 

t  c 

Theilt  man  entsprechend  für  irgend  eine  Bewegung  den  Weg  durch 

die  Zeit,  so  erhält  man  die  ihr  zukommende  mlülere  Gescbwin« 

digkelt«    Bewegt  sich  ein  Punct  gleichförmig  in  einem  Ejreise  des 

Radius  r ,   so  heisst  v  ==  c :  r  innkeigescbwIndlKkelt  desselben. 

Bei  gleichen  Wegen  verhalten  sich  die  Geschwindigkeiten  umgekehrt  wie 
die  Zeiten,  —  bei  gleichen  Zeiten  dagegen  wie  die  Wege. 

SSV«  Di6  gleichfDrmig  bescUenoigte  Bewegung.  Ist  bei  einer  Be- 
wegung die  Beschleunigung  g  constant,  so  heist  sie  glelcbfSrinlff 
besclileanli^  und  wenn  für  t  =  0  auch  c  =  0  ist,  so  stellt  offen- 
bar ^/i  =  V2  •  g  *  ihre  mittlere  Geschwindigkeit  vor.    Man  hat  somit 

et  gt2  c2  _ 


2  2  2g 

c  =  gt  ^^~r  c  =  V2g8  S 

t  =  \/^  t  =  ^  t  =  ^  S 

•^    g  c  g 

womach  sich  alle  betreffenden  Aufgaben  leicht  lösen  lassen. 

Bezeichnet  a  den  nach  Ablauf  der  Zeit  t  in  einer  Zeiteinheit  beschriebenen 
Weg,  BO  ist  /x  I  IN«  At 

nnd  setzt  man  daher  den  Weg  in  der  ersten  Zeiteinheit  gleich  Eins,  so  stellt 
die  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  die  In  den  einzelnen  Zeiteinheiten  beschriebenen 
Wege  dar. 
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MS.  Das  ParaU6logramm  dar  Bewagnngen.  —  Bei  jeder  gesetz- 

massigen,  wenn  auch  nngleichförmigen  Bewegung,  ist  der  Weg  s 
von  der  Zeit  t  abhängig,  oder  eine  sog.  Function  derselben,  so  dass 
man  im  Allgemeinen  s  =  F  (t)  setzen  kann.  —  Wirken  auf  einen 
Pnnct  zwei  Kräfte,  so  wird  er  in  jedem  Momente  die  Gegenecke 
des  Parallelogrammes  einnehmen,  dessen  Nebenseiten  die  den  ein- 
zelnen Kräften  entsprechenden  gleichzeitigen  Wege  darstellen,  — 
gerade  wie  wenn  jede  der  Kräfte  successive  während  derselben  Zeit 
allein  gewirkt  hätte.  —  Stellen  S|  =  F|  (t)  und  82  =  F2  (t)  zwei 
unter  eifern  Winkel  a  auf  einen  Punct  wirkende  Kräfte  dar,  so  sind 
(entsprechend  228)  die  Polarcoordinaten  des  Punctes  zur  Zeit  t  durch 

gegeben.  Soll  der  Punct  einen  geraden  Weg  beschreiben,  so  muss 
V  von  t  unabhängig,  also  F2  (t)  =  A .  Ff  (t)  sein,  woraus 

folgt  Es  ist  somit  der  Weg  nur  für  gleichartig  wirkende  Kräfte  gerade, 
dann  aber  auch  durch  eine  ebenso  wirkende  einzelne  Kraft  darstellbar. 

Der  zweite  Theil  dieses  Satses  ist,  glanbe  ich,  zuerst  von  mir  1852  in  der 
ersten  Ausgabe  meines  Taschenbuches  in  solcher  Weise  veröffentlicht  worden. 

SS9«  AUgemaine  Baziehnngan  zwischan  Weg,  Geschwindigkait 

und  BascUanDigOIlg.  Für  zunehmende  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen hat  man  immer 

(v+Av)  At>>  As=>v.At         (g+Ag)  At=>Avr>g.At 
für  abnehmende  dagegen 

(v+Av)At<^As<::v.At         (g+Ag)At<:Av<:g.At 
so  dass  A  8 :  A  t  immer  zwischen  v  +  A  v  und  v,  und  ebenso  A  v :  A  t 
immer  zwischen  g  + Ag  und  g  fallen  muss,   und  somit  nach  der 
Ghrenzmethode 

V  =  Lim.  — ---  =  -3—-  oder  s  =/v  .dt         1 

A  t         Qt 

A  V         d  V         d  8 
g  =  Lim.-^  =  -5^=^j^  y=/g.dt         » 

Hat  ein  Punct  der  Masse  m  die  veränderlichen  Coordinaten  x,  7, 
z,  so  sind  nach  1  zur  Zeit  t  seine  Bewegungsmengen  nach  den  Axen 
dx  dy  dz  ^ 

dt  dt  dt 

während  nach  2 

d^x    j^  d2y  d^z   ,.        - 

"^"dp--^*  "^-i^^^  "^Tt^**       * 

die  Vermehrungen  bezeichnen,  welche  dieselben  in  dem  der  Zeit  t 

Wolf,  Haadbttdk    X*  Sl 
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folgenden  Zeitelemente  dt  wirklich  erhalten.  Ist  der  Ponct  frei  und 
wirkt  auf  ihn  eine  beschlennigende  Kraft  der  Componenten  XYZ, 
80  stimmen  jene  Vermehrungen  mit 

m.X.dt  ,     m.Y.dt  m.Z.dt  S 

überein,  —  ist  er  dagegen  nicht  frei»  sondern  mit  andern  Puncten 
zu  einem  Systeme  verbunden,  so  wird  die  Einwirkxmg  einer  Kraft 
auf  ihn  möglicher  Weise  durch  die  Verbindungen  modificirt  werden, 
imd  es  ergeben  sich  sodann  Differenzen 

"•(S-^^^*  "^(Xt-f^-^d*  m(-|^-Z)dt6 

welche  aber  offenbar  so  beschaffen  sein  müssen,  dass  sich  ihre  Qesammt- 
heit  für  das  ganze  System  Gleichgewicht  hält,  d.  L  man  hat  (234 : 3,4) 

^m-^  =  2mX,      ^m-^  =  2mY,      ^m-^  =  ^mZl 

^m^^'y-/^'^=^m(xY-yX) 
Sm^^'^-/^'y  =£m(yZ-zY)  8 

2^zd^EZ^^  =  2m{zX-xZ) 

Qleichungen,  welche  der  analytische  Ausdruck  des  sog.  Prlnclpes 
von  d'Alenibert  sind. 

Die  Gleichungen  1  und  2  sind  wohl  nnmittelhar  nach  Erfindung  der  Diffe- 
rentialrechnung aufgestellt  worden,  und  finden  sich  jedenfalls  in  dieser  Form 
spätestens  schon  hei  Eni  er  (vergl.  dessen  Mechanlca  in  227)  aufgeschrieben. 
D'Alembert  scheint  sein  Princip  zuerst  1743  in  seiner  Dynamik  (vergl.  227) 
ausgesprochen  zu  haben. 

S40«  Das  Princip  der  ErhaltuDg  des  SchwerpuDctes.  Als  Resultat 

weiterer  Entwicklung  ergibt  sich  unter  Anderm,  dass  sich  der 
Schwerpunct  eines  Systemes  genau  so  bewegt,  wie  wenn  alle  Massen 
"in  ihm  vereinigt  wären,  und  alle  Kräfte  direct  an  ihm  wirken 
würden,  —  und,  wie  ein  Punct  ohne  Wirkung  einer  äussern  Ursache 
in  seiner  Bewegung  beharrt,  so  kann  auch  die  Bewegung  des 
Schwerpunctes  eines  Systemes  durch  blosse  Einwirkung  seiner 
Theile  auf  einander  nicht  verändert  werden,  sondern  es  bewegt 
sich  derselbe  mit  constanter  Geschwindigkeit  in  einer  Geraden.  Letz- 
teres Gesetz  ist  unter  dem  Namen  des  Principes  der  Erhaltung  des 
Schwerpunctes  bekannt  geworden. 

Bezeichnen  x  y  z  die  Coordinaten  des  Schwerpunctes  eines  Systemes  von 
Puncten  der  Coordinaten  x^  yi  Zi  j  x,  y^  Z| , . . .  und  der  Massen  m^  mt . . . ,  so 
hat  man  (231,  196,  188) 

2;mx  I'my  2'niz 

^-T^  ^="T^  '="T^  * 
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woraus  sich  durch  zweimalige  Differentiation  nach  t  und  Benutzung  von  289 : 7 
die  Gleichungen 

d«x  _  JJmX  d*y  _^  JSmY  d«z  _  j^'pZ 

Tt«"""    J^m  dt«  ""    JS'm  dt«  ""    2"  m 

ergeben,  welche  der  analytische  Ausdruck  des  oben  ausgesprochenen  ersten 
Gesetzes  sind.  —  Fassen  wir  vorerst  nur  Wirkungen  in's  Auge,  welche  die 
einen  Theile  des  Systemes  auf  die  andern  ausüben,  und  bezeichnen  durch  P 

die  Kraft,  mit  welcher  ein  Element  von 
m"  ein  Element  von  m'  anzieht,  so  sind 
die  Componenten  der  von  der  ganzen  Masse 
m"  auf  ein  Element  von  m'   ausgeübten 


ri8o-Ä 


Wirkung 

X'  =  m''P.Cosa  =  m"P 


x"  — x' 


Y'  =  m"P 


Z'  =  m"P 


y"-y' 


z"  — z' 


In  diesem  Falle  wirkt  aber  auch  nach  dem  bekannten  Grundgesetze  von 
Wirkung  und  Gegenwirkung  ein  Element  von  m'  mit  derselben  Kraft  auf  ein 
Element  von  m'',  so  dass  die  Wirkung  der  ganzen  Masse  m'  die  Componenten 


ii 


Y"=  — m'P 


y"-y' 


z"  — z' 


X"  =  m'PCos(180-.o)  =  — m'P 

Z"  =  — m'P 

r 

hat.  Hieraus  folgt  aber  sofort 

m'X'  +  m"X"z=m'Y'  +  m"Y"  =  m'Z'  +  m"Z"=:0 

und  je  ahnliche  drei  Gleichungen  würde  man  für  die  gegenseitigen  Wirkungen 

von  m'  und  m'",  m"  und  m'",  etc.,  finden,  so  dass 

d«x        d«v        d«z 
i:mXzz:2'mY=:2'mZ  =  0      oder  nach  2      -|~- = -^  = -^^  =  0 

Hieraus  folgen  aber  durch  Integration 


dx 


=  a' 


dy_ 


=:a 


ii 


dt  dt 

und  durch  nochmalige  Integration 

x  =  a't  +  b'  y  =  a"t  +  b" 

oder  durch  paarweise  Elimination  von  t 


dz 


Sil 


zc=a'"t  +  b'" 


—    *'        ,    b'a^^^--a'b'" 


Jl 


_  a"  b^ra^^^--a^a^ 


welches  (194)  die  Gleichungen  einer  Geraden  im  Räume  sind.  Es  bewegt  sich 
also  unter  der  gemachten  Voraussetzung  der  Schwerpunct  in  einer  Geraden, 
und  zwar  ist  seine  Geschwindigkeit  nach  8 

d 


{-nw+m'H^y=^ 


_}_a"«-|-a'"« 


6 


d.  h.  constant  Es  besteht  also  auch  das  zweite  der  oben  angefOhrten  Gesetze. 

S41.  Das  Princip  der  Erhaltnng  der  FULchen.  Wenn  femer  die 

verschiedenen  Puncte  eines  Sjstemes   nur  ihrer   gegenseitigen  Wir- 
kung oder  Kräften  unterworifen  sind,  welche  nach  dem  Anfangs- 

puncte  der  Coordinaten  wirken,   so  ergibt  sich  das   merkwürdige 

31* 
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Gesetz:  Projicirt  man  die  von  den  Radien  Vectoren  der  einzelnen 
Punete  während  einem  Zeitelemente  beschriebenen  Flächen  auf 
irgend  eine  der  Coordinatenebenen ,  und  multiplicirt  jede  Projection 
mit  der  Masse  des  beschreibenden  Punctes,  so  ist  die  Summe  dieser 
Producte  immer  dem  Zeitelemente  proportional.  Dieses  Gesetz,  das 
offenbar  auf  jede  durch  den  Anfangspunct  gelegte  Ebene  ausge- 
dehnt werden  darf,  da  jede  solche  Ebene  eine  Coordinatenebene 
sein  kann,  nennt  man  Princip  der  Erhaltung  der  Flächen. 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  239:8  mit  dt,  und  integrlrt  nach  t, 
80  erhält  man,  wenn  c'c"c'"  beliebige  Constanten  sind, 


Jm 
Em 


Em 


xdy--ydx  _ 


dt 


=  c'    +i:/m(xY  — yX)dt 


y  dz  —  z  dy  


dt 
z  d  X  —  X  d  z 


dt 


=  0"  +2'/m(yZ-zY)dt 
=  C"  +  Ef^  (  z  X  —  X  Z  )  d  t 


Nun   ergibt  sich   einerseits  fUr  die  zwischen  m'  und  m''  thätige  Kraft  P  mit 
Hülfe  der  240  gebrauchten  Werthe  von  X  und  Y 

m'  (x'  Y'  —  y'  X')  +  m"  (x"  Y"  ~  y"  X")  =  0 
und  ähnliche  Gleichungen  lassen  sich   auch   fflr  die  gegenseitigen  Wirkungen 
von  m'  und  m'^',  elc,  aufstellen.  Bezeichnet  anderseits  F'  eine  Kraft,  welche 
m'  nach  dem  um  i*  entfernten  Anfangspuncte  der  Coordinaten  zu  fQhren  strebt, 
80  sind  offenbar  die  ComponcDten  nach  den  Axen 


X'z=  — F^ 


x'  v'  z* 

-TT  Y'=:  — F'-?:-  Z'  =  — F'4r 


also 

X'  Y'  —  y'X'  =  y'Z'  —  z' Y'  =  z' X'  —  x'Z'  s=  0 

und  ähnliche  Gleichungen  würden  sich  auch  für  die  übrigen  Punete  aufstellen 

lassen,  —  so  dass  für  diese  beiden  Arten  von  Wirkungen  und  Kräften 

2'm(xY-yX)  =  2'ni(yZ-zY)  =  2'm(zX-xZ)s=0 

und  es  gehen  daher  die  1  in  diesem  Falle  in 

i^mCxdy  — ydx)=:c'dt,  2'm(ydz  — zdy)  =  c''dt,  2'm(zdx— xdz)  =  c'"dt  • 

über.    Stellt  aber  (m)  die  Lage  vor,  welche  m  nach  der  Zeit  d  t  einnimmt, 

so  ist  die  Projection  der  vom  Radios  Vector 
während  dieser  Zeit  beschriebenen  Fläche  A 
auf  XY 

^i_,  xdy  — ydx 


und  entsprechend  sind 
Ku^  ydz-zdy 
^    —  2 


2 


A'"  = 


zdx  —  X  ds 


die  Projectionen  auf  YZ  und  XZ.  Für  diese 
Werthe  gehen  aber  die  2  in 
l'Sm.  A'=c'.dt        l'Sm.  A"  =  c''.dt        2"  2m.  A'"  =  c'"- dt      S 

über,  welche  offenbar  der  analytische  Ausdruck  des  im  Texte  ausgesprochenen 

Gesetzes  sind. 

243«  Di6  UDverioderliche  Ebene.   Wenn  man  eine  Fläche  oder 
ein  System  von  Flächen  auf  die  drei  Coordinatenebenen  projicirt, 
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und  dann  die  erhaltenen  Projeetionen  auf  irgend  eine  andere  Ebene 
überträgt,  so  ist  die  Summe  der  drei  neuen  Projeetionen  genau 
gleich  der  Projeetion,  welche  man  durch  unmittelbares  Projiciren 
auf  diese  Ebene  erhalten  hätte.  Femer  findet  man,  dass  die  Quadrat- 
summe der  Projeetionen  einer  Fläche  oder  eines  Systemes  von 
Flächen  auf  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  einen  von  der  Lage 
dieser  Ebenen  unabhängigen  Werth  hat;  dagegen  nimmt  die  ein- 
zelne Projeetion  für  eine  bestimmte  Ebene  einen  Maximumswerth 
an,  und  zwar  sind  die  Winkel  dieser  letzteren  Ebene  mit  den  Coor- 
dinatenebenen  für  die  241  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen 
und  Flächen  von  der  Zeit  unabhängig,  so  dass  sie  Laplace  mit 
Recht  als  eine  lUiTerSnderllclie  Ebene  in  die  Mechanik  einge- 
führt hat. 

Bildet  eine  ebene  Figur  der  Fläche  A  mit  den  Coordinatenebenen  XY, 
XZ,  YZ  und  einer  Ebene  I  der  Reihe  nach  die  Winkel  a',  b',  c%  w,  und 
bezeichnen  «',  /?',  y'  die  Winkel  von  I  mit  denselben  Coordinatenebenen,  so 
ist  (195 : 5) 

Cos  w  =  Cos  a' .  Cos  a'  +  Cos  b' .  Cos  /?'  +  Cos  c' .  Cos  y*  1 

Bezeichnet  femer  B'  die  Projeetion  von  A  auf  I,  und  sind  A'  A''  A"'  die 
Projeetionen  von  A  auf  die  Coordinatenebenen,  so  hat  man  (165) 

B'c=A.CoBW  A'  =  A.Co8a'  A"  =  A.Cosb'  A'"  =  A.Coso' 

und  daher,  wenn  1  mit  A  multiplicirt  wird, 

B'  =  A' .  Cos  o'  +  A" .  Cos  /?'  +  A'" .  Cos  y*  9 

d.  h.  den  ersten  der  oben  ausgesprochenen  Sätze,  der  ofTenbar  auch  noch  in 

dem  allgemeinem  Falle  gilt,   wo  A  nicht  eine  einzelne  Fläche,   sondern  ein 

System  von  Flächen  bezeichnet,  —  sogar  wenn  diese  Flächen  in  verschiedenen 

Ebenen  liegen.  —  Hat  man  ferner  noch  zwei  Ebenen  II  und  III,   welche  mit 

den   coordinirten  Ebenen  die  Winkel  a**  ß**  y**  und  a***  ß'**  y***  bilden,   so 

erhält  man  für  sie  entsprechend  2 

B"  c=  A' .  Cos  o"  +  A" .  Cos  ß**  -|-  A'" .  Cos  y"  S 

B'"=:A'.Coso'"  +  A".Cos^'"-|-A'".Cosy'"  4 

Stehen  aber  I,  ü,  III  zu  einander  senkrecht,  so  bestehen  zwischen  den  Cosinus 

der  9  Winkel  aßy  ^^  192:6,  7  entsprechenden  Relationen,  und  mit  ihrer 

Httlfe  findet  man 

B'.Cosa'  +  B".Cos«"  +  B'".Cosa"'  =  A' 

B'.Cos/?'-j-B''.Cos/?"-|-B'".Co8/9'"  =  A''  % 

B'.Cosy'-i-B".Co8y''-|-B"'.Cosy'"  =  A'" 
und  sodann 

A'«  +  A''«  +  A"'«  =  B'*  +  B"«  +  B'"*  6 

d.  h.  den  zweiten  der  oben  ausgesprochenen  Sätze.  —  Aus  6  folgt 

B'  =  yA'«-4-A"«  +  A'"*  — B''*  — B"'«  1 

und  es  wird  somit  B'  am  grössten,  wenn  B"  und  B'''  Null  sind,  d.  h.  nach 
7  und  5,  wenn 

CoBa'  =  ^,    Cos/9'  =  ^,    Cosy'  =  ^   wo    B'  =  VA'«  + A"»  +  A"«  8 

Kennt  man  daher  ^ie  Projeetionen  von  A  auf  drei  beliebige  Coordiniiteii- 
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ebenen,  bo  kann  man  leicht  das  Maximnm  der  Projection  und  die  Lage  der 
MaztmumB-Projectionsebene  ermitteln.  —  Die  eben  gefundenen  Oesetse  kann 
man  offenbar  ohne  weiteres  auf  die  durch  241 : 3  gegebenen  Summen  der 
Projeotionen  von  2  m-fachen  Flftche n  anwenden ,  d.  h. 

A'  =  c'.dt  A"  =  c"dt  A"'  =  c'".dt 

eetsen,  und  hiefllr  gibt  8,  wenn 

c'«  -|-  c"«  +  c'"*  =  C»  0 

gesetzt  wird, 

c'  c''  c'^' 

B'  =  C.dt  Co8a=-g-  Co8/?  =  -^  CoByz=-^         lO 

so  dass  in  den  Werthen  fttr  die  drei  Cosinus  die  Grösse  dt  wegfUlt,  also 
die  Maximumprojectionsebene  wirklich,  wie  diess  im  Texte  ausgesprochen 
wurde,  von  der  Zeit  unabhängig  oder  constant  ist.  Da  femer  aus  241 : 2 
hervorgeht,  dass,  wenn  man  f&r  irgend  eine  Zeit  die  Coordinaten  x,  y,  z 
sämmtlicher  Pnncte  des  Systemes,  und  ihre  Geschwindigkeiten  dx:dt,  dy:dt 
und  d£:dt  nach  den  drei  Coordinatenaxen  kennt,,  die  OrOssen  c' c"  c"'  be- 
rechnet werden  können,  so  kann  man  auch  die  entsprechende  unveränderliche 
Ebene  wirklich  auffinden,  und  so  hat  Laplace  (s.  M^can.  c^l.  III  168)  die- 
selbe fQr  unser  Sonnensystem  unter  der  Annahme,  dass  für  dasselbe  die  ge- 
machten Voraussetzungen  bestehen,  wirklich  bestimmt,  und  gefunden,  dass 
fQr  sie  in  Beziehung  auf  Ekliptik  und  Frühlingspunct  des  Jahres  17D0  die 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  102®  57'  30"  und  die  Neigung  1"  85'  81" 
betrage.  Vergl.  855. 

94S«  Di6  HaaptaZ6a.  Versteht  man  (264)  unter  dem  Trägheits- 
momente eines  Körpers  in  Beziehung  auf  eine  Axe  die  Summe  der 
Producte  jedes  Elementes  desselben  in  das  Quadrat  seines  Abstandes 
von  dieser  Axe,  so  gibt  es  für  jeden  Körper  drei  zu  einander  senk- 
recht stehende  Axen,  welche  die  merkwürdige  Eigenschaft  haben, 
dass  Einer  von  ihnen  das  grösste  und  einer  Andern  das  kleinste 
Trägheitsmoment  zugehört.  Man  hat  diese  von  Euler  zuerst  einläss- 
lich  behandelten,  aber  schon  von  Segner  aufgefundenen  Axen 
Haoptaxen  genannt,  und  sie  fallen  bei  einem  homogenen  Ellipsoide 
mit  den  geometrischen  Hauptaxen  (197)  zusammen. 

Setzt  man 

M'=/(xY  — yX)dm      M"=/(yZ  —  zY)  dm      M'"=/(«X  — xZ)dm    1 

so  geben  die  Gleichungen  241 : 1,  wenn  man  die  Puncte  m  durch  die  Elemente 
dm  eines  KOrpers  m  ersetzt,  £  in  /  übergehen  lässt,  und  das  auf  die  Zeit 
bezügliche  Integral  durch  einen  Index  von  dem  auf  den  Körper  bezüglichen 
unterscheidet, 

Führt  man  nun  Axen  X'Y'Z'  ein,  welche  mit  dem  Körper  unveränderlich 
verbunden  sind,  so  werden  die  Coordinaten  x'y'z*  des  Elementes  dm  von 
der  Zeit  unabhängig,  und  dagegen  die  9  Grössen  abc,  durch  welche  sie 
(192:4,  5)  mit  xyz  zusammenhängen,  mit  der  Zeit  veränderlich  sein.    Die 
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nach  dieser  Annahme  aus  192:4  für  x,  y,   dx  :  dt  und   dy:t  folgenden 
Werthe  in  2  substituirend,  erh&lt  man 


/'M'dt=/ 


_a|db| — b^da^ 

dt 
afdbf-— b2daf 

dt 
ajdbj— bgda, 


^'*  + 


ajdb| — btda,  -^-a^  dbt — b^  dat 
dt 


x'y'+- 


yi«  ,  ^d^s— Ma>  +  ^db,— b,da,^,^,  ^ 
jit  I  aidb3~btda,+a,dbt— bgdat^,^, 


.dm 


dt  '      '  dt 

oder  durch  Substitution  der  in  192 :  8  gegebenen  Werthe  von  a^  a,  a,  b^  b|  b, 

dm 


rM'dtzrf    [Cj(a,dai+b,dbi+c,dCi)— c,(a,da^+b8dbl+c,dCl)]x'*4- 
[Cl(a3da,+tJdb,+C3dc^)— c,(aida,+bjdb,4-c,dc,)]y'«-i- 
[c,(aidaa+bidb,+CidCj)— Cl(a,da,4-btdb,-fc»dcJ)]z'«-|- 
^C5(a,da,+b,db,+c,dc,)— C8(aidai4-bidbi+c,dc»)+l 
Lcjlajdai+bjdbi+CjdCj)— c,(a,da,+b,db,+c,dc,)     J     ^  "^ 
pi  (ajdaj+bjdbj+Cjdc,)— c,  (a^da^+b,db,+c,dc,)+l 
Lc»{ai  da,+bi  db^-f-Cj  de,) — c,(ai  daj+bj  dbj+Cj  de,)     J  ^     "^ 
rc,(aidai+bidbi+Cidc,)— c,(a,da,+b,dba+c,dc,)+l  ^,  ^, 
.Lc3(a,daj+b,db8+c,dCg)— c,(a,dai+b,dbi+c,dci)    J 

Differenzirt  man  aber  die  drei  letzten , Gleichungen  192:7  nach  t,  so  erhält 
man,  wenn  p  q  r  drei  Hfilfsgrössen  sind, 


Ib. 

dt 

da| 

TT 

da, 
dt 


db, 
dt 

db, 
dt 

db, 
dt 


dcj  daj 

+  '^"dr-""*»"dT 
,    d  Ci       da« 

I   de. 


dt 


—  b. 


-bi 


d  b|     de, 


dt 


da, 


dt 


dt 
db, 

dt 
db, 

dt 


dt 


=  P 


de. 


dt 


=  q 


de. 
—  c,-,7-  =  r 


dt 


und  durch  Differentiation  der  drei  letzten  Gleichungen  192:6  nach  t 


a 


^J-K  ^Mo  ^?i— «.^ 


fb 


f-Ci-r/=a,-^+b, 


db. 


fc, 


^-a  ^-^b 


db. 


^  dt  ^"1  dt  ^"»  dt  -"»"dT^"*  dt    '  ^«  dt  — '  dt 
also  ist,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung  die  Hfilfsgrössen 


dt 


fc. 


^=0 


dt 


B=/(z'«  +  x'«)dm 

G=/z'x'dm 

Q  =  Bp  — Hr  — Pq 


C=/(x'«  +  y'«)dm 
H=/x'y'dm 
R=Cq  — Pp  — Gr 


A=/(y'«  +  z'«)dm 

P=/y'z'dm 

P  =  Ar  — Gq~Hp 

einführt 

/'  M'  d  t  =  f  r[r  (y«  +  z'«)  —  px'  y'  —  qz'  x*]  Cj  +-]  dm 
■-    '   "  +  z'»)  — qy'z'-rx'y']c,+  ' 
+  y'*)  —  r  z'  x'  —  p  y '  z*]  c, 
z=    CiP  +  c,Q  +  c,R 

und  analog  geben  die  zwei  übrigen  Gleichungen  2 

/'  M"  d  t  =  ai  P  +  a,  Q  +  a,  R  /'  M'"  d  t  =  bj  P  +  b,  Q  +  b,  R 

Die  Differentiation  von  8  und  9  nach  t  ergibt 


6 

1 


r[r{y" 
[p  (x" 

Uq  (X'« 


] 


8 


0 


M'    =c, 


M"  =a. 


M'"=:b. 


dP 

dt 
dP 
dt 
dP 
dt 


+  P 
+  P 
+  P 


dCj 

TT 

da^ 

Tt" 

dbt 

dt 


+  a, 
+  b, 


dQ 

dt 

dQ 

dt 

dQ 

dt 


+  Q 

+  Q 
+  Q 


dt   ^"^ 


djH 

dt 

db, 

dt 


+  b. 


dR 

dt 

dR 

dt 

dR 

dt 


+  R 
+  R 

+  R 


de, 
dt 
da, 
dt 
db, 
dt 


1 
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und  hieraus  folgen  mit  Hülfe  von  192:6,  7  und  gegenwärtigen  3,  4 

M'  c,  +  M''  aj  +  M'"  bj  =  -^  —  q  Q  +  p  R  fo 

M'c,  +  M''a^  +  M"'b,  =  ~^— rR  +  qP  11 

M'  Ca  +  M"  aj  +  M'"  b,  z=  -^^  —  p  P  +  r  Q  19 

Um  diese  letztem  Gleichungen  noch  weiter  zu  vereinfachen,  wollen  wir  uns 
erinnern ,  dass  die  in  den  a  b  c  involvirten  drei  Grössen  ^ytS  immer  noch 
wUlkttrlich  sind,  dass  wir  also  irgend  drei  Bedingungsgleichungen  wie  z.  B. 

F=:0  Gc=:0  H  =  0  IS 

aufstellen  können,  —  jedoch  in  diesem  Falle  gezeigt  werden  muss,  dass 
man  diesen  drei  Gleichungen  wirklich  immer  durch  reelle  Werthe  von  f^S 
genügen  kann.  Um  letztem  Nachweis  zu  leisten,  erhalten  wir  aus  6  durch 
Substitution  nach  192 : 4,  7 

P  =/(a,  X  +  b,  y  +  c»  z)  (aj  x  +  b,  y  +  c,  z)  dm 
=/rN  b,  (y«  -  X«)  —  c,  c,  (x*  —  z»)  +  (a,  b,  +  a,  b,)  X  yl  dm 
L+  (b,  Cj  +  b,  c,) y z  +  (a,  c,  +  a,  c,)  zx  J 

oder,  wenn  wir 

/(x«  — z«)dm  =  >l  /(y«  — x»)dm  =  B  14 

/xydm  =  D  /yzdm  =  J?  /zxdm  =  F  IS 

setzen,  aus  192:5  substituiren ,  und  nach  9  ordnen, 

P  =  b,b,B  — c,C8i4  +  (a,b,  +  a,b,)D+(b,c,  +  b3C,)£+(a,c,  +  a,c,)F 
=  rdin ^ff  Cos ^ff^ine,B  +  Cos  2 ^ Sin 0  . D  +1  Sin 9  + 

Lsin  v/  Cos  0 .  £  +  Cos  v/  Cos  9 .  F  J  16 

+  rCos^V'SintfCosd. JI-HSin0Cos9.il—  1C0S9 

Lsin  2  Y/  Sin  0  Cos  9  .  D  +  Cos  ^  Cos  2  0 .  £  -*  Sin  V'  Cos  2  9 .  fJ 

Analog  findet  man 

G  =  r—  Cos*  ytSin  e  CoB  e,  B  —  Sine  CoBe,Ä+  1  Sin  9  + 

Lsin  2  ^  Sin  0  Cos  d .  D  —  Cos  v^  Cos  2  0 .  F  +  Sin  1^  Cos  2  9 .  fJ 

LSin  iff  Cos  0 .  F  +  Cos  V'  Cos  0 .  F  J 

H=  r(SinV  — Co8«i^Co8»ö)F  +  Sin«fl.i4  +  Sin2v/(l  +  Cos»ö)D+l8in29 
L8in2ö(Cosv^.F  — Sinv/-F)  J      2      "^ 

+  rSin y; Cos  V' Cos  e.B  +  Cos e .  Cos  2 ^^ .  D  — .1  Cos  29  ^^ 

LSin  e  (Sin  1^ .  F  +  Cos  ^ .  F)  J 

Setzt  man  somit 

F'=Yr[(Sin«v  — Cos«v/CoB«Ö)F  +  Sin«ö.ii  +  Sln2vf(l  +  Cos«tf)D  +  l      . 

L+  Sin  2  ö  (Cos  V .  F  —  Sin  v/ .  F)]  J 

L  =  Sin v^  Cos  iff  Cos  9. F  +  Cos  $ .  Cos  2^ .  D  —  Sin 9 (Sin^ .  F  +  Cos y; .  F)  19 
Jf  =  Sin^  Cos  ^.  Sin  e.B  +  Qiad.  Cos  2^.D  +  Cos  d  (Sin  ip .  F  +  Cos  v^ .  F) 

iV=Y[Sin2ö(Cos«V'.F  +  i4  — Sin2v/.D)  +  2Cos2ö(Cosv'.F— SinV'.F)] 

so  hat  man  statt  13  die  Möglichkeit  der  Gleichungen 
F.  Sin  2 9  -f  £ .  Cos  2  9  z=  jr Sin  9  +  iV.  Cos  9  =  ilf  Cos  9  —  iVSin  9  =  0   SO 

nachzuweisen.  Quadrirt  und  addirt  man  aber  die  zwei  letzten  Gleichungen,  so 
ergibt  sich 

Jlf«  +  iV«  =  0  oder  JMr  =  0  iV=rO 


11 

+  rSin  ^  Cos  v/  Sin  ö .  F  +  Cos  2  t//  Bin  9 .  D  +1  Cos  9 
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und   aus  diesen  beiden  letztern  Qleichnngen  erhält  man  mit  Httlfe  von  19, 
wenn 

yi  +  u*  K^  +  ^ 

gesetzt  wird, 

TiTÄ  — -  EHmrp  +  FCoBxf,       _  En  +  F  i/rT^ 

^  Ä8inv/Co8V/-h/>Co8  2v;"~  /Tu -f  D  (1  —  u«)      ^    "^ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  goniometrische  Formel 

2Tcö 
igz(7_  i_Tg«ö 
ein,  80  erhält  man 

E  —  uF  (£u  +  F)  [Äu  +  D  (1  —  u«)] 


oder,  wenn  man  gehörig  reducirt,  wobei  sich  namentlich  die  ganze  Gleichung 
durch  (14-u*)  dividiren  läset,  —  und  dann  ordnet, 

0=:u*  [ÄDE  —  F(D*  —  E*)]  + 

+  u*lDF(Ä  +  2B)'-E(ÄB  +  D*  +  E*  —  2F*)']  + 

+  u  [F(D«  — Ä*  — 2J?«  +  f  —  i4ir)~./)£;(^  — Ä)]  + 

+      [E  (D«  —  F«)  —  DF(^  +  B)-]  tft 

Eine  Gleichung  dritten  Grades  hat  aber  immer  eine  reelle  Wurzel,  also  ist 
nach  22  auch  t^,  nach  23  ebenso  e,  und  endlich  nach  der  noch  unbenutzten 
20'  auch  9  reell,  und  es  dürfen  somit  die  Gleichungen  13  wirklich  aufgestellt 
werden.  Die  Gleichung  25  muss  sogar  nothwendig  nicht  nur  einet  sondern 
drei  reelle  Wurzeln  haben,  welche  sich  auf  die  drei  Azen  bezjlehen;  denn 
jede  dieser  Letztem  kann  eben  so  gut  als  die  Andere  als  Aze  der  X  ange- 
sehen werden.  Die  Azen,  welche  durch  13  bestimmt  werden,  sind  aber  die 
im  Tezte  erwähnten  Hauptazen;  denn  nach  der  dort  gegebenen  Definition 
stellen  die  durch  5  eingeführten  Grössen  offenbar  die  sog.  Tragheltamomente 
des  Körpers  in  Beziehung  auf  die  Azen  X'  Y'  Z'  dar.  —  Bezeichnet  man  das 
Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  Aze  der  Z  mit  (£,  so  ist  entsprechend, 
mit  Hülfe  von  5  und  192:4—7 

(5=/(z«+y»)dm=/[(aiZ'  +  a,y'  +  a,zO*+(b,z'  +  b,y'  +  b8zO«]dm 

=/ra-c,«)z'«+(l-c,«)y'«  +  (l-c,«)z'«-2cjC,z'y'-.-| 

L— 2CjCjz'z'  — QcjCjy'z'  J 

=  Sin« e Sin« q,.A  +  Sin« 0 Cos« 9 . B  +  Cos« ö .  C  +  Cos  9  Sin 2 ö . P  — 

—  Sin  9  .  Sin  2  d .  G  +  Sin  2  9  .  Sin«  6  .  H 

Sind  aber  die  Azen  X' Y' Z'  Hauptazen,  so  bestehen  die  Gleichungen  13, 
und  man  hat  mit  Hülfe  von  192 : 5 

€  =  A .  Sin«  ö ,  Sin«  9  +  B  .  Sin«  6 .  Cos«  9  +  C  .  Cos«  ö  = 
=  A.Cos«(Z,X0+B.Co8«(Z,Y0  +  C.Cos«(Z,Z0 
d.  b.  wenn  man  jedes  der  einer  Hauptaze  entsprechenden  Trägheitsmomente 
mit  dem  Quadrate  vom  Cosinus  des  Winkels  multiplicirt,  welchen  irgend  eine 
Aze  mit  dieser  Hauptaze  bildet,  so  stellt  die  Summe  dieser  Producte  das 
jener  Aze  entsprechende  TrBgheitsmoment  dar.  Ist  aber  A  >>  B  >•  C ,  so  ist 
nach  27 


dm 
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€  <  A  (Sin*  e  Sin«  9  +  Sin«  fl  Cos«  9  +  Cos*  ö)      oder      €  <  A 

€  >  C  (Sin»  ö  Sin«  9  +  Sin«  ö  Cos«  tp  +  Cos«  ö)      oder      €  >  C 

d.  h.  68  besteht  wirklich  die  im  Texte  ansgeeproohene  Grandeigenschaft  der 
Hauptaxen.  —  Bezeichnet  q  die  Dichte  eines  homogenen  Körpers,  so  ent- 
spricht dem  Puncte  x  y  2  desselben,  nnd  somit  der  Distanz  }^x«  +  y«  von  der 
Axe  der  Z  offenbar  das  Massenelement  ^dxdydz,  nnd  es  ist  daher  das 
Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Beziehung  anf  Z 

5  =  ^///(x«  +  y«)dx.dy.dz  •« 

Ist  z.  B.  der  Körper  ein  Ellipsoid  der  Axen  2a,  2b,  2c,  und  fallen  die 
Goordinatenaxen  mit  diesen  Axen  zusammen,  so  besteht  (198)  die  Gleichung 

X*  T*  Z* 

a«        b«    '    c« 
Wenn  wir  daher  in  28  zuerst  nach  z  integriren,  und  in  dem  so  hervorgehenden 
unbestimmten  Integrale 

£  =  ^//(x«  +  y«)  d  X  .  d  y  (z  +  Const.) 
fQr  z  nach  29  die  Grenzwerthe 

einsetzen,  so  erhalten  wir 

(5z=2^c//(x«  +  y«)"j/l--J-^.dx.dy  SO 

Setzt  man  aber  zur  Abkürzung 

b«x« 

b«  —  i-^  =  r« 

a« 

so  ist  nach  67 :  14,  wenn  erst  nach  y  integrirt  wird, 

_  2gcx«dx 
~  b 

und  dabei  ist,  weil  dem  in  X  Y  liegenden  Schnitte  unsers  Körpers  die  Gleichung 

-g^  +  -g-  =  l  oder  y=±b]/l-^  =  ±r 

entspricht,  y  zwischen  den  Grenzen  +'  und  — r  zu  nehmen,  so  dass  nun 

und  somit 

2,c//x.-j/l-:53|^dxdy=4^/(a.x«-x4)d,= 

oder,  da  x  offenbar  von  —  a  bis  +  <^  auszudehnen  ist, 
und  entsprechend 


b  [X|/F»rr7+^Arc8in-^  +  Coiiet] 
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folglich  nach  30 


^       4^abc(a«  +  b«)«        a«4-b«    „  tu       ^     k 

C  =  — S 1- — ! 1 —  ~ 1 .M,       wo       M  =  —  abcno 

nach  205 : 4  die  Masse  des  Ellipsoides  darstellt.  Entsprechend  sind  die  Träg- 
heitsmomente in  Beziehung  auf  die  Azen  der  X  und  Y 

so  dass  sieh  ,  ^     «»      ^ 

a>b>c  und  €>»>« 

entsprechen.  Da  femer  die  drei  Integrale 

/xydm  /xzdm  /yzdm 

fUr  ein  EUipsoid,  dessen  Axen  mit  den  Coordinatenaxen  zusammenfallen, 
noth wendig  gleich  Null  sind,  weil  sich  zu  jedem  der  in  ihnen  begriffenen 
Elemente  ein  zweites  gleich  grosses,  aber  dem  Zeichen  nach  entgegengesetztes 
Element  findet,  so  sind  nach  6  und  13  die  drei  Axen  zugleich  die  Hauptaxen. 
Ist  das  EUipsoid  durch  Rotation  einer  Ellipse  um  die  Axe  c  entstanden,  d.  h. 
ist  a  =  b,  so  ist  auch  tB[=:16.  Sind  aber  ftLr  irgend  einen  Körper  die  Träg- 
heitsmomente in  Beziehung  auf  zwei  Hauptaxen  gleich,  z.  B.  A^B,  so  hat 

man  nach  27 

S  =  A .  8in<  0  +  C .  Cos*  6  SS 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  das  Trägheitsmoment  fOr  Jede  Axe  der  Z,  welche 
mit  Z'  denselben  Winkel  Q  bildet,  gleich  gross,  also  z.  B.  für  alle  Axen 
gleich  A,  fOr  welche  dsOO**  ist,  oder  die  in  der  Ebene  X'Y'  liegen,  — 
also  muss  auch  jedes  Paar  von  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  der 
Ebene  X'Y'  mit  Z'  zusammen  ein  System  von  Hauptaxen  bilden,  da  ihnen 
sonst  nach  dem  oben  entwickelten  Gesetze  ein  grösseres  oder  kleineres  Träg- 
heitsmoment als  A  zukommen  müsste,  je  nachdem  A<CC  oder  A^C;  so 
z.  B.  fallen  also  beim  Rotationsellipsoide  jede  zwei  zu  einander  senkrechte 
Durchmesser  des  Equators  mit  einem  Systeme  von  Hauptaxen  zusammen. 
Für  A=:B  =  C,  so  z.  B.  für  eine  aus  dem  Anfangspuncte  beschriebene  Kugel, 

wird  nach  27  oder  33  _ 

(£  =  A  S4 

d.  h.  es  wird  jeder  durch  den  Anfangspunct  gehenden  Axe  ein  gleich  grosses 
Trägheitsmoment  entsprechen,  und  jedes  System  von  drei  zu  einander  senk- 
rechten solchen  Axen  ein  System  von  Hauptaxen  sein. 

S44U  Di6  aag6Dbli6kli€h6  Rotationsaxe.  Alle  in  einem  gegebenen 
Zeitmomente  ruhenden  Puncte  eines  rotirenden  Körpers  liegen  in 
einer  durch  den  Durchschnittspunct  der  Hauptaxen  gehenden  Ge- 
raden, der  sog.  Axe  instantanä  de  rotation.  Wirken  auf  den  Körper 
keine  äussern  Kräfte,  und  dreht  er  sich  zu  einer  gewissen  Zeit  sehr 
nahe  um  diejenige  seiner  Hauptaxen,  der  das  grösste  oder  kleinste 
Trägheitsmoment  entspricht,  so  macht  die  augenblickliche  Rotations- 
axe  im  Laufe  der  Zeit  nur  kleine  und  periodisch  wiederkehrende 
Schwankungen  um  die  ursprüngliche  Lage  und  die  benachbarte 
Hauptaxe,  ja  es  bleibt  Letztere,  wenn  sie  es  einmal  war,  beständig 
Rotationsaxe ;  entspricht  dagegen  der  benachbarten  Hauptaxe  das 
mittlere  Trägheitsmoment,  so  kann  die  geringste  Störung  die  Rota- 
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tionsverhältnisse  total  verändern.  Es  ist  also  in  dem  erst  betrach- 
teten Falle  die  Stabilität  gesichert,  während  im  zweiten  Falle  ein 
labiler  Zustand  vorhanden  ist. 

Die  durch  243 : 3  definirten ,  zuerst  durch  Euler  in  solcher  Weise  ein- 
geführten Grössen  p  q  r  besitzen  mehrere  merkwürdige  Eigenschaften ,  wie 
aus  folgender  Entwicklung  hervorgehen  wird :  Die  DÜFerentialquotienten 
dx:dt,  dy:dt  und  dz:  dt,  d.  h.  die  Geschwindigkeiten  des  Elementes 
d  m  zur  Zeit  t  nach  den  drei  Axen,  sind  offenbar  fOr  alle  Puncte  des  Körpers, 
welche  w&hrend  dem  Zeitelemente  dt  ruhen,  Null,  und  wenn  wir  daher 
nach  192  : 4 

x'.  da^  +  y'-  da,  +  »'  •  da,  =  x'.  dbj  +  y' .  db,  +  *'  •  db,  = 

=  x'.dc,  +  y'.dc,  +  z'.dcj=0  1 

setzen,  und  aus  diesen  Gleichungen  x'y'z'  ausrechnen,  so  erhalten  wir  die 
Coordinaten  dieser  ruhenden  Puncte.  Multipliciren  wir  die  drei  Gleichungen  1 
der  Reihe  nach  entweder  mit  a,  b,  c,  oder  mit  a^  b,  c,,  und  addiien  die  Pro- 
ducte,  so  erhalten  wir  mit  Hülfe  von  243:8,  4 


y'  =  i.x'  z'  =  i 

r  r 


x' 


d.  h.  einerseits  den  Beweis  für  die  Existenz  der  im  Texte  erwUmten  augen- 
blicklichen Rotationsaxe,  und  anderseits  dafür,  dass  p  qr  jeweilen  die  Lage 
dieser  Axe  bestimmen,  und  zwar  so,  dass  nach  194  die  Formeln 

C0Sa  =  —  C08/!?  =  -£-  C0By  =  -i         wo         g  =  Vp*  +  q*  + 1*      S 

zur  Berechnung  ihrer  Winkel  mit  den  Goordinatenaxen  X'  Y'  Z'  dienen.  — 
Die  so  eben  zur  Abkürzung  eingeführte  Grösse  q  bezeichnet  die  in  jedem 
Momente  für  alle  Puncte  des  Körpers  gleich  grosse,  dem  Quotienten  der 
absoluten  Geschwindigkeit  v  irgend  eines  Punctes  durch  seinen  Abstand  d 
von  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  gleiche  Winkelgeschwindigkeit;  deun 
wählt  man  zu  dieser  Bestimmung  denjenigen  Punct  der  Axe  Z',  der  den  Ab- 
stand 1  vom  Anfangspuncte  hat,  so  ist  für  ihn  d:=8in;f  und  x'=:0,  y':=0, 
z'^1,  also  nach  192:4  auch  x  =  a,,  y  =  b,,  scrc,,  folglich  mit  Hülfe  von 
3  und  243  : 3,  4;  192:6,  7  einerseits 

T=:^V(if)'  +  (4f)'+(4f)"=si^aT'^VTäV+I^ 

und  anderseits 

p«.Sin»y.dt»  =  9»(l  — Cos«y)dt*  =  (p*+r*)dt*= 

=  (»,  d  8,  +  b,  d  b,  +  c,  d  c,) »  +  (a,  d  a,  +  b»  d  b,  +  c»  d  c,)«  + 
+  (a,d8,+b,db,+c,d<!,)«  = 

=  («■»  +  «,• +  a,*)da,»  +  2(a,b, +  a,b,  +  a,b,)  da,  db, + 
+  (»»,»+b,«  +  b,«)db,«+2(a,o,  +  a,c,  +  a,c,)da,dc,+ 
+  (c,»+c,»+c,»)dc,«+2(b,o,  +  b,c,+b,c,)db,dc,= 

=  da,»  +  db,«  +  dc,» 


also  wirklich 

v 

g  .  Sin  y 
Sin;^. 

.dt 
dt 

In  Folge 

243: 

13 

gehen 

die  243 

:7  in 

P 

= 

A.r 

Q  =  B 

•P 

==Q 


R  =  C.q 
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über,  und  hiefür  nehmen  hinwieder  243:10—12  die  einfachere  Gestalt 
A  .  -|~  +  (C  — B)  pq  =  M'c,  +  M"ai  +  M'^bj 


dp 
dt 

dq 


B.-^  +  (A— C)qr  =  M'c,  +  M"a,  +  M'"b,  6 

+  (B-.A)pr=M'c3  +  M"a,  +  M'"bj 


dt 

an.  In  diesen  Oleichnngen  bezeichnen  die  durch  248 : 1  eingeführten  Grössen 
M'  M"  M'"  nach  234  und  239  offenbar  die  den  Axen  Z  X  Y  entsprechenden 
Summen  der  Drehungsmomente  aller  auf  die  Elemente  des  Körpers  wirkenden 
Kräfte.  Da  aber  (vergl.  233)  die  Paare  oder  Drehmomente  wie  einselne  Kräfte 
behandelt  werden  können,  so  hat  man  (192),  wenn  N'N"N'"  die  ent- 
sprechenden Summen  für  die  neuen  Axen  Z'  X'  Y'  beseichnen, 

N'  =z  c,  M'  +  a,  M"  +  b,  M'"  N"  =  Cj  M'  +  a^  M"  +  b,  M'" 

N'"  =  c,  M'  +  a,  M"  +  b,  M"' 
und  es  gehen  somit  die  11  in 

N'    .dt  =  C.dq  +  (ß  — A)pr.dt 

N"  .dt  =  A.dr +  (C— B)qp.dt  8 

N'".dt  =  B.dp  +  (A  — C)rq.dt 

über.  Substituirt  man  endlich  in  den  durch  243 : 3  gegebenen  positiven  Werthen 
von  p ,  q ,  r  aus  192 : 5  für  die  Grössen  a  b  o  und  ihre  Differentialien  die 
Werthe,  so  erhBlt  man  nach  einer  einfachen  Reduction 

p  .  d  t  z=  —  Ck)s  9  .  Sin  0  .  d  ^  —  Sin  9  .  d  0 

q  .  d  t  =:       Cos  6  .  d^  —  d 9  9 

r  .  d t  z=       Sin  9  .  Sin B  .ä^  —  Cos 9 .  d  0 

Diese  unter  8  und  9  enthaltenen  6  Differentialgleichungen  geben,  wenn  sie 
sich  integriren  lassen,  die  6  Grössen  p,  q,  r,  9,  yr,  0  als  Functionen 
der  Zeit,  und  damit  die  Lage  von  m  für  jede  gegebene  Zeit,  —  erlauben 
aber  auch  unmittelbar  einige  interessante  Schlüsse  su  Eiehen:  Wirken  näm* 
lieh  auf  einen  Körper  entweder  gar  keine  äussern  oder  doch  nar  solche 
Kräfte,  welche  durch  den  neuen  Anfangspunct  gehen,  so  sind  entsprechend 
141  sämmtliche  Momente  N  gleich  Null,  und  es  bestehen  somit  statt  8  die 
Gleichungen 

dqH ^ — pr.dt  =  dr-| ^ —  qp.dt  =  dp-| ^ — rq.dt  =  0    10 

Dreht  sich  nun  der  Körper  zu  einer  gewissen  Zeit  sehr  nahe  um  eine  seiner 
Hauptaxen,  z.  B.  um  Z',  so  sind  a  und  ß  sehr  nahe  gleich  90®,  also  Cos  a 
und  Cos  ß  sehr  klein ,  also  auch  nach  3  die  Grössen  p  und  r  so  klein ,  dass 
ihre  Producte  und  zweiten  Potenzen  vernachlässigt  werden  dürfen.  In  diesem 
Falle  reducirt  sich  10'  auf  dq  =  0,  so  dass  q  eine  constante  Grösse,  —  und, 
da  zugleich  nach  8  auch  (^  ^  q  wird,  so  ist  also  in  diesem  Falle  die  Winkel- 
geschwindigkeit ebenfalls  constant.  Den  zwei  letzten  Gleichungen  10  aber 
kann  man  in  diesem  Falle  durch 

p=:M.8in(nt  +  m)  r  =  M' .  Cos  (nt  +  m)  11 

genügen,  wo  M,  M',  n,  m  Constante  sind;  denn  sie  gehen  hlefür  in 

M'.n  =  -5^^.e.M  M.n=  ^"T^  .g.W  M 


IS 
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Über,  woraus 

folgen,   80   dasB  die  Constanten  M'  und  n  immer  leicht  berechnet   werden 

können,   w&hrend  die  M  und  m  zun&chst  arbiträr  bleiben.   Jedoch  sind  zwei 

wesentlich    verschiedene   Fälle   £u  unterscheiden:    Ist    C   das   grösste    oder 

kleinste  Trägheitsmomefit ,    so   werden  M'   und  n   beständig   reell,    und  es 

sind  daher  p  und  r,  da  sie  laut  Voraussetzung  zur  Zeit  t=:0,  fOr  welche 

nach  11 

p  =  M .  Sin  m  r  zi:  M' .  Cos  m  141 

folgen,  klein  waren,  also  auch  M  und  M'  klein  sein  müssen,  nach  11  beständig 
klein,  und  überdiess  periodisch;  ja  wenn  ursprünglich  p  und  r  Null  waren, 
80  müssen  nach  14  auch  M=rM'=:0  sein,  und  es  bleiben  daher  nach  11  für 
alle  Zeiten  p  und  r  Null.  Wenn  dagegen  C  zwischen  A  und  B  liegt,  so  wird 
n  imaginär,  und  hiefDr  geben  Binus  und  Cosinus  von  (nt-f-m)  in  Ezponential- 
gröBsen  über,  die  nicht  mehr  periodisch  sind,  sondern  mit  der  Zeit  ohne  Ende 
wachsen  können.  Hieraus  gehen  aber  offenbar  die  im  Texte  ausgesprochenen 
Gesetze  hervor. 


^-'■w  ">.-^V^'\."\  "S."-  'Vw'\-   X.  ' 


Die  Physik. 


Die  BeobacMung,  der  PrüftMn  aller  Theorieen^ 
die  Bewährung  aller  Vermvtthungeny  die  Ver- 
niehterin  aller  Täuschungen,  iit  zugleich  auch 
die  reiehtle  Quelle  unertoarteter  Aufichlilue 
und  lang  getuchter  Belehrungen.     (Homer.) 


XXV.  Physikalische  Vorbegriffe. 

S4S.  Allgemeine  Etgenschaflen  der  laterie.  Jedes  Materielle 

mum  zu  jeder  Zeit  einen  bestimmten  Raum  einnehmen,  d.  h.  aus- 
gedehnt und  undurchdringlich  sein;  ausserdem  scheinen  Beweg- 
lichkeit, Theilbarkeit,  Trägheit  oder  Beharrungsvermögen,  wechsel- 
seitige Anziehung,  Porosität  und  Ausdehnbarkeit  allgemeine  Eigen- 
schaften der  Materie  zu  sein.  Wirkung  und  Gegenwirkung  sind 
gleich.  Die  Mittheilung  der  Bewegung  erfordert  Zeit. 

Fflr  viele  die  Physik  betreifende  Werke  und  Zeitschriften  auf  4  verweisend, 
mögen  hier  noch  folgende  Titel  gegeben  werden:  „Jaqnes  Rohault  (Amiens 
1620  —  Paris  1675;  Professor  der  Mathematik  in  Paris),  Trait^  de  physique. 
Paris  1671,  2  Vol.  in  12.  (Viele  spätere  Auflagen,  —  üebersetzungen  in 's 
Lateinische,  s.  B.  von  Clarke,  —  etc.),  —  Wilhelm  Jakob  B*Gra¥eMinde 
(Herzogenbusch  1688  —  Leyden  1742;  Professor  der  Mathematik  und  Astro- 
nomie EU  Leyden),  Physices  elementa  mathematica,  experimentis  conftrmata. 
Lugd.  Batav.  1720—1721,  2  Vol.  in  4.  (3.  A.  1742;  franz.  durch  Joncourt, 
Leyde  1746,  2  Vol.  in  4.),  —  Jean-Th^ophile  Desagullers  (La  Rochelle 
1683  —  London  1744;  franz.  Emigrant;  erst  Professor  der  Physik  zu  Oxford, 
dann  Pfarrer  und  zuletzt  Caplan  des  Prinzen  von  Wales) ,  A  Course  of  Ex- 
perimental  Pbilosophy.  London  1725,  2  Vol.  in  4.  (Viele  spätere  Auflagen; 
franz.  durch  Pezenae,  Paris  1751),  —  Pieter  van  Ülassehenbroek  (Leyden 
1692  —  Leyden  1761;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  zu  Duisburg, 
Utrecht  und  Leyden),  Elementa  physices.  Lugd.  Batav.  1729  in  4.  (Viele 
spätere  Auflagen;  franz.  durch  Massuet,  Leyde  1739,  2  Vol.  in  4.;  deutsch 
durch  Gottsched,  Leipzig  1747  in  8.),  —  Jean-Antoine  IVollet  (Pimprö  bei 
Noyon  1700  —  Paris  1770;  Abb^,  Professor  der  Physik  und  Mitglied  der 
Academie  in  Paris),  LcQons  de  physique  expörimentale.  Paris  1748—1750, 
6  Vol.  in  8.  (8.  4d.  1780;  deutsch  Erfurt  1749—1764),  —  Segnert  Einleitung 
in  die  Natnrlehre.  Göttingen  1746  in  8.  (8.  A.  1770),  ^  Euler  t  Lettres  k 
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une  princeBse  d'Allemagne  sur  quelques  sujets  de  physique  et  de  philosophie. 
P^tersbourg  1768 — 1772,  3  Vol.  In  8.  (noch  verschiedene  andere  frans.  Ausg., 
z.  B.  von  Condorcet,  Paris  1778,  —  von  Labey,  Paris  1812;  auch  mehrere 
deutsche,  z.  B.  von  Kries,  Leipzig  1792,  —  von  Job.  MUller,  Stuttgart  1848),  — 
Fran^ois- Charles  Aehard  von  Qenf  (Berlin  1758  —  Kunern  1821;  Director  der 
physikalischen  Klasse  der  Berliner- Academie,  und  Erfinder  der  Runkelrüben- 
zucker-Fabrication),  Vorlesungen  über  Experimentalphysik.  Berlin  1791 — 1792, 
4  Pde.  in  8.,  —  Ernst  Gottfried  FIseher  (Hoheneiche  bei  Baalfeld  1754  — 
Perlin  1831;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Berlin),  Lehrbuch  der 
mechanischen  Naturlehre.  Berlin  1805  in  8.  (4.  A.  von  August  1837;  frans, 
durch  Mad.  Biot-Brisson  und  annotirt  durch  Biot,  Paris  1806  In  8.  und  sp&ter), 
^  Youngff  A  course  of  leotures  on  natural  philosophy  and  the  mechanical 
arts.  London  1807,  2  Vol.  In  4.,  —  Blott  Trait^  de  physique  expMmentale 
et  math^matique.  Paris  1816,  4  Vol.  in  8.,  und:  Pr^cis  414mentaire  de  phy- 
sique exp^rlmentale.  Paris  1818 — 1821,  2  Vol.  in  8.  (Deutsch  mit  Zus&tsen 
von  Feohner,  Leipzig  1828 — 1829,  5  Bde.  in  8 ,  —  und  im  Anschlüsse :  Fechner, 
Repertorium  der  Physik,  Leipzig  1882,  3  Bde.  in  8),  —  Baningartiiert 
Naturlehre.  Wien  1823  in  8.  (8.  A.  1845;  Supplementband  1831),  —  (}lande- 
Servais-Mathias  Poalllet  (Cusance  1790  —  Paris  1868;  Professor  der  Physik 
und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Elements  de  physique  exp6rimentale 
et  de  m^t^orologie.  Paris  1827,  2  Vol.  in  8.  (7  öd.  1856;  deutsche  Bearbeitung 
von  Job.  Müller,  Braunschweig  1847  und  später),  —  Georg  Wilhelm  Huncke 
(Hillingsfeld  1772  —  Grosskmehlen  in  Sachsen  1847;  Professor  der  Physik 
in  Marburg  und  Heidelberg),  Handbuch  der  Naturlehre.  Heidelberg  1829—1880, 
2  Bde.  in  8.,  —  Fran^ois  Mareel  (London  1803;  Professor  der  Physik  in 
Genf),  Cours  de  physique  exp6rimentale.  Genöve  1831  in  8.  (4  ^  1850),  — 
Christ  Bemoulll»  Elementarhandbuch  der  industriellen  Physik,  Mechanik 
und  Hydraulik.  Tübingen  1835,  2  Bde.  in  8.,  —  Wilhelm  Elsenlohr  (Pforz- 
heim 1799;  Professor  der  Physik  zu  Karlsruhe),  Lehrbuch  der  Physik.  Mann- 
heim 1836  in  8.  (9.  Aufl.  Stuttgart  1864),  —  Jakob  Heassl  (Mollis  im  Kanton 
Glarus  1803;  Lehrer  zu  Berlin  und  Parchim  in  Mecklenburg),  Leitfaden  der 
Physik.  Berlin  1836  in  8.  (9.  A.  Leipzig  1868),  —  Lftm^  Cours  de  physique. 
Paris  1837,  3  Vol.  in  8.  (2  öd.  1840),  —  MoMottl,  Lezioni  elementar!  dl 
flsica  matemaüca.  Firenze  1843 — 1845,  2  Vol.  in  8.,  —  fittlngshauseilt  An- 
fangsgründe der  Physik.  Wien  1844  in  8.  (2.  A.  1845),  —  Ferdinand  Heuler 
(Regensburg  1803  ^  Wien  1865;  Professor  der  Physik  zu  Graz  und  Wien), 
Lehrbuch  der  technischen  Physik.  Wien  1847,  2  Bde.  in  8.  (8.  A.  von  Pisco 
1866),  —  Bemardino  Zambra  (1813?  — Treviso  1859;  Professor  der  Physik 
zu  Padua),  I  principi  e  gll  elementi  nella  flsica.  Milano  1851—1856,  2  Vol.  in 
8.,  — •  Conrad  Fltedner  (Bruchköbel  bei  Hanau  1809;  Lehrer  der  Mathematik 
und  Physik  zu  Hanau),  Aufgaben  aus  der  Physik.  Braunschweig  1851  in  &, 
—  August  Hugo  Emsmaiin  (Eckartsberga  in  Sachsen  1810;  Oberlehrer  zu 
Frankfurt  a.  O.  und  Stettin),  Physikalische  Aufgaben.  Leipzig  1852  in  8.|  — 
G.  Karsten»  Allgemeine  Encyclop&die  der  Physik.  Lief.  1^20,  Leipsig 
1856—1669  in  8.,  ^  August  Kunsek  (Königsberg  in  österr.  Schlesien  1795; 
Professor  der  Physik  in  Lemberg  und  Wien),  Studien  aus  der  hohem  Physik. 
Wien  1856  in  8.,  —  EmU  Kahl  (Dresden  1827;  Lehrer  der  Physik  und 
Chemie  in  Dresden),  Mathematische  Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  Auf- 
lösungen. Leipzig  1857,  2  Th.  in  8.,  ^  Jules- (3^1estin  Jamla  (Termes  im 
D4p.  Ardennes  1818;  Professor  der  Physik  zu  Paris),  Cours  de  physique. 
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Paris  1858—1868,  8  Vol.  in  8.,  —  Albert  ÜlooMon  (Solotburn  1805;  Professor 
der  Physik  am  schweizerischen  Polytechnikum),  Die  Physik  auf  Grundlage 
der  Erfahrung.  Zürich  1858—1868,  3  Bde.  in  8.,  -^  Bernhard  Studer  (Bern 
1794;  Professor  der  Physik  und  physikalischen  Geographie  in  Bern),  Ein- 
leitung in  das  Studium  der  Physik  und  Elemente  der  Mechanik.  Bern  1859 
in  8.,  —  Rudolf  Heinrich  Hofmeister  (Zürich  1814;  Professor  der  Physik 
SU  Zürich),  Leitfaden  der  Physik.  Zttrich  1859  in  8.  (2.  A.  1870),  —  Adolf 
WAUner  (Dflsseidorf  1885;  Professor  der  Physik  in  Bonn  und  Aachen), 
Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  Leipzig  1862,  2  Bde.  in  8.  (2.  A.  1865),  — 
Victor  von  Lenf;»  Professor  der  Physik  in  Wien:  Einleitung  in  die  theo- 
retische Physik.  Braunschwelg  1867-^1868  in  8.,  —  etc.^ 

S46«  AnxiehllDg  und  Oewieht  Die  wechselseitige  Anziehung 
der  Materie  ist  nach  Newton  (406)  ihrer  Menge  oder  der  sog.  MsBue 
direct,  dem  Quadrate  des  Ahstandes  verkehrt  proportionirt  Die  An- 
ziehung der  Erde  heisst  Schwere  9  ihre  Richtung  verticaly  die 
dazu  senkrechte  Richtung  boiizontah  Die  Resultante  der  auf  einen 
Körper  wirkenden  Schwerkräfte  nennt  man  sein  absolutes  Ge* 
wlehtf  —  das  absolute  Gewicht  der  Volumeneinheit  speclllsclies 
Crewleht  oder  Elgengewleht^  —  das  Verhältniss  des  specifischen 
Gewichtes  eines  Körpers  zu  dem  des  reinen  Wassers  Dichte  des- 
selben. Als  Gewichtseinheit  dient  das  Gewicht  eines  Kubikcenti- 
meters  reinen  Wassers,  das  sog.  Gramm^  so  dass  das  Gewicht  der 
Volumeneinheit  (des  Kubikmeters)  eine  Million  Ghramme  oder  10 
Schweizer-Doppel-Centner,  eine  sog.  Iiast^  beträgt. 

Fttr  einige  andere  Gewichtseinheiten  und  ihr  Verhältniss  zn  dem  als  wissen- 
schaftliche Gewichtseinheit  jetit  fast  ausschliesslich  gehrauchten  Gramme  ver- 
gleiche Taf.  L 

S4V«  Die  AudehnlNUrkeit  Die  Ausdehnbarkeit  zeigt  sich  yorzüg- 
lich  bei  Zunahme  der  Wärme  und  Abnahme  des  Druckes.  Durch 
die  Ausdehnung  einer  Flüssigkeit  (Weingeist,  Quecksilber)  in  einem 
Gefässe  mit  engem,  caUbrirtem,  und  oben  zugeschlossenem  Halse, 
einem  sog.  Themiometer)  wird  umgekehrt  die  Wärme  gemessen; 
die  Fundamentalpuncte  der  Scale  sind  seit  Deluc  der  Schmelz- 
panet  des  Eises  (bei  Räaumur  und  Celsius  mit  0,  bei  Fahrenheit 
mit  32  bezeichnet)  und  der  SIedepanct  des  Wassers  am  Meere 
(800  bei  R.,  100  bei  C,  212  bei  F.).  Der  Barometerstand  (273)  am 
Meere  ist  zu  760^  angenommen;  beträgt  er  760 +  d,  so  ist  die 
Siedehitze  (100  Hht)*  C,  wo  nach  Arago  und  Dulong 

t  =  0,037818 .  d  -h  0,000018563 .  d«  1 

Bezeichnet  t  die  Temperatur,  t  die  entsprechende  Ablesung  an  einer 
sog.  Ek^helle  arbitraire,  a  den  Werth  eines  Theiles  der  Letztern  und 
b  die  dem  Schmelzpuncte  entsprechende  Ablesung,  so  ist 

t  =  a(T  — b)  =  AT  +  B  t 

Wolf,  HaiiJhth.    L 
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Rutherford's  Alax«  and  Min«  Thermometer  besteht  aus  zwei 
horizontal,  aber  entgegengesetzt  liegenden  Thermometern,  deren 
einer  Quecksilber  und  eine  vor  ihm  liegende  Stahlnadel,  der  andere 
Weingeist  und  ein  in  ihm  liegendes  Glascjlinderchen  enthält.  Statt 
ihm  wendet  man  in  neuerer  Zeit  häufig  ein  sog.  Aletallthermo- 
meter  an,  das  aus  zwei  zusammengelötheten  Metallstreifen  (z.  B. 
Stahl  imd  Messing)  besteht,  die  so  zu  einer  Spirale  aufgewunden 
sind,  dass  das  sich  stärker  ausdehnende  Metall  (Messing)  nach  innen 
zu  stehen  kömmt,  also  die  Spirale  sich  bei  Erwärmung  öffnet;  das 
innere  Ende  der  Spirale  ist  festgemacht,  —  das  äussere  steht  ent- 
weder, wenn  nur  Extreme  angegeben  werden  sollen,  zwischen  zwei 
Zeigern,  oder  ist  mit  einem,  z.  B.  alle  5*",  auslösenden  Registrir- 
apparate  in  Verbindung.  —  Vergl.  Taf.  XI.  und  XII. 

Aus  der  trefflichen  Schrift  „Fritz  Borekhardt  (8is8ach  bei  Basel  1830; 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Basel),  Die  Erfindung  des  Thermo- 
meters und  seine  Gestaltung  im  17.  Jahrhundert.  Basel  1867  in  4.^  geht,  ent- 
sprechend dem  in  8  angedeuteten,  hervor,  dass  die  schon  den  Alten,  nament- 
lich dem  im  8.  Jahrh.  v.  Chr.  lebenden  Mathematiker  Her«  von  Alexandrien 
(vergl.  277)  bekannte  Ausdehnung  der  Körper  durch  die  Wftrme,  allerdings 
bereits  Galilei»  wie  dessen  Gorrespondens  mit  seinem  Freunde  Francesco 
Sagredo  in  Venedig  des  deutlichsten  seigt,  um  1693  veranlasste,  aus  einer 

mit  Luft  geftlllten  Kugel,  deren  Ansatsröhre  nach  vor- 
läufiger Erwärmung  der  erstem  in  ein  Gefltos  mit  Wasser 
getaucht  wurde,  eine  Art  Thermoskop  eu  ersteUen,  welches 
später  Santorio  Sanetorlus  (Capo  d'Istria  1561  —  Venedig 
1636;  Professor  der  Medicin  zu  Padua)  su  medicinischen 
Zwecken  benutzte,   und  welches  man  früher  unrichtiger 
Weise  meist  Cornelis  Drebbel  (Alkmaar  1572  —  Lcmdon 
1684;  früher  Erzieher  der  Söline  Kaiser  Ferdinand  II.,  später 
am  Hofe  König  James  IL)  zuschrieb,  —  dass  aber  erst  Fer- 
dinand II.  von  Toscana  um  1640  ein  wirkliches,  der  Beschreibung  im  Texte 
und  der  zweiten  der  obigen  Figuren  entsprechendes  Thermometer  construlrte, 
bei  welchem  sich  Wärmeunterschiede  durch  die  Ausdehnung  einer  Flüssigkeit 
(Weingeist)  messen  Hessen,  und  an  dessen  sonst  noch  willkürlicher,  etwas 
unter  die  grösste  Winterkälte  und  über  die  grösste  Sommerwärme  reichender 
Scale,   wenigstens  der  in  schmelzendem  Eise  eintretende  Stand  als  Anhalts- 
punct  angegeben  wurde.    Dalenc^  schlug  sodann  in  seiner  Schrift  ^Traittez 
des  Barom^tres,  Thermomdtres  et  NotiomMres  ou  HygromMres.    Amsterdam 
1688  in  8.^  entweder  den  Schmelzpunct  des  Buttere  oder  den  Stand  in  einem 
tiefen  Keller  (Le  Tempora)  als  zweiten  Normalpunct  vor,  —  Halley  empfahl 
fast  ziemlich  gleichzeitig  in  seiner  Abhandlung  „An  Account  of  several  Ex- 
periments made  to  examine  the  Nature  of  the  Expansion  and  Contraction   of 
Fluids  by  Heat  and  Cold,  in  ortber  to  ascertain  the  Divisions  of  the  Thermo- 
meter,  and  to  make  that  Instrument,  in  all  places,  whithout  adjusting  by  a 
Standard  (Phil.  Trans.  Nr.  197)^  den  Siedepunct  als  obem  Fundamentalpunct, 
und  machte  auf  das  Quecksilber  als  thermom.  FltLssigkeit  aufmerksam,  *- 
Gabriel  Daniel  Fahrenhelt  (Danzig  1686  —  ?  1740 ;  Glasbläser  in  Holland  und 


—  PhyBÜEalische  VorbegrifTe.  —  339 

England,  aber  auch  Mitglied  der  Roy.  Society)  begann  etwa  1709  Weingeist- 
thermometer und  etwa  1714  QnecksUberthermometer  zu  machen,  bei  deren 
Scale  die  Grade  0,  82  und  212  der  grössten  K&lte  in  dem  strengen  Winter 
von  1709,  dem  Thau-  und  Siedepuncte  entsprachen,  und  die  namentlich  in 
England  allgemeinen  Eingang  fanden,  —  Renö-Antoine  Ferchault  de  R^umiir 
(La  Rochelle  1683  —  Bermondidre  in  Maine  1757;  Mitglied  der  Pariser- 
Academie;  vergl.  sein  „Eloge^  par  Fouchy  in  M6m.  de  Par.  1767)  gab  in  swei 
Abhandlungen  „R^les  pour  construire  des  thermom^tres  dont  les  degrös  sont 
comparables  (Möm.  de  Par.  1730 — 1731)^,  schlug  nämlich  ein,  nachmals  be- 
sonders in  Deutschland  sehr  verbreitetes  Weingeist-Thermometer  vor,  dessen 
Fundamentalpunote  der  Gefrier-  und  der  Siede-Punct  waren,  und  deren  Distanz 
er,  entsprechend  der  yon  ihm  auf  80  %o  des  Volumens  geschätzten  Ausdeh- 
nung des  Weingeist's,  in  80  Grade  theilte,  —  Jacques-Barth^lemi  Mlehell 
du  Crest  (Genf  1690  —  Zoflngen  1766;  erst  Hauptmann  in  franz.  Diensten, 
dann  lange  Staatsgefangener  auf  Aarburg;  vergl.  Bd.  1  meiner  Biographieen), 
empfahl  in  seiner  „Description  de  la  m^thode  d*un  thermomötre  universel. 
Paris  1741  in  8.^,  welcher  er  noch  mehrere  ähnliche  Schriften  folgen  Hess, 
ein,  sodann  wirklich  in  der  Schweiz  während  einem  halben  Jahrhundert  fast 
ausschliesslich  gebrauchtes  Weingeistthermometer,  das  von  seinem,  mit  dem 
Temp6r6  übereinstimmenden  ^Terme  universell  bis  zum  Siedepuncte  100  Grade 
hatte,  —  Anders  Celsius  (Upsala  1701  —  üpsala  1744;  Professor  der  Astro- 
nomie zu  Upsala;  vergl.  seine  „Yita^  in  Act  Ups.  1744 — 1760)  construirte 
1742,  und  zwar  muthmasslich  auf  Veranlassung  von  Carl  y.  Llnn^  (R&shult 
1707  —  Upsala  1778;  Professor  der  Mineralogie  zu  Stockholm,  dann  der 
Medicin  und  Botanik  zu  Upsala;  vergl.  sein  „Eloge*^  durch  Gondoroet  in 
Möm.  de  Par.  1778,  und  „Stöver,  Leben  des  Carl  von  Linne.  Hamburg  1792, 
2  Bde.  in  8.)^,  ein  seither  in  Schweden  und  vielfach  in  Frankreich  gebrauchtes 
Quecksilberthermometer,  dessen  Scale  ursprünglich  beim  Siedepuncte  0,  beim 
Gefrierpuncte  100  Grade  hatte,  während  jetzt  nach  dem  Vorschlage  von 
Märten  Stromer  (Orebro  1707  •—  Upsala  1770;  Professor  der  Astronomie  zu 
Upsala)  die  beiden  Fundamentalpunote  gerade  umgekehrt  bezeichnet  werden, 

—  Jean-Andr6  Deine  (Genf  1727  •—  Windsor  1817;  Vorleser  der  Königin 
von  England,  sowie  Prof.  honor.  der  Philosophie  und  Geologie  zu  Göttingen; 
vergl.  Bd.  4  meiner  Biographieen),  der  Verfasser  der  classischen  „Recherches 
sur  les  modifications  de  Patmosph^e.  Genöve  1772,  2  Vol.  in  4.  (Nouv.  4d., 
Paris  1784,  4  Vol.  in  8.;  deutsch,  Leipzig  1776^1778,  2  Bde.  in  8.)**,  wies 
die  Vorzüge  der  Quecksilber-Thermometer  nach,  welche  von  da  an  für  alle 
wissenschaftlichen  Arbeiten  ausschliesslich  verwendet  wurden,  und  schuf  ein 
Normalthermometer,  das,  weil  er  entsprechend  R^umur  den  Thau-  und  Siede- 
punct  mit  0  und  80  bezeichnete,  fälschlich  den  Namen  des  R^umur'schen 
behalten  hat,  —  Van  Swinden  endlich  gab  in  seiner  „Dissertation  sur  la 
comparalson  des  thennomtoes.  Leide  1792  in  8."  die  Mittel  an  die  Hand, 
alle  Ablesungen  an  ältetn  Instrumenten  (ausser  den  oben  erwähnten  hätten 
wir  noch  die  Thermometer  der  Lahire,  Newton,  Delisle,  Salzer,  etc.  namhaft 
machen  können)  möglichst  sicher  auf  Deluc'sche  Grade  reduciren  zu  können. 

—  Die  Formel  1  verdankt  man  den  beiden  Freunden  Pierre-Louis  Du  long 
(Ronen  1785  —  Paris  1888;  Professor  der  Physik  und  Mitglied  der  Academie 
In  Paris;  vergl.  Bd.  8  von  Arago  Oeuvres)  und  Dominique -Francis -Jean 
Arago  (Estagel  beiPerpignan  1786  —  Paris  1858;  Professor  der  Mathematik, 
Director  der  Sternwarte  und  Secretär  der  Academie  in  Paris,  auch  1848  Mit- 

22* 
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gUed  der  proviBOriiohen  Regiemug;  vergl-  Bd.  1  und  16  aetner  von  Barral 
herMsgegebenen  „OeavreB  complites.  PuU  1854—1863,  17  Vol.  In  8.",  anob 
dentaeh  von  Handel,  IfCipiig  18&4 — 1860;  feniet  ^oa.  Bertnnd,  Arago  et  aa 
vie  scleotifiqDe.  Parle  1865  in  8.").  —  Setit  man  den  mit  wlIlkQrlicher  oder 
wenlgstena  nubekaDDler  Scale  Tereebenen  Thermometer  neben  ein  Normal- 
tbennoineter  in  ein  Gsflea  mit  narmem  oder  kaltem  Wasaer,  so  erhilt  man 
correapondlrende  Ableaungen  t,  t,  oder  T(  t,,  und  kann  mit  HDlfe  von  diesen 
Dach  den  aus  2  folgenden  Formeln 

A=:  ^-^  B^'i't-'tt.  , 

t,  —  U  »I  — »( 

die  Constanten  A  nnd  B  berechnen.  —  Bobon  James  §lx  (1  —  Caaterbnrjr? 
1793 ;  Mitglied  der  Roy.  Boctet;)  beschrieb  In  «einem  n^cconnt  of  an  Improved 
Thermometer  (Ph.  Trans.  1782;   neae  Ausgabe  nnlet  dem  Titel:  The  con- 
almctlon  and  nae  ot  a  thermometer  for  ehewing  the  extremes  of  temperalure 
In  the  atmospliere  durlng  the  observers  absenoe.   London  17M  In  8.)"  ein 
Max.  nnd  Min.  Thermometer,  von  dem  du  Im  Texte  und  von  Daniel  Rntter^ 
r«rd  (Edinburgh  1749  —  Edinburgh  1819;  Profeeaor  der  Botanik  an  Edin- 
burgh} seibat  in  „A  DescripUon  of  an  Improved  Thermometer  (Trans.  Edinb. 
1794)"  Beschriebene  eine  Vervollkommnung  ist  —  Hetallthermometer  in  Fiinn 
von  Taschenuhren  wurden  schon  durch  Urban  JflrgaiiittB  (Kopenhagen  1770 
—  Kopenhagen  1830;  Uhrmacher  In  Kopenhagen),  Abraham-Louis  Bregnct 
(Nencbstel   1747   —  Paria   IS23;   Uhrmacher   nnd   Mitglied  der   Academle   In 
Paris),  und  Andere  oonstruirt,  —  ja  auch  die  im  Texte  angedeutete  Anwendni^ 
von  MetaUspiralen  in  eigentlichen  Reg^trirlbermo- 
metern  Ist  nicht  mehr  neu,  vergl.  die  Ober  Meteoro- 
graphen bestehende  Literatur  von  ^oao  Hyaahilhe 
de  MagcIhRttH  (Uasabon  1733  —  Islington  bei 
London    1790;    Urenkel    des    Weltnmaeglera ;    erst 
Augnitiner-HSneh   au  Lissabon,   dann   in   England 
Eum  Protestantismus  übergetreten),   M&noire  snr  le 
baromStre  nouvean  (Journal  de  physique,  M^  1782)" 
bis  auf  „Heinrich  WIM  (ZDrlch  J888 ;  erst  Professor 
der  Physik  In  Bern,  dann  Dlreotor  des  phyBikallschoi 
CeDtral Observatoriums  und  Mitglied   der  AeademtB 
In  Feteraburg),  Die  selbstregiatrirenden  meteorologi- 
schen Instmmeutfl  der  Btemwarte  In  Bern.  München 
1866  in  8.  (Abdmck  ana  Bd.  3  von  Carl-s  Heper- 
torlum)«,  —  wohl  aber  das  bier  In  '/«  J"'  natür- 
lichen OrOase  abgebildete  nnd  schon  im  Texte  b«- 
schriebene,    durch   die  Schrauben  a  und  b  immer 
nieder  regulirbare,  von  Friedrich  Hermaaa  (Bern 
1836;   Mechaniker   tu   Bern)    erstellte   Spiral-Thermometer   mit   Doppetaelger, 
das  eich  für  Beobachtung  der  Extreme  als  gans  gut  ervleaen  hat,   vergl.   die 
von  mir  und  Adolf  HIraeh  (Ualbentadt  I6S0;  Professor  der  Astronomie  und 
Dlrector  der  Stemwarln  in  Neuenbürg)  In  den  Jahrgingen  1867  und  1868  der 
unter   meiner   Dlrection   herausgegebenen   „Bchwelieriscben   meteorologischen 
Beobachtungen"   gcgebinen  Berichte.   —  Die  au  Oreenwtch,   Toronto,  VTaa- 
hington,   etc.,   gebrauchten   photographlachen   Regtstrlrapparate,   wurden  von 
Charles  Brooke  (London  1604;  Wnndant  in  London)  erfunden,  nnd  (n  swei 
Abhandlungen   „On   the   automatic  regtatratione   of  magnetometers   and   otli«r 
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meteorological  In&trumentB  by  Photog^apfay  (Phil.  Trans.   1846,  1849)^  be- 
schrieben. —  Fttr  Gewichte-  und  Luft-Thermometer,  Pyrometer,  etc.,  vergl.  301. 

S48.  Iggregationsnstand,  CoUsion  und  AdUsion.  Man  nennt 

einen  Körper  fest  9  liquid  (tropfbar-flüssig)  oder  expanslliel  (ela- 
stisoh-flüssig),  je  nachdem  für  ihn  Grösse  und  Form,  oder  nur  Grösse, 
oder  keines  von  beiden  bestimmt  ist.  Bei  Zunahme  der  Wärme  und 
Abnahme  des  Druckes  kann  ein  Körper  aus  dem  festen  Aggregations- 
zustande  bis  in  den  expansibeln  übergeführt  werden.  —  Die  festen 
Körper  theilen  sich  nach  dem  Widerstände  gegen  eine  Gestaltände- 
rung in  harte  (Diamant)  und  welche  (Talk),  dehnhare  (Zinn, 
Platin)  und  sprVde  (Glastropfen),  —  nach  dem  Bestreben,  die  frühere 
Gestalt  wieder  anzunehmen,  in  elastlisehe  (Stahl,  Elfenbein)  und 
imelaatlsehe  (feuchter  Thon),  —  nach  dem  Bestreben,  ihre  klein- 
sten Theile  zu  einem  symmetrischen  Ganzen  zu  ordnen,  in  kry- 
stalllntoehe  (Candiszucker)  und  amorphe  (Gerstenzucker).  Die 
Kraft,  welche  die  Theilchen  eines  Körpers  in  ihrer  gegenseitigen  Lage 
erhält,  heisst  CohSslOBf  —  die  zwischen  den  Theilen  zweier  sich 
berührenden  Körper  sich  zeigende  Anziehung  dagegen  AdhSslon« 

Friedrich  Mohs  (Oemrode  am  Harf  1778  —  Agordo  im  Tyrol  1889;  Pro- 
fessor der  Mineralogie  in  Grati,  Freiberg  und  Wien)  setzte  die  H&rte  des 
Talkes  gleich  1  Orthoklases  gleich    6 

Oypses  -      2  Quarses  -        7 

Kalkspathes       -      8  Topases  -        8 

Flussspathes      -      4  Korundes  -        9 

Apatites  -      6  Diamantes         -      10 

und  nach  dieser  Scale  werden  noch  jetzt  die  Hftrten  meistens  angegeben. 

M9«  Festigkeit.  Der  auf  der  Cohäsion  beruhende  Widerstand, 
den  ein  Körper  gegen  äussere  Ejräfte  leistet,  welche  ihn  auszu- 
dehnen, zu  zerdrücken,  abzubrechen  oder  abzudrehen  streben,  heisst 
Zag-  (absolute),  Droek-  (rückwirkende),  Blegungs-  (relative)  oder 
DrehimgS-  (Torsions-)  Festigkeit«  Sind  die  äussern  Kräfte  nicht 
gross  genug,  um  eine  Trennung  der  Theilchen  zu  bewirken,  so  wird 
doch  die  Gestalt  des  Körpers  etwas  verändert;  sie  stellt  sich  aber, 
wenn  die  Kräfte  aufhören  zu  wirken,  innerhalb  der  sog.  Elastlcl- 
tStsgrenzen  wieder  her;  letztere  werden  durch  das  Verhältniss  der 
grösten  Längenänderung  zur  Länge  gegeben,  —  die  entsprechende 
Belastung  heist  Tragmodul«  Linerhalb  der  Elasticitätsgrenzen  sind 
bei  gleichem  Querschnitte  und  gleicher  Länge  die  Längenänderungen 
eines  Prisma's  den  in  der  Richtung  seiner  Axe  wirkenden  Ejäften 
proportional,  imd  bei  der  Druck-,  Zug-,  ja  sogar  (wenn  die  Aus- 
dehnungen oder  Zusammenpressungen  der  einzelnen  Fasern  be- 
tri^chtet  werden)  bei  der  Biegungsfestigkeit  dieselben,  ElaslleltUtfif^ 
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modal  nennt  man  dasjenige  Gewicht,  welches  ein  Prisma  des  Quer- 
schnittes 1  um  seine  eigene  Länge  aasdehnen  oder  zusammenpressen 
würde;  er  ist  natürlich  nur  innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  zu  ge- 
brauchen. Feslli^keltomodal  endlich  nennt  man  diejenige  Sjraft, 
welche  für  den  Querschnitt  1  die  wirkliche  Trennung  der  Theilchen 
bewirkt;  er  ist  in  der  Begel  für  Zug  und  Druck  verschieden,  und 
bei  letzterem  nur  gültig,  wenn  die  Länge  höchstens  das  10 — 12fache 
der  kleinsten  Dimension  des  Querschnittes  beträgt,  da  bei  grösserer 
Länge  der  Körper  seitwärts  ausgebogen  wird.  Vergl.  Taf.  X. 

Vergleiche  s.  B.  ^Lam^*  Theorie  math^matique  de  l'dlastieitö  des  corps 
ftoUdes.  Paris  1852  in  S.,  —  Arthur- Jules  Horln  (Paris  1795;  früher  Professor 
der  Mechanik  zu  Metz,  jetst  General  der  ArtiUerie,  Director  des  Gonservatoire 
des  arts  et  mutiere  und  Mitglied  der  Academie  su  Paris),  Rteistance  des 
matöriaux.  Paris  1858  in  8.  (2.  A.  1857),  —  A.  Oebsch*  Professor  der  Mathe- 
matik in  Carlsruhe  und  Oiessen :  Theorie  der  Elasticit&t  fester  Körper.  Leipzig 
1862  in  8.,  •—  Franz  Grashof*  Professor  der  Mechanik  in  Garlsmhe:  Die 
Festigkeitslehre.  Berlin  1866  in  8.,  —  E.  Wlnkler»  Professor  der  Kisenhahn- 
und  Brückenbauknnde  in  Wien:  Die  Lehre  von  der  Elasticit&t  und  Festig- 
keit Erster  Band.  Prag  1868  in  8.,  —  Theodor  Wand»  Consistorial-Assessor 
in  Speyer:  Ueber  die  Eiasticität  der  festen  Edrper  und  die  optischen  Er^ 
scheinungen.  Analytische  Abhandlung.  München  1868  in  8.,  —  August  Beer 
(Trier  1825  — -  Bonn  1868;  Professor  der  Mathematik  zu  Bonn),  Einleitung 
in  die  mathematische  Theorie  der  Elasticit&t  und  Capillarit&t  Leipzig  1860 
in  8.,  —  Heinrich  Sehneebell  (Ottenbach  1849;  Assistent  der  Physik  am 
eidg.  Polytechnikum),  Ueber  das  VerhUtniss  der  Quercontraction  zur  Lingen- 
dUatation.  Zürich  1870  in  8.  (Auch  Viertel j.  d.  nat.  Ges.  Bd.  14),  —  etc'' 

MO«  Die  chemische  Terwandtschaft.  Viele  Körper  sind  durch 
die  Thätigkeit  der  sog.  clienilsclien  Anziehung  oder  Verwandt- 
scliaft   ans  der  Verbindung  anderer  Körper,  sog.  Elemente 9   zu 

einem  gleichartigen  Ganzen  hervorgegangen,  und  gehen  hinwieder 
unter  einander  Verbindungen  ein.  Alle  diese  Verbindungen  geschehen 
nach  bestimmten  Gewichtsverhältnissen,  den  sog.  Alisebangs- 
g^ewicliten  (Equivalenten)  oder  ihren  Vielfachen,  und  zwar  gibt 
die  Summe  der  Mischungsgewichte  der  Bestandtheile  das  Mischungs- 
gewicht der  Verbindung.  —  Die  einfachsten  Verbindungen  der  Ele- 
mente theilt  man  nach  ihren  Eigenschaften  in  SSaren,  von  denen 
die  im  Wasser  löslichen  sauer  schmecken,  und  blaue  Pflanzenfarben 
(z.  B.  Lackmus)  röthen,  —  und  Basen,  von  denen  die  im  Wasser 
löslichen  laugenhaft  schmecken  und  gelbe  Pflanzenfarben  (z  B.  Cur- 
cuma)  bräunen;  ihre  Vereinigungsproducte  heissen  Salse«  —  Als 
Beispiele  leicht  auszuführender  chemischer  Operationen  mögen  fol- 
gende dienen:  Durch  Erhitzen  von  chlorsaurem  Kali  wird  Sauer- 
stoff (Lebens-  und  Feuerluft)  abgeschieden.  Begiesst  man  Zinkstücke 
mit  Wasser,  dem  etwas  Schwefelsäure  beigesetzt  ist,  so  erhält  man 
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das  brennbare  Wasserstoffgas  und  Zinkvitriol.  Verbrennt  man  Phos- 
phor unter  einer  Glasglocke,  so  restirt  Stickstoff.  Uebergiesst  man 
Kreide  mit  verdünnter  Salzsäure,  so  wird  Kohlensäure  ausgeschieden; 
tröpfelt  man  in  die  Restanz  Schwefelsäure,  so  fällt  Gyps  nieder. 
Bei  gelindem  Erwärmen  von  Braunstein  mit  etwas  Salzsäure  ent- 
wickelt sich  das  grünliche,  erstickende  Chlor.  Kupfervitriollösung 
gibt  mit  Salmiak  einen  blauen  Niederschlag.  Ein  Gemenge  von 
Sauerstoff  mit  doppeltem  Volumen  Wasserstoff  verpufft,  und  wenn 
man  (wie  beim  sog.  Knallgasgebläse)  einer  Wasserstoffgasflamme 
so  viel  Sauerstoff  zuführt,  als  zur  vollständigen  Verbrennung  nöthig 
ist,  so  entsteht  eine  intensive  Hitze.  Etc.  Vergl.  Taf.  VUi. 

Schon  die  alten  Egypter  scheinen  Soda,  Salmiak,  Alaun,  etc.  gekannt,  Ja 
Glas,  Seife,  eine  Art  Bier,  etc.  fabricirt  su  haben,  —  während  dagegen  die 
Griechen  und  Römer  auf  diesem  Gebiete  so  su  sagen  kein^  Fortschritte 
machten,  obschon  wenigstens  Erstere  von  dieser  neuen  Wissenschaft  gehört, 
und  ihr  nach  ihrem  Yaterlande  den  Namen  Xti/Ua  oder  C%eiiile  beigelegt 
haben  sollen.  Um  so  grossem  Aufschwung  nahm  sp&ter  die  Chemie  bei  den 
Arabern,  besonders  durch  den  765  xu  Sevilla  verstorbenen  Abu-Mussah- 
Djafar-al-Sofi  oder  Geber*  Sie  wurde  sodann  auf  den  spanischen  Hoch- 
schulen förmlich  gelehrt,  verbreitete  sich  bald  über  das  ganze  Abendland,  und 
fand  in  Albertus  magnus  (Lauingen  1205  —  Cöln  1280;  Dominikaner  und 
sp&ter  Bischof  von  Regensburg),  Ramon  Lull  oder  Raymundus  Lulllas 
(Palma  auf  Mayorka  1235?  ~  Tunis  1815?;  Minorit  und  Missionär),  Basillus 
Valentlnus  (13..  — 14..;  Benedictiner,  nach  grossen  Reisen  um  1418  in 
einem  Kloster  eu  Erfurt  lebend)  und  Andern  eifrige  Anhänger.  Allerdings 
befasste  sich  diese  älteste  Chemie,  die  sog.  Alehymle»  fast  nur  mit  der 
müssigen  Aufgabe,  den  sog.  Stein  der  Weisen  oder  überhaupt  ein  Mittel  su 
finden,  um  unedle  Metalle  in  Gold  su  verwandeln;  aber  sie  fand  beiläufig 
auch  die  Prozesse  der  Destillation  und  Sublimation,  —  stellte  Pottasche, 
Schwefelsäure,  Königswasser,  Weingeist,  etc.  her,  und  gab  überhaupt  den 
Spätem  manche  werthvoUen  Thatsachen  und  praktischen  Kenninisse  an  die 
Hand.  —  Eine  neue  Aera  brach  für  die  Chemie  mit  dem  früher  verlästerten. 
Ja  erst  seit  wenigen  Decennien  richtig  gewürdigten  Arzte  Theophrastus  Para« 
eelsus  (Einsiedeln  1498  —  Salzburg  1541;  vergl.  „Marx,  Würdigung  des 
Theophrastus  von  Hohenheim,  Göttingen  1842  in  4.^  und  Bd.  8  meiner  Bio- 
graphieen)  an,  der  mit  vielen  betreffenden  alten  Traditionen  aufräumte,  und 
die  Chemie  zuerst  zur  DarsteUung  von  Arzneimitteln  zu  benutzen  lehrte.  Ihm 
folgten  der  den  Gebrauch  chemischer  Präparate  als  Arzneimittel  befördernde 
Johannes  Agrieola  (Pfalz?  —  Leipzig  1648;  Arzt  in  Leipzig),  —  der, 
namentlich  durch  das  von  ihm  in  der  Schrift  „Tractatus  de  natura  salium. 
Amstel.  1658^  beschriebene  und  jetzt  noch  seinen  Namen  tragende  Salz  be- 
kannte Joh.  Rudolf  Glauber  (Karlstadt  in  Frauken  1608?  —  Amsterdam 
1668;  als  technischer  Chemiker  in  Oesterreich,  am  Rheiue  und  in  Holland 
lebend),  —  und  dann  vor  Allem  die  beiden  Aerzte  Joh.  Joachim  Becher 
(Speyer  1685  —  London  1682;  Professor  der  Medizin  in  Mainz)  und  Georg 
Ernst  Stahl  (Anspach  1660  —  Berlin  1784;  Professor  derMedicin  zu  Halle), 
welche  zur  Erklärung  der  Verbrennungserscheinungen  einen  hypothetischen 
Stoff,  das  sog.  Phloglston»  in  die  Chemie  einführten,  und  in  allen  Ver-* 
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Änderungen  und  ünierflchieden  der  Körper  sun&chst  eine  Veränderung  und 
Verschiedenheit  ihres  Gehaltes  an  diesem  Stoffe  zu  erkennen  glaubten,  so 
z.  B.  das  Verkalken  der  Metalle  sich  durch  einen  Verlust,  das  Reduciren  der 
Oxide  dagegen  sich  durch  eine  Wiederaufnahme  von  Phlogiston  erklärten.  — 
Als  dann  freilich  die  Waage  ernstlich  in  die  Chemie  eingeführt,  und  damit 
z.  B.  erkannt  wurde,  dass  das  Verkalken  der  Metalle  nicht  von  einem  Ge* 
wichtsyerluste,  sondern  im  Gegentheil  von  einer  Gewichtsvermehrung  begleitet 
ist,  verlor  die  phloglstische  Theorie  nach  und  nach  ihren  Halt,  und  mit  den 
Arbeiten  des  ausgezeichneten  LaToUler  (s.  4),  des  als  Freidenker  verfolgten 
Joseph  Piiestley  (Fieldhead  in  Yorkshire  1738  —  Northumberland  in  Penn- 
sylvanien  1804;  abwechselnd  Prediger  und  ßchuUehrer;  vergl.  Cuvier  Elogea  I), 
des  trefflichen  Karl  Wilhelm  Seheele  (Stralsund  1742  —  Köping  in  Westeras- 
L&n  1784;  Apotheker  in  Köping  und  Mitglied  der  Stockholmer- Academie;  vergl. 
sein  „Eloge"  durch  Vicq  d'Azyr  in  M^m.  de  la  Soc.  de  m^dec.  1784 — 1785, 
und  „Eisenach,  Karl  Wilhelm  Scheele,  sein  Leben  und  sein  Einfluss  auf  die 
Ausbildung  der  Chemie.  Gotha  1850  in  4."),  etc.,  mit  der  Entdeckung  des 
Sauerstoffs  und  Stickstoffs  in  der  Luft,  der  Zersetzung  des  Wassers  in  Sauer- 
stoff und  Wasserstoff,  der  Aufstellung  der  Lehre  von  der  chemischen  Ver- 
wandtschaft und  den  Equivalenten ,  etc.,  begann  die  neuere  Chemie,  welche 
seither  durch  Louis- Joseph  Gay-Lussae  (8t-.L^onard  1778  —  Paris  1850; 
Professor  der  Chemie  und  Physik,  sowie  Mitglied  der  Academie  in  Paris; 
vergl.  Arago  Oeuvres  III),  —  Sir  Humphry  Davy  (Penzance  in  ComwaUis 
1778  —  Genf  1829 ;  Professor  der  Chemie  in  London ;  vergL  „Life  by  J.  A. 
Paris.  London  1881  in  4."  und  Cuvier  Eloges  III),  —  Jons  Jacob  Beraelins 
(Vftfversunda  Sörgird  1779  —  Stockholm  1848 ;  Professor  der  Pharmacie  und 
Secretär  der  Academie  in  Stockholm ;  vergl.  „Ged&chtnissrede"  von  H.  Rose  in 
Berl.  Abb.  1851),  —  Jean-Baptiste  Dumas  (Alais  1800 ;  Professor  der  Chemie 
und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  —  Faradey  (s.  4),  —  Jnstus  LIebIg 
(Darmstadt  1803 ;  Professor  der  Chemie  zu  Giessen  und  München),  —  Friedrich 
WÖhler  (Eschersheim  bei  Frankfurt  a.  M.  1800;  Professor  der  Chemie  zu 
Qöttingen),  —  Thomas  Graham  (Glasgow  1805  —  London  1869;  Professor 
der  Chemie  und  Director  der  k.  Münze  in  London),  —  Robert  Wilhelm 
Bansen  (Göttingen  1811;  Professor  der  Chemie  zu  Marburg,  Breslau  und 
Heidelberg),  ^-  etc.  bereits  so  grosse  Fortschritte  gemacht,  und  sich  Ungst 
als  selbstständige  Wissenschaft  von  ihrer  Frau  Mutter  Physioa  abgelöst  hat. 
—  Von  Einzelnheiten  noch  nachträglich  anführend,  dass  1798  der  englische 
Civilingenieur  William  Murdoeh  (Bellow  Mill  1754  —  Soho  1839;  Assistent 
in  der  Maschinenfabrik  von  Boulton  und  Watt)  den  ersten  gelungenen  Versuch 
machte,  Steinkohlengas  im  Grossen  zur  Beleuchtung  zu  verwenden,  —  dass 
Thomas  Drammond  (Edinburgh  1797  —  Dublin?  1840;  Ingenieur-Capit&n) 
das  nach  ihm  benannte,  und  von  ihm  in  der  Abhandlung  „On  the  means  of 
facilitatlng  the  Observation  of  distant  stations  in  geodetical  Operations  (Phil. 
Trans.  1826)"  beschriebene  Licht  ursprünglich  erhielt,  indem  er  mit  einem 
Strome  Sauerstoff  eine  Weingeistflamme  gegen  Kalkerde  blies,  während  man 
Jetzt  ein  Knallgasgebläse  auf  Kreide  wirken  lässt,  —  dass  1839  Christian 
Friedrich  Sehönbeln  (Metzingen  bei  Urach  1799  »  Baden-Baden  1868; 
Professor  der  Chemie  in  Basel ;  vergl.  seine  „Würdigung"  durch  Ed.  Hagenbach 
im  BasL  Progr.  1868)  das  Ozon  entdeckte,  vergl.  seine  Abhandlung  „lieber 
den  bei  Elektrolysation  des  Wassers  und  dem  Ausströmen  der  gemeinen 
Elektricität  aus  Spitzen  bemerkbaren  Geruch  (MOnchn.  Denkscbr.  111)^',  1845 
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aber  die  SohiessbaumwoUe  und  das  Collodimn,  —  etc.,  muss  im  Uebrigen 
fOr  weitem  Detail  auf  Specialschriften  verwiesen  werden,  so  s.  B.  auf  „Becher* 
Physic»  subterranen  libri  II.  Francof.  1669  in  4.  (8uppl.  1675;  neue  Ausg. 
Lipsiaa  1788),  —  Stahl»  Zymotechnia  fundamentalis,  seu  fermentationls  theo- 
ria  generalis.  Hai»  1697  in  8.,  —  Jean-Jaques  Ülenget  (Genf  1652  —  Genf 
1742;  Arzt  in  Genf),  Bibliotheca  chymica  curiosa.  Genev»  1702,  2  Vol.  in 
fol.,  —  Herrmann  BoerhaaTe  (Voorhout  bei  Leyden  1668  —  Leyden  1788; 
Professor  der  Medicin,  Botanik  und  Chemie  zu  Leyden),  Elementa  ChemisB. 
Lugd.  Batav.  1782,  2  Vol.  in  4 ,  ^  Johannes  Gessner  (ZOrich  1709  —  Zfirich 
1790;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  zu  Zfirich,  und  Stifter  der 
naturforschenden  Gesellschaft  daselbst;  vergl.  Bd.  1  meiner  Biographieen), 
De  prlncipiis  corporum.  Tig.  1743—1745  in  4.,  —  Johan  Gottskalk  Wallerius 
(Nerike  1709  —  üpsala  1785 ;  Professor  der  Chemie  und  Mineralogie  zu  Up- 
sala),  Chemia  physica.  Upsala  1760,  2  Vol.  in  8.  (Auch  1765;  schwedisch 
1759—1768,  3  Bde.;  deutsch  von  Mangold,  Gotha  1761),  —  Louis-Bernard 
Goyton  de  Morreau  (Dijon  1737  —  Paris  1816 ;  Professor  der  Chemie  und 
Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Defense  de  la  volatilit6  du  phlogistique. 
Dijon  1773  in  8.,  —  Priestleyt  Experiments  and  observations  on  different 
kinds  of  air.  London  1774—1777,  8  VoL  in  8.  (Deutsch  von  Ludewig,  Wien 
1778) ,  —  Scheele  #  Chemische  Abhandlung  von  der  Luft  und  dem  Feuer. 
Upsala  1777  in  8.  (2.  A.  von  Leonhardi,  Leipzig  1782  in  8.;  englisch  von 
Forster  1780;  französisch  von  Dieterich,  Paris  1781),  —  Foureroy»  Le^ns 
d'bistoire  naturelle  et  de  chimie.  Paris  1781,  2  Vol.  in  8.  (Neue  Ausg.  von 
1789,  4  VoL,  —  1791,  ö  Vol.,  —  1801  unter  dem  Titel:  Systeme  de  con- 
naissances  chimiques,  11  Vol.  in  8.  oder  6  in  4.),  —  LaTOlslert  Trait6 
61toentaire  de  chimie.  Paris  1789,  2  Vol.  in  8.  (2  ^  1793;  deutsch  von 
Hermbst&dt  wiederholt,  z.  6.  Berlin  1803),  —  Christoph  Glrtanner  (8t.Gallen 
1760  —  Göttingen  1800;  Dr.  Med.,  meist  auf  Reisen;  vergl.  Bd.  4  meiner 
Biographieen),  Neue  chemische  Nomenclatnr  für  die  teutsche  Sprache.  Göttingen 
1791  in  8.,  und:  Anfangsgründe  der  antiphlogistischen  Chemie.  Göttingen  1792 
in  8.  (2.  A.  1795),  »  Jeremias  Bexgamin  Richter  (Hirschberg  in  Schlesien 
1762  —  Berlin  1807;  Bergbaubeamter  in  Breslau  und  Berlin),  Anfangsgründe 
der  Stöcbyometrie  oder  Messkunst  chymischer  Elemente.  Breslau  1792—1794, 
3  Bde.  in  8.,  —  Johann  Friedrich  Gmelln  (Tübingen  1748  —  Göttingen  1804; 
Professor  der  Medicin  und  Chemie  zu  Tübingen  und  Göttingen,  —  Enkel, 
Sohn,  Neffe  und  Vater  verdienter  Chemiker,  von  denen  diess  Geschlecht  schon 
bis  Jetzt  mindestens  neun  aufzuweisen  hat),  Geschichte  der  Chemie  seit  dem 
Wiederaufleben  der  Wissenschaften.  Göttingen  1797—1799,  3  Bde.  in  8.,  — 
C^aude-Lonis  BerthoUet  (Talloire  bei  Annecy  1748  —  Arcueil  bei  Paris 
1822;  Professor  der  Chemie  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Essai  de 
statique  chimique.  Paris  1803,  2  Vol.  in  8.,  —  Bercellus»  L&rbok  1  Kemien. 
Stockholm  1808—1818,  3  Vol.  in  8.  (2.  A.  1817—1830  in  6  Bdn.;  verschiedene 
deutsche  Ausg.  von  Blöde,  Wöhler  und  Berzelius  selbst,  Dresden  1820  und 
sp&ter;  franz.  von  Jourdan  und  Esslinger,  Paris  1829-1833,  8  Bde.),  —  John 
Dalton  (Eaglesfield  in  Cumberland  1766  —  Manchester  1844;  Sohn  eines 
Wollenwebers;  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  in  Manchester),  A  new 
System  of  chemical  philosopby.  Manchester  1808—1827,  2  VoL  in  8. ,  — 
Louis-Jacques  Th^nard  (Louptiöre  1777  —  Paris  1857;  Professor  der  Chemie 
und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Trait4  de  chimie  ^Itoentaire.  Paris 
1813—1816,  4  Vol.  in  8.  (6  ^d.  1833—1836,  5  Vol.;  deutsch  von  Fechner, 
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Leipsig  1826—1830,  7  Bde.),  —  Leopold  Gmelin  (Oöttingen  1788  —  Heidel- 
berg 1853;   Sohn  von  Joh.  Friedrich;  Professor  der  Medicin  und  Chemie  zn 
Heidelberg),   Handbuch  der  theoretischen  Chemie.  Frankfurt  1817^1819,  2 
Bde.  in  8.   (4.  A.  Heidelberg  1848—1855,  6  Bde.),   —  Dumas,  Trait6  de 
chimie  appliqude  aux  arts.  Paris  1828—1846,  8  Vol.  in  8.,  AÜ.  in  4.  (Deutsch 
von  Buchner,  Nfimberg  1844 — 1849),  —  Eilhard  Mttselierlteli  (Neuende  in 
Oldenburg  1794  —  Schöneberg  bei  Berlin  1863;  Professor  der  Chemie  in 
Berlin;   vergl.  „Qedftchtnissrede  von  G.  Rose.   Berlin  1864^),   Lehrbuch  der 
Chemie.  Berlin  1829—1880,  2  Bde.  in  8.  (4.  A.  1844—1847;  frans,  von  Vald- 
rius,  Bruxelles  1835—1837,  3  Vol.  in  8.),  —  Heinrich  Rose  (Berlin  1795  — 
Berlin  1864;  SchUler  von  Berzelius;  Professor  der  Chemie  su  Berlin),  Hand- 
buch der  analytischen  Chemie.  Berlin  1829  in  8.  (5.  A.  Braunschweig  1851, 
2  Bde.;  frans.  Paris  1859—1861),  —  Sehnbarth t  Elemente  der  technischen 
Chemie.   Berlin  1831,  2  Bde.  in  8.   (4.  A.  1851,  4  Bde.  in  8.),  —  IJeblf» 
Poggendorf  und  Wohler»  Handwörterbuch  der  reinen  und  angewandten 
Chemie.  Braunsohweig  1837—1856,  6  Bde.  in  8.  (2.  A.  in  9  Bdn.  durch  Feh- 
ling  und  Kolbe  1856  u.  f.),  —  Karl  Jakob  Löwig  (Kreusnach  1803 ;  Professor 
der  Chemie  in  Zürich  nnd  Breslau),  Chemie  der  organischen  Verbindungen. 
Zürich  1839—1840,  2  Bde.  in  8.  (2.  A.  Braunschweig  1847),  —  Graham» 
Elements  of  Chemlstry.  London  1841  in  8.  (2.  ed.  1850—1858,  2  Vol.;  deutsche 
Bearbeitungen  von  Otto,  Kolbe,  etc.,  Braunschweig  1855  u.  f.),  —  Ferdinand 
Hoefer  (Döschniti  in  Schwarzburg-Rudolstadt  1811 ;  Arst  in  Paris),  Histoire 
de  la  chimie.  Paris  1842,  2  Vol.  in  8.  (2  6d.  1866—1869),  —  Hermann  Kopp 
(Hanau  1817;  Professor  der  Physik  und  Chemie  zu  Oiessen),  Qesohlchte  der 
Chemie.  Braunschweig  1843—1847,  4 Bde.  in  8.,  und:  Beiträge  cur  Geschichte 
der  Chemie.  Zwei  Stacke.  Braunschweig  1869  in  8.,  —  Karl  Friedrich  Cver- 
hardt  (Strassburg  1816  —  Strassburg  1856;  Professor  der  Chemie  su  Mont- 
pellier und  Strassburg),  Pr6cis  de  chimie  organique.  Paris  1844—1845,  2  VoL 
in  8.  (Deutsche  Bearbeitung  von  R.  Wagner,  Leipzig  1854 — 1858,  4  Bde.  in 
8.),  —  Julius  Adolf  Stdekhardt  (Röhrsdorf  bei  Meissen  1809;  Professor 
der  C!hemie  in  Chemnitz  und  Tharand),  Die  Schule  der  Chemie.  Braunschweig 
1846  in  8.  (15.  A.  1868;  fast  in  alle  Sprachen  flbersetzt),  —  Henri- Victor 
Regnaolt  (Aachen  1810;   Professor  der  Chemie  und  Physik  in  Paris,  hfit- 
glied  der  Academie  und  Dlrector  der  Porzellanfabrik  zu  Sövres),  Cours  dl^ 
mentaire  de  chimie.  Paris  1847—1849,  2  Vol.  in  8.  (4  6d.  1853,  4  VoL;  deutsche 
Bearbeitung  von   Strecker,   Braunschweig   1851    nnd  später),  —  Pompejua 
BoUey  (Zindelberg  1812;  Professor  der  Chemie  zu  Aarau  und  am  Schweiz. 
Polytechnikum),  Handbuch  der  technisch*chemlschen  Untersuchungen.  Leipzig 
1853  in  8.   (3.  A.  1865;    franz.  durch  Oautier,  Paris  1869),  —  Zuehold« 
Bibliotheca  chemica.    Verzeichniss   der   1840 — 1858    erschienenen  Schriften. 
Oöttingen  1869  in  8.,  —  Heinrich  Limprieht  (Eutin  1827;  Professor  der 
Chemie  zu  Oöttingen),  Lehrbuch  der  organischen  Chemie.  Braunschweig  1862 
in  8.,  —  August  Wilhelm  HolAnaiin  (Oiessen  1818;  Professor  der  Chemie 
in  Bonn,  London  und  Berlin),  Einleitung  in  die  moderne  Chemie.  Braunschweig 
1866  in  8.,  —  Michel-Eugöne  Chevreul  (Angers  1786 ;  Professor  der  Physik 
und  Chemie,  sowie  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Histoire  des  connaissancea 
chimiques.  Vol.  1.  Paris  1866  in  8.,  —  Theodor  Gerdlng  (Winsen  bei  Celle 
1820;  Lehrer  der  Naturwissenschaften  in  Jena  und  Altena  in  Westphalen), 
Oeschichte  der  CHiemie.  Leipzig  1867  in  8.,   —  Karl  Adolf  Wfirti  (Strass- 
burg 1817;   Professor  der  Chemie   in  Paris),   Dictionnaire   de   chimie    pure 
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et  appliqnöe.  Diso.  pr^l.  et  Fase.  1.  Paris  1868  in  8.,  —  A.  Daxhelett 
Professor  der  Chemie  su  Seraing:  Cours  de  chimie  inorganique  d'aprös  la 
thöorie  typique  de  M.  Gerhardt.  Paris  1869,  2  VoL  in  8.,  ~  etc.** 


XXVI.  Cfeostatik  und  Cfeodynaiiiik. 

Ml«  Die  BeSGhlennigQDg  der  Schwere.  Wegen  der  ungemeinen 
Grösse  der  Erde  dürfen  die  auf  die  verschiedenen  Punete  eines 
Körpers  wirkenden  Schwerkräfte  als  parallel  und  gleich,  und  die 
Beschleunigung  der  Schwere  für  jeden  Ort  der  Erde  als  constant 
angesehen  werden.  Die  Letztere  ist,  wenn  tp  die  geographische  Breite 
bezeichnet,  nach  Borda 

g  =  9- ,  80557  ( 1  —  0,002588  Cos  2  q>) 
so  dass  z.  B.  für 


9 

g 

logg 

1:2g 

V2i 

45» 

46 

47 

9- ,80557 
626 
733 

0,99147 
50 
55 

0,050991 
88 
82 

4,42845 
60 
84 

Für   diese  g  gelten,  abgesehen  vom  Luftwiderstande,  die  237  ge- 
fundenen Gesetze  als  Gesetze  des  freien  Falles.  Vergl.  375. 

Die  durch  Ariatotelef  und  seine  Bchtkler  verbreitete  Meinung,  dass  ein 
Körper  um  so  sehneUer  falle,  Je  grösser  sein  Gewicht  sei,  wurde  erst  durch 
Ctelilei  widerlegt,  indem  er  Körper  von  ungleichem  Gewichte  durch  grosse 
Höhen  faUen  liess,  und  so  ad  oculos  demonstrirte ,  dass  sie  gegentheils  fast 
gleichseitig  den  Boden  erreichen.  —  Der  frOhern  Ansicht,  dass  die  Fall- 
geschwindigkeit dem  bereits  durchlaufenen  Wege  proportional  sei,  subsütuirte 
Galllei  die  Hypothese,  dass  sie  im  VerhUtnisse  su  der  Fallseit  sunehme,  — 
leitete  daraus  die  tibrigen  Fallgesetse  ab,  —  erwies  ihre  Richtigkeit  durch 
Versuche  mit  einer  Messingkugel,  welche  er  in  einer  mit  Pergament  belegten, 
12  EUen  langen,  geneigten  Rinne  (also  auf  einer  schiefen  Ebene,  vergl.  264) 
faUen  liess,  —  trug  sie  theilweise  schon  In  Pisa,  vollständig  in  Padua  öffent- 
lich vor,  —  publicirte  sie  aber  erst  etwa  40  Jahre  sp&ter  in  den  16S8  er- 
schienenen, 284  erw&hnten  „Discorsi^.  Fflr  die  seither  von  George  Atwood 
(1745?  —  London  1807;  Fellow  des  Trinity  College  in  Cambridge)  cur  De- 
monstration der  Fallgesetse  erftindene  und  nach  ihm  benannte  Fallmaf  chine« 
welche  auf  der  Ueberlegung  beruht,  dass  man  die  Beschleunigung  des  fallenden 
Körpers  durch  ein  OegCDgewicht  vermindern  kann,  ohne  die  Gesetze,  nach 
welchen  Geschwindigkeit  und  Weg  von  der  Zeit  abh&ogen,  su  ver&ndero, 
vergl.  des  Erfinders  Abhandlung  von  1784:  „On  the  rectilinear  motion  and 
rotation  of  bodies",  —  für  die  diesen  ganzen  Abschnitt  besohlagende  Lite- 
ratur 227. 


WS«  stabiles  nnd  labiles  Oleichgewieht  Wenn  der  SchweQ>unct 

eines  Körpers  in  verticaler  Richtung  unter  einem  Aufhängepuncte 
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oder  über  einem  UnterBtütznngspuncte  liegt,  so  ist  der  Körper  in 
Beziehung  anf  die  Schwerkräfte  im  Gleichgewichte.  Dieses  Gleich- 
gewicht heisst  stabil  oder  labil,  je  nachdem  der  Körper,  wenn  er 
aus  seiner  Gleichgewichtslage  entfernt  worden  ist,  wieder  in  dieselbe 
Lage  zurückkehrt  oder  nicht.  Die  Stabilität  ist  bei  gleichem  Ge- 
wichte um  so  grösser,  je  tiefer  und  je  weiter  entfernt  von  der  Dreh- 
kante der  Schwerpunct  liegt. 

Das  einfachste  Beispiel  für  labUes  und  stabUes  Oleichgewicht  bietet  ein 
auf  die  Spitze  oder  Basis  gestellter  Kegel  dar. 

SBS«  Dor  Keil.  Bezeichnet  P  die  auf  den  Bücken  eines  sog. 
Keiles  des  Winkels  2  a  wirkende  Kraft,  Q  den  senkrecht  zu  jeder 
der  Seiten  wirkenden  Widerstand,  so  ist  (228)  für  das  Gleichgewicht 

P  =  2  Q  Sin  a 
Ist  somit  a  klein,  so  kann  auch  mit  kleiner  Kraft  ein  grosser  Wider- 
stand überwunden  werden. 

Der  KeU   bUdet  mit  Schraube  (254),   Hebel  (359),   WeUrad  (261)   und 

Rolle  (262)  die  fünf  einfachen  Maschinen,  welche  Pappuf 
im  achten  Buche  seiner  Sammlungen  aufz&hlt.  Ist  bei 
ihm  a  =  SO^^  so  ist  P  =  Q;  fBr  o<80®  wird  auch 
P<Q,  so  s.  B.  fttr  a  =  19»,  14»,  10»,  7»,  etc.,  P  =  ViQ> 
VtQ,   V.Q,   V4Q,  etc. 

M4U  Die  schiefe  IbeDe.  Liegt  ein  Körper  des  Gewichtes  P 
auf  einer  gegen  die  Horizontale  unter  dem  Winkel  a  schiefen  Ebene, 
so  kann  er  (228)  mit  einer  der  schiefen  Ebene  parallelen  Kraft 
P .  Sin  a,  oder»  wie  bei  der  durch  Aufwinden  einer  schiefen  Ebene 
auf  einen  Zylinder  entstehenden  Schraabet  mit  einer  nach  hori- 
zontaler Richtung  wirkenden  Kraft  P  .  Tg  a  gehalten  werden,  — 
wo  nicht,  so  fällt  er  mit  der  Beschleunigung  g  .  Sin  a  längs  der 
schiefen  Ebene.  —  Fällt  aber  ein  Körper  über  eine  schiefe  Ebene 
der  Länge  a  und  Neigung  a  (s.  Fig.  1),  so  erhält  er  (237)  die  Ge- 
schwindigkeit V2  a  g  Sin  a ;  geht  er  sodann  auf  eine  schiefe  Ebene 
der  Länge  b  und  Neigung  ß  über,  so  nimmt  er  die  Geschwindigkeit 

V  =  V2agSina  Cos  («  —  /?)  l 

auf  dieselbe  mit,  —  eine  Geschwindigkeit,  welche  er  auf  der  neuen 
Ebene  selbst,  beim  Zurücklegen  des  Weges 

—        ▼^        _  aSini»Cos^(a  —  ß)  ^ 

®~  2g  Sin/9  "^  Sin/9 

erhalten  hätte.  Er  langt  also  am  Ende  dieser  Ebene  mit  der  Ge- 
schwindigkeit 
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an,  d.  h.  mit  einer  kleinem  Geschwindigkeit  als  beim  Falle  durch 
dieselbe  Höhe  A  E.  Diese  Differenz  erlischt  für  a  =  /?,  d.  h.  anf 
geraden  oder  krummen  (nicht  aber  auf  gebrochenen)  Bahnen  wird 
die  gleiche  Geschwindigkeit  erhalten  wie  beim  freien  Falle  durch 
dieselbe  Höhe. 

Die  in  den  Formeln  P.Sina  und  P.Tga  enthaltenen  OrnndgesetEe  der 

schiefen  Ebene,  welche  sich  anch  in  der  Form : 

^Kraft  2U  Last  wie  Höhe  an  Lftnge,  oder  wie 

Höhe  anr  Basis  der  schiefen  Ebene"  geben 

lassen,  scheint  snerst  SteHn  in  seiner  Schrift 

2       nDe  Begbinselen   der  Weegkonst  s.  Statica. 

Leyden  1686  in  4."  ausgesprochen  su  haben. 

—  Um  fiber  die  schiefe  Ebene  AB  mit  der  für  sie  erhaltenen  Beschleunigung 

j^        g .  Sin  a  SU  fallen,  braucht  der  Körper  nach  237 : 8  die  Zeit 


^  V  g.öina 


g 
und  in  derselben  Zeit  fällt  er  nach  237:1  frei  durch  die 

Strecke 


P_gt«_  AB 
""     2    ""  Öina 


so  dass        AB:=s8ina 


Construirt  man  daher  ttber  s  einen  Halbkreis,  so  wird  jede 
von  A  ausgehende  Sehne  AB  desselben  in  der  gleichen  Zeit 
durchlaufen.  In  welcher  ein  Körper  frei  durch  AG  fällt.  — i 
Rollt  ein  Körper  von  M  aus  auf  einer  beliebigen  Curve  nach  S  herunter,  so 
hat  er  nach  den  im  Texte  entwickelten  Gesetzen  bei  Ankunft  im  Puncto  N 

genau  dieselbe  Geschwindigkeit  v,  wie  wenn 
er  durch  h  —  x'  frei  gefallen  wäre,  d.  h.  es 
ist  nach  237 : 2  

v  =  V2g(h  — xO 

während  nach  239 : 1 ,  wenn  der  Weg  von  8 

aus  gezählt  wird,  also  bei  Zunahme  der  Zeit 

abnimmt,  ttberdiess 

ds 

^  =  -dt- 


so  dass  durch  Gleichsetsung 

ds 


V2g(h-x0=- 


dt 


oder 


V2?.dt  =  — 


ds 


j/h^x' 

folgt  In  dem  speciellen  Falle,  wo  die  Curve  eine  gemeine  Gycloide  des  Schei- 
tels S  ist,  hat  man  aber,  wenn  s  den  Bogen  N8  beselchnet,  nach  154:5,  1 


also 


s«  =  (4a  — AN)«=(4a  — SaSin«-^)  = 
=  8a«(l  +  Cosv)  =  8a(2a--y)  =  8ax'- 


16a«Cos*~  = 


2s.d8=:8a.dx'        oder        dB=:|/2T. 


dx' 


und  daher  nach  4  mit  Hfllfe  von  65 : 9 

dx' 


]/I.a.=- 


Vhx'  — X'« 


oder 


]/!..=- 


Are  Sin 


2x'  — h 


-f-  Const. 
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folglich,  wenn  x'  von  h  bis  0  genommen  wird ,  die  Zeit  des  Falles  von  M 
nach  8  -^  ^ 

t  =  T/— .[— Arc8in(— l)  +  Ajc8lnl]  =  ÄT/—  • 

Es  ist  also  für  die  Gycloide  t  von  h  unabhftngig,  oder  es  braucht,  wie  es 
schon  Hugeni  nachwies  und  (s.  255)  benutzte,  ein  Körper,  um  auf  der 
Gycloide  nach  dem  tiefsten  Puncto  zu  fallen,  gleich  viel  Zeit,  in  welchem 
Puncto  er  auch  aufgelegt  werden  mag,  —  eine  Eigenschaft,  welche  der  Gycloide 
den  Namen  Tautochrone  verschafft  hat,  dem  man  in  neuerer  Zeit  auch  oft 
den  Namen  If  oehrone  substituirt,  welchen  ursprünglich  Lelbnlts  der  Neil- 
schen  Parabel  (s.  149)  beilegte,  da  auf  dieser  ein  Körper  in  gleichen  Zeiten 
gleich  tief  fUlt  —  Man  kann  auch,  wie  diess  1696  Johannes  Bemoulli 
(vergl.  seine  Opera  I  187  u.  f.,  n  254  u.  f.,  etc.;  auch  Jac.  Bern.  Op.  11  768 
u.  f.)  machte,  die  Frage  stellen,  wie  muss  die  Gurve  M8  beschaffnen  sein, 
damit  ein  Körper  in  der  ktkrsesten  Zeit  von  M  nach  8  fftllt,  —  oder  welches 
ist  die  sog.  Braehystoehrenef  Es  ist  diess  offenbar  diejenige,  für  welche 
die  aus  4  folgende  Gleichung  

tsf^'Xu.dx'      wo      uc=l/l+^p7i-      nnd      X  =  — =i^=^ 
J  o  \     ^  dx'«  V2g(h~x0 

für  t  einen  Minimums werth  ergibt,  so  dass,  —  wenn 


'■=/: 


Xu'.dx' 

gesetzt  wird,  wo  n'  den  Werth  bezeichnet,  welchen  n  annimmt,  wenn  y'  für 
eine  andere  Verbindung  von  M  und  8  in  y'-|~^  *  ^y'  Obergeht,  —  beatftndig 

t'  — 1=  f   X(u'  — u).dx' 

einen  positiven  Werth  erh&lt;  es  ist  dabei  i  als  eine  unendlich  kleine  con- 
stante  Grösse  zu  denken,  dy'  aber  als  eine  willkürliche  Function  von  x', 
welche  bloss  an  die  Bedingung  geknüpft  ist,  sowohl  für  x'  =  o,  als  für  x'  =:  h 
zu  verschwinden.  Denkt  man  sich  nun  u'  —  u  in  eine  nach  den  Potenzen 
von  i  fortschreitende  Reibe  entwickelt,  und  ist  das  erste  Glied  dieser  Reihe 
i.du,  so  ist  das  erste,  das  Vorzeichen  bestimmende  Glied  von  t' — t  olTenbar 


/: 


X  .du.  dx' 


\ 


und  es  muss  daher  dieses  Integrale  verschwinden,  da  sonst  t'  —  t  mit  1  das 
Zeichen  wechseln  müsste,  also  nicht  immer  positiv  würde.    Nun  ist  oirenbar 

i.^u^V'-^/y; •'"*>'    oder    ,„=±.411. "z: 

dx'«.u  u      dx'      dx' 

also  hat  man  mit  Hülfe  von  64 : 8' 


0=/-. 

•/  •  u 


x^  ^2l   ^^y' 

dx'  *    dx' 


dFA  IUI 

=  r'^     dy^         ^       f'      iLn      dx'J 

Lo  u  •  diE^'yj  J, — d? — 


.dy'.dx' 


Nun  ist  das  erste  Glied  Null,  da  dy'  an  beiden  Grenzen  verschwindet,  und 
das  zweite  kann,  da  dy'  eine  willkürliche  Function  von  x'  ist,  nur  Null 
werden,  wenn 


rX     dy'l 


A  X      dy'        ^ 

d  x'  u      d  x' 
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ist,  wo  C  eine  Gonstante  bezeichnet;  also  muss 


^  =  C.l/2i(hi:i0l/l^     oder     .^.^      C(h-xO/2F.dx- 

oder,  wenn  man  y'=sa  — x  und  x'  =  h  — y  seist,   d.  h.  den  Anfangspnnct 
nach  M  verlegt,  und  sich  auf  eine  horizontale  Axe  bezieht, 


dx=-— ^r— !_^  wo  /?=z 


Da  nun  diese  Gleichung  7  der  Brachystochrone  genau  mit  der  Gleichung 
154:4  der  gemeinen  Cycloiden  fibereinstimmt,  so  ist  somit  der  Beweis  ge- 
leistet, dass  die  Braohystochrone  eine  Gycloide  ist,  deren  Anfangspunct  in  M 
liegt,  und  ffir  welche  ß  den  Radius  des  erzeugenden  Kreises  darstellt;  die 
Grösse  C  kann  aus  der  Gleichung  164:2,  wenn  man  in  derselben  x^a, 
y^h  und  a=b=r/9  setzt,  durch  Näherung  leicht  bestimmt  werden.  — 
Anhangsweise  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  ein  KOrper,  um  durch  AS 
zu  fallen,  nach  237 : 8  die  Zeit 

braucht,  also  im  Vergleiche  mit  6  wirklich  mehr  Zeit,  als  beim  Falle  durch 
die  Cydoide  AM 8;  es  l&sst  sich  so,  ohne  des  Beweises  ffir  die  Identit&t  der 
Brachystochrone  mit  einer  Gycloide  zu  bedürfen,  einfach  nachweisen,  dass 
wenigstens  die  Gerade  nicht  als  Brachystochrone  auftritt,  sondern  sich  in 
diesem  Falle  das  alte  Sprichwort  „En  guote  Ghrumb  ist  nUd  umb^  glänzend 
bewährt 

SBB«  Das  mathematische  Pendel  Gibt  man  einer  starren  Geraden 
I,  die  am  einen  Ende  befestigt  ist,  am  andern  Ende  einen  schweren 
Pnnct  trägt  (einem  sog.  mathematischen  Pendel),  eine  kleine  Elon- 
gation  a  aus  der  verticalen  Rnhelage  (s.  Fig.  1),  so  fällt  sie  wieder 
gegen  diese  zurück,  und  der  Punct  erlangt  (254)  nach  Bückkehr 
zur  Elongation  ß  die  Geschwindigkeit 

c  =  Vgl(«2  — /?2)  Sin  V        also  für  /9  =  0        v  =  «  VgT  Sin  V  l 

als  Maximalgeschwindigkeit,  und  mit  dieser  geht  das  Pendel  über 
die  Ruhelage  hinaus,  bis  es,  nachdem  es  eine  entgegengesetzte 
Elongation  a  erhalten,  durch  die  Gegenwirkung  der  Schwere  wieder 
seine  Geschwindigkeit  verloren,  eine  einfache  SctairingiiilK  oder 
OsclUatlon  vollendet  hat,  um  sofort  wieder  zurückzuschwingen. 
—  Denkt  man  sich  über  dem,  für  eine  kleine  Elongation  zu  einer 
Geraden  werdenden  Schwingungsbogen  einen  Halbkreis  construirt, 
und  lässt,  im  Augenblicke,  wo  eine  Schwingung  beginnt,  einen 
Punct  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  v  von  A  aus  sich  im 
Halbkreise  bewegen,  so  findet  man,  dass  er  in  dem  vertical  unter 
C  liegenden  Puncte  D  parallel  zum  Schwingungsbogen  die  Ge- 
schwindigkeits-Componente  v.Cos;^  =  c  hat,  also  nothwendig  zur 
Vollendung  seiner  a .  1 .  Sin  V^ .  n  langen  Bahn  die  Schwingungszeit 
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t  des  Pendels  braucht.   E2s  ist  also  diese 

,       Ä.l.Sinl''.^  l/T  . 

t  = =^,i/--  % 

V  r    g 

und  somit  von  dem  kleinen  Schwingungsbogen  unabhängig.  Aus  2 
folgen 

und  somit  speciell  für  t  =  1'  oder  für  das  sog.  Secundenpendel 

L  =  ^  g^L.^  dt  =  ^dL-^dL      4 

Für  g  =  9-,80567  wird  z.  B.  L  =  0»,99351,  und,  wenn  dT  = 
86400 .dt  die  sich  in  einem  vollen  Tage  anhäufende  Differenz  der 
Schwmgungszeit  bezeichnet,  und  dL  in  Millimetern  ausgedrückt  ist, 
dT  =  43',482.dL,  so  dass  also  noch  eine  Veränderung  der  Pendel- 
länge von  nur  0,01"^  einen  merklichen  Einfiuss  hat 

Der    snerBt    von  Galilei    etwa   1683    an    einer  H&ngelampe    im  Dome 

Bn   Pisa    beobachtete   Isochronismns    kleiner  Pendel« 
^  Schwingungen  l&sst  sich  anf  die  im  Texte  angedeutete 

s.  Art  leicht  elementar  nachweisen,    da  ans   der  Figur 

\  nach  287 : 2  . 

\  0  =  ]/2gl  (Cos/?  —  Cos  o) 


=  j/4gl8in.:i-i^8in 


«±£8inJi=£ 


"'s  '^  /         oder  also  fDr  kleine  Elongationen  nahe 

d.  h.  1  folgt,  —  und  ebenso  nahe 


8inl^_ 


^Po„^-^  CP  ^^  j/ÄCTCB  _  vyi(«-/g)8inrM(a  +  /g) 
v^osy-v  ^^  -v        -^        _  l.adinl'' 

Will  man  dagegen  die  Elongation  a  nicht  von  vorneherein  als  klein  annehmen, 
so  hat  man  nach  264 : 4 

dt=-    ^      '^'  =:-|lA-    .  '^  » 

V2g(h  — x')  2    K    g       yi  _  i/j  X  V2ax  — X» 

wo  iheils  nach  Figur,  theils  sur  Abkürsung 

hc=l(l  — Cosa)=zl.2a  oder  a  =  8in<-^ 

Id.  • 

x's=l(l  — Co8/?)  =  l.x  ds  =  l.d/»= 


V2x  — X« 

Beseichnet  somit  t  die  Zeit  einer  einfachen  Schwingung,  oder  die  doppelte 
Zeit,  welche  das  Pendel  braucht,  um  aus  der  Elongation  a  in  die  Ruhelage 
zurficksukehren,  so  hat  man  nach  6,  da  den  Qrenzwerthen  a  und  o  für  ^ 
nach  6  die  Qrenswerthe  2  a  und  o  fDr  x  entsprechen 


K    g     J«    yi-i/,x  y2ax  — X« 
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Nun  hat  man  nach  dem  Binomischen  LehrsatKe 


YrZTTj^  '2*2       ^  2.4  '  2«       ^  2.4.6  •  2» 

also  ist  nach  7 

*=K7L^*  +  T-T-^  +  -2:T--2«-^«  +  -274-6--2r-A.+..J     « 

wo  mit  Hfllfe  von  67  : 8  und  65 :  9 

A   -f"     xVdx     _f"x-V«.dx_ 

■    J  .  ya»x— X«    J  .  ya»— X 

_ r"x— v«.väi3.';i    (an-i)«  f"x—*/«.dx 

~*L.  -»  J  n         J  .    J/2*  — X 

-(3"-^*    A        _(3n-l)(8n-8)  _ 

n  ■    *  n  (n  —  1)  ■    * 

_1.8.6...(2n~l)  p8>        dx        _1.3.6...(2n-l) 

-      2.4.6...2n      ^^•^   J  ^y2ax-.x«"^^2.4.6...2n      ^^^^   "   * 

so  dass  also  nach  6  und  8  schliesslich 

'="V7-['+(7)"«-T+{n)"-'f+{S)"'-|+-]'« 

folgt,  woraus  iUr  ein  kleines  a  sofort  2  als  erste  Näherung  hervorgeht.  Filr 
grossere  Elongationen  nimmt  dagegen  nach  10  die  Schwungseit  mit  der  Elon- 
gation  merklich  au,  und  diess  veranlasste  schon  Hagen«»  den  Vorschlag  zu 

machen,  in  gewissen  FUlen  dem  Kreispendel 
ein  C^eloidAlpendel  su  suhstituiren,  d.  h. 
das  Pendel  CE  durch  Aufh&ngen  desselben 
BWischen  swei  Halb-Gycloiden  CA  und  CB 
(nach  154)  su  swingen,  selbst  eine  ebensolche 
Cycloide  A  D  B  zu  beschreiben ,  oder  (nach 
254)  isochron  zu  bleiben.  —  Bezeichnet  L  die 
Unge  eines  Secnndenpendels,  nnd  sind  t|,  t,  die  Schwungzeiten  zweier  Pendel 
der  LIngen  1|,  1^,  so  hat  man  nach  4  und  3 

und  daher  auch 

l,-l,=:L(t,+tO(«,-t,)  1« 

Man  kann  daher  die  Linge  des  Secnndenpendels  zur  Koth  nach  11  bestimmen, 
wenn  man  eine  kleine  Kugel  an  einem  Coconfaden  von  bekannter  L&nge 
schwingen  Usst,  —  etwas  besser  nach  12,  da  man  alsdann  nur  die  Differenz 
der  Lftngen  zu  messen  braucht,  —  freilich  noch  besser  mit  einem  Reversions- 
pendel (vergl.  256).  Kann  man  ftlr  einen  Ort  die  L&nge  des  Secnndenpendels 
(nach  256,  875)  berechnen,  so  gibt  12  umgekehrt  Anleitung,  die  L&nge  1}  —  If 
eines  Etalon's  ann&hemd  an  bestimmen,  vergl.  „Francis  Place  (Dietendorf 
bei  Gotha  1838;  Lehrer  der  Naturwissenschaften  zu  Oschatz  in  Sachsen),  lieber 
die  PrBfiing  der  Glaamikrometer.  Berlin  1860  in  8.*^ 

SM«  Dai  pbjfifdie  Pendel  Ein  Pendel ,  bei  dem  starre  Linie 
und  schwerer  Ptinct  dnrch  einen  Stab  mit  oder  ohne  Linse  ersetzt 

Wolf,  BMdbMh.    L  28 
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sind,  d.  h.  ein  physisches  Pendel,  stellt  eine  Verbindung  von  un- 
zählig vielen  mathematiBcben  Pendeln  verschiedener  Länge  dar,  von 
denen  die  meisten  gezwangen«  und  nur  wenige,  die  darch  die 
sog.  SchwIngunKspnncte  heatimmten,  frei  eine  mittlere  Schwang- 
zeit inne  halten.  Vertauscht  man  den  AufhSngepunct  mit  demjenigen 
Schwingungspnocte ,  der  mit  ihm  und  dem  Schwerpuncte  in  einer 
Geraden  liegt,  so  wird  dadurch,  wie  schon  Hugens  zeigte,  die 
Schwungzeit  des  Pendels  nicht  verändert,  und  man  kann  daher 
durch  Verflach  die  Länge  des  einem  physischen  Pendel  entsprechen- 
den mathematischen  Pendels  bestimmen,  indem  man  zwei  vertaasch- 
bare  Äufhängepuncte  aufsacht,  und  ihre  Distanz  miset. 

Bezeichnet  w  die  ge  meine  eh  aftl  ich  e  WinkelgsBchwindlgbett  aller  Theile 
eines  om  die  durch  O  gehende  Axe  Z  Bcbwingenden  KOrpers  tat  Zeit  t,  und 
r  den  Abstand  des  Elementfa  dm  von  dieeer  Axe,  so  atellt  r.w  die  wirk- 
liche ßesch windig kfit  dieses  Elementes  Eur  Zeit  t  dar,  und 

—  =      rw  -^  = 
Bind  ihre  Cnmponenten  nach  den  Axen  der  X  und  Y,  so  daas 


odpf  durch  Dlfrerentiation  nach  t 

d'i  d*y ,    dw 

^"dt*       ^Tti""*^  '"dT 
Man   hat  daher,   da  dw:dt   für  alle  Elemente  des  KSrpers  gleich  grosa  iat, 
nach  339 :  S  für  die  Drehung  um  die  Axe  der  Z 

4f./,.d„=/(jx_xY)a»,  i 

Ist  dcT  KSrper  (deaaen  Masae  und  Schwerpnnct  mU  M  bezeichnet  werden 

mag,  während  a  die  Distanz  dea  Letztern  von  der  Axe  Z  measen  soll,  y' 
seine  Distanz  Ton  der  Ebene  XZ  zur  Zeit  t,  und  ä  den  Winkel  der  Ebenen 
MZ  und  XZ)  nur  der  Schwere  unterworfen,  so  ist  Y  =  o,  X=:g,  und  da 
Dberdieas  (entsprechend  133 : 1) /y  .dm  =  M<r',  ao  geht  1  In 

-^.Jr'dm  =  gM.y'  =  gM.a8in»  • 

aber.  Bezeichnet  q  die  Distanz  von  d  m  zu  einer  durch  den  Schwerpnnct 
parallel  Z  gelegten  Axe,  so  ist  (entsprechend  133:2) 

/r'.dm=/j'.dm  +  a'M  =  (a'  +  k>)M  S 

wo  die  fDr  den  Körper  ttlr  ein  und  alle  Male  beatimmbare  Grjtsae  ff*. dm 
(nach  264  sein  Trigheltamoment  in  Beziehung  auf  eine  beatimmte,  durch  den 
Schwerpnnct  gelegte  Axe)  der  Symmetrie  wegen  gleich  k* .  M  gesetzt  worden 
Ist.   Da  Dberdieee  ofTenbar  w  =  —  äO:  dt,  so  gebt  somit  2  In 

a  dass,  wenn  noch  mit  2.dff  multipllcirt  und  Integrirt  wird, 
,•       2ag.CoBö    ,  „      . 
'  =     a'  +  k'     +CoMt- 


m-' 
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also  fUr  den  Anfang  der  Bewegung,  wo  die  Geschwindigkeit  Null  ist,  und 

die  Elongation  des  Schwerpunctes  a  sein  mag, 

.       2ag.Cosa    i  ^      ,, 
Q=      J  +  k« HConst. 

also  endlich 

{—V  —  2ag(Cosg— -Cosg) 

Vdt/  ""  a«  +  k«  * 

Für  ein  mathematiBches  Pendel  der  Länge  1  geht  4  in 

/dg\« _  2gl  (Cos g— Cos«) 

Ut/  -  1«  • 

über,  und  es  wird  daher  Letsteres  mit  dem  Körper  oder  dem  physischen 
Pendel  gleich  schwingen,  wenn 


a  1  k* 

^  -r^  oder  wenn  1  =  a  -|- 


a'  +  k«*"!«  '     a 

ist.  Alle  Puncte  des  Körpers,  welche  in  der  Ebene  MZ  in  der  zu  Z  im  Ab- 
stände 1  gesogenen  Parallelen  Z',  der  sog.  Schwingunf^iaxe»  liegen,  werden 
somit  frei  schwingen,  —  so  auch  der  in  der  Verlängerung  von  a  liegende 
Punct  O',  der  speciell  Schwlngungvpniict  genannt  wird.  L&sst  man  den 
Körper  um  Z'  statt  um  Z  schwingen,  so  wird  ihm  wieder  ein  mathematisches 
Pendel  der  Länge  1'  entsprechen,  und  swar  wird  nach  6 

l'=G-«)+-^f|^=l-a  +  k«:(k»:a)  =  l 

SO  dass  die  beiden  Azen  Z  und  Z*  reciprok  sind,  oder  der  bereits  im  Texte 
nach  Ha§;enf  ausgesprochene  Satz  besteht,  von  dem  das  unabhängig  von 
einander  durch  Bohneiiber§;er  in  seiner  „Astronomie.  Tübingen  1811  in  8. 
(Pag.  448)<<  und  Henry  Kater  (Bristol  1777  —  London  1885;  Capitän  in  der 
brittiachen  Armee,  und  viele  Jahre  unter  Lambton  mit  Messungen  in  Indien 
beschäftigt)  in  seiner  Abhandlung  „Experiments  for  determining  the  length 
of  the  pendulum  vibrating  seconds  in  latitude  of  London  (Phil.  Trans.  1818)^' 
vorgeschlagene  ReTersionfpendel  eine  unmittelbare  Anwendung  ist  Auch 
der  in  den  letzten  Jahren  von  den  Söhnen  Repsold  ausgeführte  Pendel- 
apparat, für  dessen  specielle  Beschreibung  und  Theorie  auf  die  Musterarbeit 
„Emile  Plantamour  (Genf  1816;  Professor  der  Astronomie  und  Dlrector 
der  Sternwarte  in  Genf),  Exp^riences  faites  k  Gen^ve  avec  le  pendule  k  röver- 
sion.  Genöve  1866  in  4.^'  verwiesen  werden  kann,  ist  ein  (circa  *//  schlagendes) 
Reversionspendel,  welchem  aber  mehrere  Hülfsapparate,  namentlich  eine  Art 
Kathetometer  (vergl.  273)  zum  Messen  der  Schneidendistanz,  und  eine  Ingenieuse 
Vorrichtung  zur  Bestimmung  des  Schwerpunctes  beigegeben  sind.  —  Für  wirk- 
liche Messungen  des  Secundenpendels  vergl.  876. 

^Mm  Die  Uhren.  Die  von  den  Alten  zur  Abtheilong  der  Zeit 
verwendeten  Sand-  und  WaMerahren»  welche  beide  auf  dem 
Principe  beruhten,  dass  eine  gegebene  Menge  Sand  oder  Wasser  (unter 
Voraussetzung  constanten  l^iveau's)  immer  dieselbe  Zeit  braucht,  um 
aus  einem  obem  Gefässe  durch  eine  gegebene  Oefifnung  in  ein  unteres 
abzufiiessen,  wurden  etwa  vom  14.  Jahrhundert  hinweg  nach  und 
nach  durch  Grewictat-  und  Federutaren  verdrängt,  bei  welchen 
die,  durch  die  constant  wirkende  Ejraft  erzeugte,  und  durch  ein  sog. 
Elchappement  annähernd  gleichförmig  erhaltene  Bewegung  mittelst 
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eines  Bäderwerkes  (261)  auf  ein  Zeigerwerk  übergetragen  wurde; 
aber  erst  als  Hugens  in  Letztere  das  Pendel  oder  die  dasselbe  er- 
setzende schwingende  Federspirale  (Unruhe)  als  regulirendes  Princip 
einführte,  wurden  sie  als  Regalatoren  und  Chronometer  zu 
brauchbaren  Instrumenten. 

Man  weiss,  dass  schon  Karl  V.  von  Frankreloh  durch  einen  deutschen 
Meister  Heinrich  von  Wiek  in  den  Jahren  1364—1870  eine  Gewiehtnhr  nach 
dem  im  Texte  angegehenen  Principe  ausführen  liess,  —  femer  mit  siemlicher 
Sicherheit,  dass  der  etwa  1642  su  Nürnberg  verstorbene  Uhrmacher  Peter 
Hele  bald  nach  1500  die  unter  dem  Kamen  „Kttmberger-Eyerchen^  bekannten 
ersten  Taschenuhren  ersteUte.  Fflr  die  darauf  folgende  weitere  Entwicklung 
der  XJhrconstruction  vergl.  ,,Ferdinand  Berthoud  (Plancemont  in  Neuenburg 
1727  —  Groslay  bei  Montmorency  1807;  Uhrmacher  In  Paris;  vergl.  Bd.  4 
meiner  Biographieen),  Histoire  de  la  mesure  du  temps  par  les  horloges.  Paris 
1802,  2  Vol.  in  4.^,  —  fDr  den  Einfluss  der  W&rme  und  seine  Compensation 
801,  —  für  die  Variation  des  Luftdruckes  und  ihre  Compensation  278.  — 
Vergl.  femer  ^Ihisypodlos  •  Warhafftige  Ausslegung  des  Astronomisehen 
Uhrwerks  su  Strassburg.  Strassburg  1678  in  4.,  und :  Heron  Mechanicus.  Horo- 
logli  Astronomici,  Argentorati  in  summo  Templo  erecti,  Descriptio.  Argent. 
1680  in  4<^  —  Hn^ns»  Horologium  oscUatorium.  Paris  1678  in  foL,  —  Jean- 
Andr6  Lepante  (Montmödy  in  Luxemburg  1709  —  St  Cloud  1789;  Uhr- 
macher in  Paris),  Traitö  d^orlogerie.  Paris  1766  in  4.  (Neue  A.  1767),  — 
Berthoud»  Essai  sur  Phorlogerie.  Paris  1768,  2  Vol.  in  4.,  und:  Trait6  des 
montres  k  longitude.  Paris  1792  in  4.  (Suite  1797),  —  Anton  Stmadt  (Nachod 
In  Böhmen  1747  —  Basena  1799;  Professor  der  mathematischen  und  physi- 
kalischen Geographie  und  Director  der  Sternwarte  in  Prag),  Beschreibung  der 
bertUmiten  Uhr-  und  Kunstwerke  am  Altst&dter-Rathhause  und  auf  der  k. 
Sternwarte  su  Prag.  Prag  1791  in  4.,  —  JSrgenf  eil«  Regler  for  Tideas  nöiag- 
tlge  Aftnaallng  ved  Uhre.  Kiöbh.  1804  in  4.  (Neue  A.  1889;  frana.  unter  dem 
Titel:  Principes  g^^raux  de  Pexacte  mesure  du  temps,  Copenh.  1806  und 
Paris  1838;  deutsch  Leipzig  1840)  und:  Die  höhere  Uhrmacherkunst  (herausg. 
von  dem  Sohne  Louis  Urban).  Kopenhagen  1842  in  4.,  —  M.  L.  Molnet» 
Trait6  d'horlogerie  thöorique  et  pratique.  Paris  1848,  2  VoL  in  8.,  —  Gustav 
Herta»  Geschichte  der  Uhren.  Berlin  1861  in  8.,  —  P.  Dnbois«  Gollection 
arch4ologique  du  Prlnce  Soltiko£P:  Horlogerie.  Instruments  horaires  du  16*siöc]e. 
Paris  1868  in  4.,  —  J.  H.  Marteiia»  Beschreibung  der  Hemmungen  der 
hohem  Uhrmacherkunst.  Furtwangen  1868  in  8.,  —  etc.*^  —  Um  eine  Pendel- 
uhr Buccessive  su  corrigiren,  wie  es  s.  B.  bei  der  Normaluhr  eines  Netsea 
sympathischer  Uhren  (vergl.  820)  noth wendig  ist,  kann  man  nach  dem  Vor- 
schlage von  Mathias  Hipp  (Reutlingen  1818;  erst  Uhrmacher,  dann  folge- 
weise  Chef  der  Teiegraphenwerkstfttten  in  Bern  und  Neuenburg)  an  der 
Pendelstange  ein  Becherchen  anbringen,  in  dasselbe  eine  kleine  Kugel  ein- 
legen, und  nun  die  Uhr  bestmöglich  reguliren;  seigt  sich  sodann,  dass  die 
Uhr  dennoch  noch  etwas  vorl&nft  oder  nachgeht,  so  entfernt  man  in  ersterm 
Falle  fOr  einige  Zeit  (z.  B.  für  4*',  wenn  die  Uhr  1'  lu  viel  seigt,  und  sich 
durch  Wegnehmen  der  Kugel  eine  tägliche  Verspätung  von  6*  ergibt)  die 
Kugel,  oder  ersetzt  sie  im  sweiten  Falle  fOr  einige  Zelt  durch  eine  doppelte 
KugeL 
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SS8«  Balllltik.  Wird  ein  schwerer  Punct  mit  der  Geschwindig- 
keit a  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  Horizontale  geworfen,  so 
sind  (236,  237),  wegen  der  gleichzeitigen  Wirkung  der  Schwere, 
seine  Coordinaten  zur  Zeit  t,  in  Bezug  auf  die  Horizontale  als  Axe 
und  den  Ausgangspunct  als  Anfangspunct 

x=:atCosa  j  =  atSina  —  -^—  1 

woraus  durch  Elimination  von  t 

_  x(agSin2tt  — gx) 
^""         2a2Cos2tf  * 

als  Gleichung  der  Wurflinie  folgt.  Es  geht  hieraus  hervor,  dass 
der  Punct  mit  der  Abscisse  AB  =  a^Sin2a:g,  der  sog.  Wurf- 
weite 9  zur  Horizontalen  zurückkehrt,  und  dass  diese  Abscisse  für 
ar=45^  am  grössten,  für  a  =  45®  +  /?  und  «  =  45^  —  ß  aber  je 
gleich  gross  wird.   Da  sich  femer  nach  2 

a^Sin2a^^       ^  a^Si^g^_         g         ^2   9 

2g       -^  ^       2g  2a2Cos«a 

entsprechen,  so  nimmt  j  für  AC  =  a^  Sin  2a  :  2g  den  grössten 

Werth  CD  =  a2Sin^a:2g,  die  sog.  Warfbllhe»  an.    Setzt  man 

(a^Sin2a:2g)  —  y  =  x  und  d  =  y,  d.  h.  verlegt  man  (s.  Fig.)  den 

Anfangspunct  der  Coordinaten  in  den  Scheitel  D  der  Wurflinie,  und 

wählt  DC  als  Axe,  so  geht  3  in 

«      ^    a^Cos^a 

g 

über,  und  es  ist  daher  die  Wurflinie  (im  leeren  Räume)  nach  137 
eine  Parabel.  —  Ist  A£  =  a^:2g,  so  stellt  EF  die  gemeinschaft- 
liche Leitlinie  aller  Wurflinien  dar,  —  der  aus  A  mit  AE  be- 
schriebene Kreis  den  Ort  aller  Brennpuncte,  —  die  mit  AE  als 
kleiner  und  halber  grosser  Axe  beschriebene  Ellipse  den  Ort  aller 
Scheitel. 

Fflr  die  Ableitang  von  1—4  genttgt  wohl  das  im  Texte  GkBagte,  und  hierans 

folgt  auch  unmittelbar  die  Höhe  der  Leitlinie 
«'  -^-^^v: *  ^g_,atBin»i.    ^    a«Co8««        a«       ^ 


2g         ag 

Bezeichnen  vir  diesen  letstem  Werth  mit  m, 
so  ist 

AC  =  m.8in3a  CD  =  m8in*a    6 

und  wenn  I  den  Brennpunot  beieichnet 
'^'  CI=m(8in««  — Co8*a)  =  — mOoß2«  » 

Mit  Hülfe  von  diesen  Werthen  folgen  aber 

AOi  +  (CP  -  Vt  "»)*  -  4  Stot  „  Co,t «  +  (2  Bin«  a  - 1)«  =  1  S 

AO«  +  CI«  =m«.8in«2«  +  m«Co8«2a  =m«  9 

Die  durch  5,  8,  9  ausgedrückten  Sitse  sind  oifenbar  die  im  Texte  fttr  die 
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einer  bestimmten  Anfangsgeschwindigkeit  entsprechende  Schaar  der  Warf- 
linien Ausgesprochenen.  Ist  umgekehrt  der  Wurfwinkel  constant,  so  ergibt 
sich,  da  aus  6  und  7 

CD=  J??^^.AC=V«Tgo.AG        und        CI  =  — Otg2a.AC       lO 
Din  «  cc 

folgen,  dass  sowohl  die  Scheitel  als  die  Brennpuncte  aller  zugehörigen  Wnrf- 
linien  je  in  einer  durch  A  gehenden  Geraden  liegen.  —  Vergleiche  für  diese 
merkwürdigen  Eigenschaften  der  Wurflinien  im  leeren  Räume  meine  „Bei- 
träge zur  Ballistik  (Bern.  Mitth.  1846)*<  und  „Georg  Sidler  (Zug  1831 ;  Pro- 
fessor der  Mathematik  in  Bern),  lieber  die  Wurflinie  im  leeren  Räume.  Bern 
1865  in  4>%  —  für  die  Wurflinien  überhaupt  aber  „PoUfOn*  Recherchea 
sur  le  mouvement  des  projectiles  dans  l'air,  en  ayant  4gard  k  leur  figure  et 
leur  rotation,  et  k  Pinfluence  du  mouvement  diurne  de  la  terre.  Paris  1839 
in  4.« 

SB9«  Der  Hebel.  Wirken  nach  entgegengesetztem  Sinne  (s.  Fig.)' 
zwei  Kräfte  auf  zwei  Puncte,  welche  mit  einem  in  der  Ebene  der 
Kräfte  liegenden  Sintzpnncte  starr  verbunden  sind,  so  heisst  das 
System  Hebel»  und  steht  (231)  im  Gleichgewichte,  wenn  die  Mo- 
mente (Pp  und  Qq)  in  Beziehung  auf  den  Stützpunct  gleich  sind. 
Diß  Ekitfemungen  (p  und  q)  des  Stützpunctes  von  den  Kräften  nennt 
man  Hebelarme 9  und  den  Hebel,  je  nachdem  ihr  Winkel  (a) 
gleich  180^,  kleiner  als  180^  oder  0  ist,  doppelarmis:,  Winkel- 
hebel oder  elnarmifg:«  Wirkt  auf  einen  der  Endpuncte  des  Hebels 
statt  einer  Kraft  ein  zweiter  Hebel,  etc.,  so  erhält  man  den  zu« 
sammens^esetalen  Hebel  9  an  dem  Gleichgewicht  ist,  wenn  sich 
Kraft  zu  Last  wie  das  Product  der  Lasthebelarme  zum  Producte 
der  Krafthebelarme  verhält.  —  Ist  der  Hebel  materiell,  so  ist  das 
Moment  des  im  Schwerpuncte  wirkenden  Gewichtes  dem  Momente 
der  in  gleichem  Sinne  wirkenden  Kraft  beizufügen. 

Das  Hebelgesetz  wurde  euerst  von  Archlmedes  ausgesprochen,  und  im 

ersten  seiner  zwei  Bücher  „De  planorum  aquilibnis'^ 
(vergl.  2)  als  Grundprincip  an  die  Ppitzc  der  eigentlich 
^  ox  ci'Bt  von  ihm  zu  einer  Wissenschaft  erhobenen  Mechanik 
gestellt  und  erwiesen,  —  eine  Ehrenstelle,  welche  ihm 
bis  auf  Varignon  (vergl.  228)  blieb.  Bekanntlich  soll  das  Auffinden  dieses 
Gesetzes  Archimedes  zu  dem  Ausrufe  veranlasst  haben:  „Gebt  mir  einen 
festen  Punct  ausserhalb,  und  ich  will  die  Erde  aus  ihren  Angeln  heben.'^ 

S60«  Die  Waage.  Bezeichnen  p  und  q  die  den  yertical  wirken- 
den Kräften  P  und  Q  bei  horizontaler  Lage  entsprechenden  Arme 
eines  doppelarmigen  Hebels  (s.  Fig.  1),  und  Gt  das  in  dem  (um  d 
unter  dem  Stützpuncte  liegenden)  Schwerpuncte  wirkende  Gewicht 
des  Hebels,  so  ist  (259)  der  Hebel  bei  einem  Aosschlage  9  im 
Gleichgewichte,  wenn 

PpCosy  =  QqCosy  +  GdSin<p    oder    Tgy  =  +?^^^    t 
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Verändert  man,  wie  es  bei  der  sog.  physikalischen  Ü/Vasge  ge- 
schieht, P,  —  oder,  wie  es  bei  der  sog.  Schnellwaag^e  geschieht, 
p,  bis  g>  =  0  wird,  so  ist  Pp  =  Qq,  so  dass  auf  diese  Weise  eine 
nnbekannte  Last  Q  durch  ein  bekanntes  Gewicht  P  ausgedrückt 
oder  abgewogen  werden  kann,  sobald  man  das  Verhältniss  der 
Arme,  welches  bei  der  physikalischen  Waage  gewöhnlich  1  ist, 
kennt;  kennt  man  es  nicht,  so  kann  man  zunächst  Q  mit  einem 
fein  zertheilten  Körper,  der  sog.  Tara 9  und  dann  diese  mit  Ge- 
wichten P  abwägen,  wo  dann  immer  Q  =  P  ist.  Die  Waage  heisst 
um  so  empfindlicher  9  je  grösser  q>  für  denselben  kleinen  Ge- 
wichtsüberschuss  der  einen  Seite  wird.  —  Eine  sog.  Brflcicen« 
waas^e  ist  (259,  231  und  Fig.  2)  im  Gleichgewichte,  wenn 
Ti   1.         /-w  ih         ,  i-w    ki    fg      j       ge.ac  .ih-hki.fff.ad^  ^ 

kh  ^  kh   ge  kh.ge  ^ 

vorausgesetzt,  die  unbelastete  Waage  sei  für  sich  im  Gleichgewicht 
Ist  sie  so  construirt,  dass  ge:fg  =  ad:ac,  so  wird  P.ba  =  Q.ac, 
und  eine  Verschiebung  von  Q  auf  der  Brücke  bleibt  ohne  Einfluss. 
Für  a  c :  b  a  ==  1 :  10  oder  =  1 :  100  heisst  die  Waage  Decimal- 
oder  Centesimalwaage« 

Fflr  den  Constnictionsdetail  einer  genauen  Waage  muss  auf  die  speciellen 

physikalischen  Werke  (vergl.  245)  und  namentlich  auf 

Carl's  Repertorium  verwiesen  werden.    Die  Theorie 

der  phyBikalisehen  Waage  scheint  Euter  in  seiner 

„Disquisitio  de  hilancihus  (Comm.  Petrop.  X  1747)" 

zuerst  gegeben  zu  haben;    der  im  Texte  gegebenen 

Entwicklung  mag  beigefügt  werden,  dass  sie  namentlich  darauf  beruht,  dass 

Sttttzpunct  und  Aufh&ngepunct  der  Schalen  in  derselben  Geraden  liegen,  — 

da  nur  in  diesem  Falle  der  Ausschlag  von  der  Belastung  unabhängig  ist   Je 

grösser  die  Tragkraft,  desto  grösser  wird  auch  Q  sein 


-t"* 


müssen,  desto  kleiner  also  die  Empündlichkeit;  doch 

rechnet  man,  dass  auf  1  Kilogramm  Belastung  eine 

^•W*  gute  Waage  mindestens  noch  1  Milligramm  anzeigen 

^— '*        soll.  —   Ausser  der  physikalischen  Waage,  —  der 


A 


h 


Schnellwaage  oder  römischen  Waage,  —  und  der  Brückenwaage  oder  Wagen- 
waage, gibt  es  auch  noch  Zeigerwaagen,  Federwaagen,  Senkwaagen  (vergl. 
269),  etc.,  auf  welche  hier  aber  nicht  näher  eingetreten  werden  kann. 

961«  Das  Wollrad.  Durch  Umdrehung  eines  doppelarmigen 
Hebels  um  eine  durch  seinen  Stützpunct  gehende,  zu  ihm  senkrechte 
Axe,  erhält  man  ein  Wellrad,  und  es  ist  somit  an  diesem  (259) 
Gleichgewicht,  wenn  sich  Kraft  zu  Last  wie  der  Radius  der  Welle 
zum  Badius  des  Rades  yerhält.  Sollen  entsprechend  dem  zusammen* 
gesetzten  Hebel  zwei  Wellräder  in  Verbindung  gebracht  werden, 
so  versieht  man  die  Welle  des  ersten  und  das  Rad  des  zweiten  Well- 
rades mit  entsprechenden  Erhöhungen  (Zähnen)  und  Vertiefungen, 
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Ein  Wellrad  heisst  Haspel  oder  Wlnde^  je  nachdem  die  Axe  hori- 
zontal oder  vertical  ist,  —  ein  gezahntes  Rad  Stlmrady  Kamm« 
rad  oder  Kegelrad  9  je  nachdem  die  Zähne  Verl&ngenmgen  der 
Radien  sind,  oder  zn  denselben  senkrecht  oder  schief  stehen. 

Das  Wellrad  ist  (vergl.  253)  eine  der  fünf  einfachen  Maschinen  der  Alten; 
Knrbel,  Tretrad,  Pferdegdpel,  etc.  sind  nichts  Anderes  als  epedelle  Formen 
desselben. 

S6S.  Die  Rollen  und  Flaichenxüge.  Eine  kreisrunde,  an  ihrem 
Umfange  mit  einer  Rinne  zur  Aufnahme  eines  Seiles  versehene 
Scheibe  heisst  feste  Rolle,  wenn  sie  bloss  um  ihr  Centrum,  — 
bewegliche  Rolle 9  wenn  auch  ihr  Centrum  beweglich  ist  Die 
feste  Rolle,  bei  welcher  Kraft  imd  Last  an  dem  umgeschlagenen 
Seile  wirken,  ist  ein  gleicharmiger  Hebel  und  dient  daher  nur,  um 
die  Richtung  einer  Kraft  abzuändern.  Die  bewegliche  Rolle  hängt 
dagegen  in  einem  Seile,  an  dessen  Enden  Kräfte  wirken,  während 
die  Last  an  ihrem  Centrum  angebracht  wird,  —  ist  daher  (228)  im 
Gleichgewichte,  wenn  sich  jede  Kraft  zur  Last  verhält,  wie  der 
Radius  zur  Berührungssehne,  also  im  günstigsten  Falle  wie  1:2. 
Aus  Verbindung  von  festen  und  beweglichen  Rollen  gehen  die  sog. 
Flasctienztfge  hervor,  bei  denen  sich  Kraft  zu  Last  wie  die  Ein- 
heit zur  Anzahl  sämmtlicher  Rollen  verhält 

Fflr  die  bewegliche  Rolle  hat  man  offenbar  nach  238: 2 


Q  =  P.V1  +  1  +  2Cos«  =  2P.Cosy 

=  2P.^  =  P.± 
r  r 

oder 

P:Q  =  r:8 

Dabei  kann  die  eine  Kraft  durch  einen  Widerstand 

ersetst  werden,  indem  man  das  eine  Ende  des  Beiles 

befestigt.  —  Den  gemeinen  Flaschensng  soll  schon 

der  SU  Kaiser  Augustus  Zeiten  lebende  berühmte  Baumeister  Vltmv  in  seiner 

Architectur  als  etwas  allgemein  Bekanntes  erw&hnen;   auch  Pappna  bildet 

denselben  im  8.  Buche  seiner  Sammlungen  ab.  —  Beim  sog.  PotenseB« 

Flasehensug«  wo  um  Jede  bewegliche  Rolle  ein  eigenes  Seil  geschlagen  ist, 

dessen  eines  Ende  aufgeh&ngt,  das  andere  am  Mittelpunct  der  folgenden  RoUe 

befestigt  wird,  yerh&lt  sich  P:Q  =  1:2'*,  wo  n  die  Ansahl  der  bewachen 

Rollen  beseichnet. 

S6S«  Die  Centralbewegng.  Wird  ein  sich  bewegender  Ponet 
je  nach  Verlauf  einer  Zeit  t  gegen  ein  Centmm  angezogen,  so  haben 
die  von  semer,  je  für  die  Zwischenzeit  t  resnltirenden  Bahn  mit 
dem  Centmm  bestimmten  Dreiecke  nach  107  gleiche  Fläche,  oder 
es  gilt,  da  für  ein  unendlich  abnehmendes  t  die  gebrochene  Bahn 
zur  Curve  wird,  das  (besetz:   Bei  jeder  Gentralbewegnng  werden 
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in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  beschrieben.  Die  Centralbe- 
wefunff  Im  Kreise  ist  somit  nothwendig  eine  gleichfönnige  Be- 
wegung, nnd  erfordert,  da  ein  im  Kreise  sich  bewegender  Pnnct  in 
Folge  der  Trägheit  ein  constantes,  Centrlftiffalkraft  genanntes 
Bestreben  f  hat,  sich  vom  Mittelponcte  zu  entfernen,  eine  ebenso 
grosse  constante  Anziehung  nach  dem  Mittelpuncte.  Bezeichnet  a 
die  Geschwindigkeit  im  Kreise  des  Radius  r  und  t  die  Umlaufszeit, 
so  ist  2ra  =  at,  während  s  ==  ar  der  mit  seiner  Sehne  zu  verwech- 
selnde, in  einem  Zeittheilchen  t  zurückgelegte  Bogen  ist  Zerlegen 
wir  (238)  s  nach  Tangente  xmd  Radius,  so  muss  (237)  die  Letzterm 
entsprechende  Componente  c^sVa^^^  sein,  während  geometrisch 
(124,  93)  c:s  =  s:2r  ist,  und  man  hat  daher 

a^       -    „  r 


f  =  -^  =  4a« 


r        *       t« 

worauf  die  durch  die  sog.  Centrifugalmaschine  dargestellten  Er- 
scheinungen beruhen.  Analog  ist  für  einen  zweiten,  in  der  Zeit  T 
einen  Kreis  des  Radius  R  durchlaufenden  Punct 

F«4^2i         sodass         f:F=  ^      ** 


T«  R     T« 

und,  wenn  überdiess  r 

t2:T2  =  r»:R»         specieU         f:F  =  R^:r«  » 

Vergleiche  406. 

Der  erste  Sats  des  Textes  geht  ans  der  beistehenden  Flgnr,  in  der  af 

eine  beliebige  Anfangsgeschwindigkeit  beseich- 

A^"  7^  net,  ad  und  be  irgend  welche  Anaiehungen 

^/      ^^***V^k  ^*®^  ^®™  Centrum  sind,  und  ab:=bg  ist, 

f  e>^^^^v^  ohne  weiteres  hervor.  Der  sweite  Satz  ist  im 

/        ^^^''^^^^^^^^V^^'^v^      Texte  ausführlich  bewiesen,  und  es  ist  hoch- 

/     >^        ^--*^^5^^^  stens  in  Besiehung  auf  die  erwähnten  Ver- 

j^x^     ---^1.  0         suche  beisufOgen,  dass  der  durch  die  Centri- 

®  fugalkraft  bewirkte  Oesammteffect  eines  Kör- 

pers natürlich  mit  seiner  Masse  m  annimmt,  oder  nach  1,  wenn  k  entsprechend 
264  die  lebendige  Kraft  bezeichnet,  durch  ma*:r  =  k:r  dargestellt  wird.  — 
Historisch  ist  zu  bemerken,  dass  Giovanni  Baptista  Benedettl  oder  Beoe- 
dictis  (Venedig  158P  —  Turin  1590 ;  Philosoph  und  Mathematiker  des  Herzogs 
von  Savoyen)  zuerst  erkannt  haben  soll,  dass  im  Kreise  geschwungene  Körper, 
sich  selbst  überlassen,  nach  der  Tangente  fortgehen,  wofOr  auf  sein  „Diver- 
sarum  speculationum  mathematicarum  et  pbysicarum  Über.  Taurini  1686  in 
fol.^'  verwiesen  wird.  Die  Hauptgesetze  der  Centralbewegung  im  Kreise  wurden 
zuerst  von  Hof^enf  •  der  sie  schon  um  1666  gefunden  haben  soll,  in  seinem 
„Horologium  oscillatorium'^  von  1673  (vergl.  357)  ausgesprochen,  dann  von 
newton  in  seinen  Principien.  —  Ueber  die  Bewegung  um  Hauptaxen  oder 
sog.  freie  Axen  vergleiche  248  und  244,  auch  419,  —  und  fttr  experimentelle 
Darlegung  der  betreffenden  Gesetze  z.  B.  „Franz  Heinen  (Düsseldorf  1807; 
Director  der  Realschule  zu  Düsseldorf),  Ueber  einige  Rotationsapparate,  ins- 
besondere den  Fessel'schen.  Braunschweig  1857  in  8.'< 


m 

1  P    ^,       vt 

2  m               2 

a  =  P.8=  2  . 

P* 

m 

.t«=4mv'  =  i.k 
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S64«    Einige  Deflnitionen.    Das  Product   aus   Masse  und  Qe- 
schwindigkeit  eines  Körpers  nennt  man  JUlenge  der  BewegüBg^ 

—  dasjenige  aus  Masse  und  Quadrat  der  Geschwindigkeit  lebendige 
Kraft,  —  dasjenige  aus  Kraft  und  Weg  meebantocbe  Arbeit, 

—  die  Summe  der  Producte  aus  den  Elementen  eines  Körpers  in 
die  Quadrate  ihrer  Distanzen  von  einer  Axe  oder  Ebene  (vergL  133 
und  243)  endlich  TrSglieltsmoment*  Als  Einheit  für  die  mecha- 
nische Arbeit  braucht  man  den  Kilogrammeter,  d.  h.  die  nöthige 
Kraft,  um  in  1*  ein  Kilogramm  um  1"  zu  heben,  und  rechnet  75 
derselben  auf  eine  Pferdekraft« 

Bezeichnen  m  Masse,  P  Kraft,  t  Zeit,  a  Weg,  v  Geschwindigkeit,  b  Be- 
wegungsmenge,  k  lebendige  Kraft  und  a  Arbeit,  so  ist  nach  Definition 

b=:m.v  k  =  m.v*  assP.s  1 

und  da  überdiess  nach  237  für  g  =:  P :  m 


80  folgt 


Ffir  die  Geschichte  des  lebhaften  und  langjährigen  Streites,  der  sich  bei  Ein- 
führung des  Begriffes  der  lebendigen  Kraft  durch  Lelbnlts  erhob,  kann  s.  B. 
auf  Montucla  III  620 — 643  verwiesen  werden. 

S6B.  Die  Lehre  vom  Stosse.  Folgt  einer  Kugel  dßr  Masse  m 
und  Geschwindigkeit  c,  eine  andere  Kugel  der  Masse  M  und  der 
Geschwindigkeit  C:=>c,  so  entsteht  ein  StOM*  Ist  dieser  Stoss 
gerade  9  d.  h.  geht  er  durch  die  beiden  Mittelpuncte,  und  be- 
zeichnen V  und  V  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse,  so  ist 
der  Geschwindigkeitsverlust  der  Hinterkugel 

C_v  =  (l+k)..5yC^  4 

^  M4-m 

und  der  Geschwindigkeitsgewinn  der  Vorderkugel 

WO  k  eine  mit  der  Elasticität  der  Kugeln  von  0  bis  1  zunehmende 
Grösse  bezeichnet.  Der  bei  dem  Stosse  entstehende  Verlust  an 
mechanischer  Arbeit  ist 

c2-^  C2-V^       ..       ^.,,  (C - c)g       M.m      ^ 

zu  setzen. 

Beim  geraden  Stosse  unelastischer  Kugeln  stellt  offenbar 

_  MC  +  mc 
M  +  m 
die  gcmrinschaftlichc  Geschwindigkeit  vor,  mit  welcher  die  beiden  Kugeln 
nach  dem  Stosee  vorwärts  gehen,  so  dass 


—  (Hostatik  und  Oeodynamik.  ^—  363 

C_x  =  i?i^-F^  und  x-c  =  .M(CrL^ 

M+m  M+m 

Oeschwindigkeitsverlust    der    Hinterkugel    und    Oeschwindigkeitsgewinn    der 

Vorderkngel  bezeichnen.    Sind  die  beiden  Kugeln  vollkommen  elastlBch,  so 

wird  durch  den  Rückschlag  noch  einmal  derselbe  Verlust  und  Gewinn,  also 

im  Qansen  der  doppelte  entstehen,  —  während  fQr  nicht  vollkommen  elastische 

Kugeln  der  Factor  nur,  wie  In  den  Formeln  1  und  2  des  Textes,  (1-f-k) 

sein  wird,  wo  k  je  nach  dem  Maasse  der  Elasticität  zwischen  0  und  1  liegt 

—  Da  nach  264:3  die  Arbeit  der  beiden  Kugeln  vor  und  nach  dem  Stosse 

M  C»  +  m  c«  MV«  +  mv« 

2  2 

beträgt,  so  ist  der  Verlust  an  Arbeit 

C* V»  fit V*      M  m 

L=M.ii-^+iiil^=|(C-V)[2C-{C-V)]— |(T-o)[(y-c)+2c] 

=  ^?^^§=^^±^  [2  (C-c)  (M+m)-  (1+k)  (0-c)  (M+m)] 
woraus  sofort  die  8  des  Textes  folgt. 

S66«  Reibong  und  WidentaDd  des  littels.  Die  Bewegungs- 

gesetze  werden  durch  den  Widerstand  des  Mittels  und  die  Reibung 
modificirt.  Ersterer  wächst  mit  der  Dichte  des  Mittels  und  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit,  hängt  aber  auch  sehr  von  der  Ge- 
stalt des  Körpers  ab.  Letztere  ist  bei  gleitender  Bewegung  von  der 
Grösse  der  Berührungsfläche  unabhängig,  dagegen  dem  Drucke  D 
proportional,  so  dass  der  Widerstand  gegen  das  Verschieben  W  =  f .  D 
ist,  wo  f  den  sog.  RelbungsroefBclenten  bezeichnet  Wirkt  somit 
eine  Kraft  P,  unter  dem  Winkel  a  mit  der  Normale  auf  die  Reibungs- 
fläche, so  ist  Gleichgewicht,  wenn  (229) 

f.P.Cosa  =  P.Sina  oder  f=Tga 

Dieser  von  der  Grösse  der  Kraft  unabhängige,  durch  Zufügen  einer 
zweiten  Kraft  immer  herstellbare  Winkel  heisst  Relbungswlnkel^ 
—  für  einen  auf  einer  schiefen  Ebene  der  Neigung  a  liegenden 
Körper  Abratsrbanfpswlnkel  oder  beim  Erdbau  natürllcbe  BV« 
flChanff«  Durch  Anwendung  von  Schmiermitteln  (Seife,  Schweine- 
fett, Oel,  etc.),  oder  auch  durch  Verwandlung  der  gleitenden  in  eine 
rollende  Bewegung  mit  Hülfe  von  Walzen  oder  FrictionsroUen,  kann 
die  Reibung  sehr  vermindert  werden. 

Zuweilen  wird  auch  die  Reibung  absichtlich  vermehrt,  wie  z.  B.  bei 
Rädern  mit  Httlfe  des  Radschuhes  oder  der  Spannkette,  —  bei  Eisenbahnen 
von  grosser  Steigung  durch  Verwendung  sehr  schwerer  Locomotiven,  —  etc. 

XXm  Hydrostatik  nnd  Hydraulik. 

MV«  Hydrostatisches  Grondgesetl.  In  jeder  Flüssigkeit  pflanzt 
sich  die  Wirkung  einer  Kraft  nach  allen  Seiten  fort,  und  die  Drucke 
auf  verschiedene  Theile  der  Wandung  eines  vollständig  gefüllten 
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und  begrenzten  Gefasses  verhalten  sich  wie  ihre  Brächen,  also  bei 
kreisförmigen  Theilen  wie  die  Quadrate  der  Radien,  —  ein  Gesetz, 
auf  dem  z.  B.  die  Bramah'sche  Fresse  beruht  Wird  an  einer  Stelle 
der  Druck  aufgehoben,  so  zeigt  sich,  wie  z.  B.  bei  Segner's  Wasser- 
rad, der  Gegendruck. 

Das  Wasserrad  wurde  Ton  Segner  in  seinem  „Programma  quo  theoriam 
machinn  cnjusdam  hydraulicas  premittit  Gottlngn  1760  in  4.^  beschrieben,  — 
die  Presse  von  Joseph  Bramah  (Btainsborough  in  Yorkshire  1749  —  Pimliko 
bei  London  1814;  erst  Schreiner,  dann  Meohanikns  und  Ingenieur  in  London) 
in  seiner  Abhandlung  „Description  and  acconnt  of  a  new  press  (Nicholson's 
Journal  I,  1797)^^  —  Von  speciellen  Schriften  Über  Hydraulik  m5gen  folgende 
angeführt  werden:  „Dan.  Bemonlllf  Hydrodynamica.  Argentorati  1788  in  4^ 

—  Enlerf  De  statu  »quilibrü  ac  motus  flnidorum.  Sect  1^4.  (Conun.  Petrop. 
1769—1772;  deutsch  vcm  Brandes,  Leipzig  1806  in  8.),  -—  Besnit»  Hydro« 
dynamique.  Paris  1771,  2  Vol.  in  8.  (Deutsch  von  Langsdorf,  Frankfurt  1792), 

—  Karl  Christian  von  Langsdorf  (Nauheim  1757  —  Heidelberg  1834;  erst 
Landrichter  sn  MUhlheim,  nachher  Salineninspector  su  Gembronn,  dann  suc- 
cessive  Professor  der  Maschinenlehre  und  Mathematik  zu  Erlangen,  Wilna 
und  Heidelberg),  Lehrbuch  der  Hydraulik.  Altenburg  1794  in  4.  (Forts.  1796)9 

—  Eytelweln»  Hydrostatik.  Berlin  1826  in  8.,  —  Jean-Fran^ois  d'Anbnlssoii 
de  Voisins  (Toulouse  1769  —  Toulouse  1841;  Minen-Ingenieur  und  Mitglied 
der  Academie  in  Toulouse),  Trait6  d'hydraulique.  Paris  1884  in  8.,  —  Moiin« 
Hydraulique.  Paris  1846  in  8.,  —  fikhelHerf  Hydrostatik  und  Hydraulik. 
Braunschweig  1848,  2  Bde.  in  8.,  —  Joseph-Aim6  Lesbros  (Vynes  in  Haute»- 
Alpes  1790;  frans.  Genie-Officier) ,  Hydraulique  expörimentale.  Paris  1850 
in  4.  (Erhielt  den  Monthyon-Prels) ,  -^  Heinrich  Gustav  Mannas  (Berlin 
1802  ^  Berlin  1870;  Professor  der  Physik  und  Mitglied  der  Academie  su  Berlin), 
Hydraulische  Untersuchungen.  Leipzig  1866  in  8,  —  Welsbaeh»  Die  Experi- 
mentalhydraulik.  Freiberg  1866  in  8.,  —  Christian  Moritz  Rfihlmaiili  (Dresden 
1811;  Professor  der  Maschinenlehre  in  Hannover),  Hydromechanik.  Leipzig 
1868  in  8.,  —  Lejeune  Diiiehlet«  Untersuchungen  Über  ein  Problem  der 
Hydrodynamik  (Hergestellt  von  Dedekind).  Göttingen  1860  In  4.,  —  etc." 

S68«  Weitere  hydrostatische  Gesetze.   Die  Oberfläche  einer 

ruhenden  Flüssigkeit  ist  in  Folge  der  Schwere  und  der  leichten 
Verschiebbarkeit  der  Flüssigkeitstheilchen  horizontal.  Der  Druck 
auf  ein  Theilchen  im  Innern  der  Flüssigkeit  (folglich  auch  der 
Gegendruck  nach  oben)  und  auf  den  Boden  eines  Gefasses  ist  gleich 
dem  Gewichte  des  auf  ihm  ruhenden  Flüssigkeitscylinders,  und  hängt 
nicht  von  Form  und  Inhalt  des  Gefasses  ab;  der  Druck  auf  eine 
Stelle  einer  Seitenwand  ist  gleich  dem  Gewichte  einer  Flüssigkeits- 
säule, welche  dieselbe  zur  Ghrundfläche,  und  die  Distanz  ihres 
Schwerpunctes  vom  Niveau  der  Müssigkeit  zur  Höhe  hat  —  In 
communicirenden  Gefassen,  z.  B.  in  den  beiden  Schenkeln  der  sog. 
Eanalwaage,  steht  dieselbe  Müssigkeit  gleich  hoch,  während  sich 
die  Höhen  verschiedener  Müssigkeiten  umgekehrt  wie  ihre  Dichten 
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verhalten;  ist  es  nicht  möglich,  so  zeigt  sich,  wie  bei  dem  sog. 
hydrostatischen  Blasebalge,  bei  den  Springbrunnen,  etc.,  ein  ent- 
sprechender Druck. 

Den  ersten  Satz  des  Textes  spricht  schon  Archimedes  im  ersten  seiner 
zwei  Bücher  ^De  Us  qufe  in  humido  vehnntur^  in  der  strengem  Form  „Die 
Oberflftche  jeder  ruhenden  Flüssigkeit  is^  sphärisch,  und  das  Centrum  dieser 
sphärischen  Oberfläche  fällt  mit  dem  Centrum  der  Erde  zusammen"  aus.  — 
Die  noch  jetzt  zuweilen  (vergl.  212)  zu  einem  untergeordneten  NiveUement 
benutzte  Kanalwaage  scheint  schon  den  Alten  bekannt  gewesen  zu  sein;  so 
spricht  z.  B.  der  jüngere  Theon  (um  370;  Mathematiker  und  Astronom  in 
Alexandrien;  Vater  der  Hypatia)  in  seinem  Commentar  zu  Ptolemäus  von 
einer  Wasserwaage,  die  kaum  etwas  Anderes  als  eine  Kanalwaage  gewesen 
sein  kann. 

S69«  Bestimmimg  der  Dichte.  Das  Gewicht  der  von  einem 
Körper  verdrängten  Flüssigkeit  ist  gleich  seinem  Gewichtsverluste 
in  derselben,  und  man  erhält  somit  (246)  die  Dichte  eines  Körpers, 
wenn  man  sein  absolutes  Gewicht  durch  seinen  Gewichtsverlust  in 
reinem  Wasser  theilt;  es  ist  diess  das  Princip  der  sog.  bydro« 
fltatiflcben  Waage*  —  Ist  das  Gewicht  eines  Körpers  kleiner 
als  dasjenige  der  von  ihm  verdrängten  Flüssigkeit,  so  steigt  er  in 
derselben,  bis  sich  beide  Gewichte  ausgeglichen  haben,  —  er 
srhwlmnit;  will  man  seine  Dichte  bestimmen,  so  verbindet  man 
ihn  mit  einem  so  dichten  Körper  von  bekanntem  Gewichtsverluste, 
dass  noch  ihre  Verbindung  untersinkt.  —  Je  dichter  eine  Flüssig 
keit  ist,  um  so  weniger  tief  sinkt  ein  Körper  von  gegebenem  Ge- 
wichte in  derselben  ein,  und  um  so  mehr  muss  ein  Körper  belastet 
werden,  um  bis  zu  einer  bestimmten  Marke  einzusinken.  Hierauf 
beruhen  z.  B.  der  sog.  ScalenarSometer  von  Beck,  wo  0®  und 
30®  den  Dichten  1  und  0,850  entsprechen,  —  und  der  sog.  CrC« 
wlrbtoarSometer  oder  die  Senkwaage  von  Nicholson,  bei  der, 
wenn  a,  c,  b  die  Gewichte  bezeichnen,  welche  (s.  Fig.)  auf  A  zu 
legen  sind,  um  ein  Einsinken  bis  zur  Marke  B  zu  bewirken,  je 
nachdem  ein  zu  untersuchender  Körper  bei  A,  oder  C,  oder  gar 
nicht  aufgelegt  wird,  die  Dichte  des  Körpers  nach  der  Formel 
d  =  (b  —  a) :  (c  —  a)  berechnet  werden  kann.  [IX]. 

Bekanntlich  erfand  ArehlmedeSt  als  er  einst  im  Bade  darüber  nach- 
dachte, wie  er  die  Silbermenge  besümmen  könnte,  welche  ein  Goldschmied 
betrügerischer  Weise  für  die  goldene  Krone  des  Königs  Hieron  verwendet 
hatte,  die  im  Texte  gegebene  Grundregel  fttr  die  Bestimmung  der  Dichte,  — 
und  war  darüber  so  erfreut,  dass  er  vergase,  sich  anzukleiden,  und  mit  dem 
Ausrufe  Evq^na  durch  die  Strassen  sprang;  auch  das  Schwimmen  handelte 
er  wohl  in  der  268  angeführten  Abhandlung  zuerst  mathematisch  ab.  —  Der 
geschickte  Glasbläser  Sigmund  Friedrich  Beutelt»  und  nicht  Benteley  (Bern 
1756  —  Bern  1803;  Apotheker  in  Bern)  und  sein  damaliger  Provisor  Joh. 
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Heinrich   B«ek  (Thnn   1173  —  Tbnn  1811-,   Bp&ter  ProfesBOc   der  Physik  In 
Dem),  constnirten  mtt  etnander  dos  [m  Texte  erw&bnte,  Immer  aoah  beliebt«, 
Dud  t.  It.  In  Bd.  B  von  TromsdorTs  Journal  der  Pharmacie  behandelte  Bcalen- 
aräometer ,    —    wlhrend    der    durch    iein    „Jonrnat    of   natural    philoiophy, 
ehemlatr;  and  Ihe  arte.    London  17Q6 — 1813,   6  Vol.  in  i.  nnd  36  Vol.  in  S." 
aocb  sonst  bekannte  Wüliara  ISIcbolaoit  (London  17G3  —  London 
1SI&;   Ci Ailingen ienr  nnd  Ltlerat  tn  London)   In   der  Abhandlung 
„Descriptloa    of   a   new   Inatrument   for   meaaurlng   the   specific 
graTlUes  of  bodies   (Hern.   Mancheet.   Soc  II   1787)"   nngefibr 
gleichzeitig  sAtna  nette  fenknaage  beschrieb,  —  mit  der  Dbrlgena 
aocb   eine   Ulere  von  Fshrenhctt  (b.  Oehlsr  I  SSO) ,   nnd   eine 
neuere,   nelche  Joh.  Oeoif  Trallea  {Bambnrg  1768  ~~  London 
ISaa :  Professor  der  Mathematik  und  Physik  In  Bern  und  Berlin; 
vergt  Cd.  1   und   2   meiner   Blographleen)   in   Bd.   30  von   OUbert's   Ännalen 
emphhl,   sehr  nahe  verwandt  sind.   —   Um  das  apeciflsche  Qewicht  oder  die 
Dichte  von  FlOSBigkellen  zu  bestimmen,   kann  man  i.  B.  den  Oewicbtaverlnst 
desselben  KOrpere   in   ihnen   nnd  in  reinem  'Wasser  ermitteln,  —   oder  aneh 
ein  QefSiB   leer,  nnd   dann  snccesBive  mit  ihnen  nnd  mit  reinem  Wasser  ge- 
fällt, abwigen. 

SSO.  Die  Capillaritlt  Die,  die  ErBcdeintmgen  der  Ädliäsioii 
nnd  Cohösion  (248)  Ijedingende  Molectilaranziehang  bewirkt  ancli 
eine  Modification  des  (Gesetzes  der  commtmicirenden  Röhrea  (268), 
die  Bog.  CapIllarattracflOD*  Netzt  eine  Flüssigkeit  die  Wandungen 
einet  Rühre  (Wasser  in  Glas),  so  steigt  sie  an  denselben  empor,  ja 
erhebt  sich  mit  concaver  Oberfläche  in  sehr  engen  Röhren  weit  über 
das  gesetzliche  Niveau,  und  zwar  8o,  dass  die  Höhe  dem  Durch- 
messer der  Röhre  umgekehrt  proportionirt  ist,  and  mit  der  Wärme 
abnimmt.  Umgekehrt  steht  eine  nicht  netzende  Flüssigkeit  (Queck- 
silber in  Olas)  am  Rande  tiefer,  and  sinkt  in  engen  Röhren  mit 
convexer  Oberfläche  unter  das  Niveau,  —  und  ebenso  scheint  sich 
eine  bei  ge wohnlicher  Temperatur  netzende  Flüssigkeit  bei  sehr 
hohen  Temperaturen  zn  verhalten.  Eine  verwandte  Erscheinung  iat 
der  FlüBsigkeitsaustauscb  durch  poröse  Wände  oder  Membranen, 
die  sog.  Endosmose  und  Exosmose. 

Als  erster  Entdecker  der  CapUlarität  wird  Nlccolo  AgglnaU  oder  Ad- 
jnnctus  (Borgo  di  San  Pepolcro  in  Toskana  1600  —  Pisa  1636;  pTofesaor  der 
Hatbemaük  lu  Pisa)  angesehen,  —  während  Isaao  Vouln«  (Leyden  161S  — 
Wlndsor  1689;  Sohn  von  Gerhard;  erat  lange  auf  Reisen,  znletit  Canonicns 
In  Wlndsor)  in  seiner  Pchtitt  „De  Nlll  et  allornm  fluminnm  ori^e.  Hngm 
Com.  1666  In  4-"  cnerst  von  der  Depression  des  Quecksilbers  In  OlasrOhren 
sprechen,  —  nnd  0.  F.  Parrot  in  seiner  „Uebersicht  des  Systeme  der  theo- 
retischen Physik.  Dorpat  1800—1811,  2  Bde.  In  &  (Bd.  3  unter  dem  Titel: 
Qrandrlss  der  Physik  der  Erde  nnd  Geologie.  Riga  1810)"  luerst  Ersehei- 
nungeu  der  Endosmose  anführen  soll,  wenn  man  Letitere  nicht  mit  der  schon 
IVollet  nm  1748  bekannt  gewordenen  ähnlichen  Erscheinung  bei  Gaien  nnd 
DBmpfen,  der  sog.  DIffnalon  <vergl.  270),  ansammenwerfcn  will.    FÜi  di« 
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weitere  Entwicklung  der  Kenntniss  dieser  Erscheinungen  vergl.  z.  P.  „Clal- 
ranlt»  Theorie  de  la  figure  de  la  terre.  Paris  1743  in  8.  (2  ^d.  durch  Poisson 
1808),  —  Massehenbroek«  Introductio  ad  philosophiam  naturalem.  Leyden 
1762,  2  Vol.  in  4.  (Posthum,  von  Lulof  edirt),  —  Lalande«  Dissertation  sur 
la  cause  de  l'^l^vation  des  liqueurs  dans  les  tubes  capillaires.  Paris  1770  in 
12.,  —  Laplace»  Theorie  de  Paction  capillaire.  Paris  1806  in  4.  (Suppl. 
1807),  und:  Consid^rations  sur  la  th6orie  des  phdnom^nes  capillaires  (Annal. 
de  chim.  et  de  phys.  XII,  1819),  —  Nicolaus  Wolfgang  FIseher  (Qross- 
Meserits  in  Mähren  1782  —  Breslau  1850;  Professor  der  Chemie  su  Breslau), 
Ueber  Capillarwirkungen  thierischer  Blase  (Pogg.  X  und  XI  1827),  —  Ren6- 
Joaquim-Henri  Dntroehet  (N^on  in  Poitou  1776  —  Paris  1847;  Militärarzt), 
Nouvelles  recherches  sur  Pendosmose  et  l'exosmose  (Annal.  de  chim  et  de 
phys.  XXXV,  1828),  —  Poitsont  Theorie  nouvelle  de  l'action  capillaire. 
Paris  1831  In  4.,  —  Carl  Bmnner  (Bern  1823;  Professor  der  Physik  in 
Bern,  sowie  Telegraphen director  In  Bern  und  später  in  Wien),  De  ratione 
qua  inter  fluidorum  cohiesioDem  et  calorem  intercedit.  Berolini  1846  in  4.,  — 
HoltamanOt  Theorie  der  Erscheinungen  der  Capillarität.  Stuttgart  1862  in 
8.,  —  etc.»* 

JiVl«  Die  AVBflnssgOSetie.  Die  Ansflussgescliwmdigkeit  ist  bei 
engen  Oeffnungen  gleich  der  Geschwindigkeit  zu  setzen,  welche 
beim  freien  Falle  durch  die  Druckhöhe  erhalten  würde,  —  so  dass 
(237)  die  Ausflussmenge  durch  eine  Oeffnung  der  Fläche  q  für  die 
Druckhohe  h  gleich  q .  V2gh  wäre.  Für  weitere  Oeffnungen  wird 
diese  Menge  durch  die  im  Innern  der  Flüssigkeit  entstehenden  Be- 
wegungen und  die  damit  zusammenhängende  Contraction  sehr  ver- 
mindert, so  dass  obiger  Formel  ein  Erfahrungsfactor  (etwa  0,65) 
gegeben,  oder  versucht  werden  muss,  die  Ausflussmenge  durch 
conisch  sich  erweiternde  Ansatzröhren  wieder  zu  vermehren.  Durch 
eine  0",05  unter  dem  Wasserspiegel  befindliche  Oeffnung  von  O",01 
Radius  in  einer  0",017  dicken  Wand  fliessen  in  einem  Tage  nach 
Prony  20*"  Wasser,  der  sog.  metrische  Wasserzoll,  ab.  —  Der 
Stoss  einer  bewegten  Wassermasse  ist  gleich  dem  Gewichte  einer 
Wassersäule,  deren  Basis  die  Druckfläche  ist,  und  deren  Höhe  a^:  2g 
der  Geschwindigkeit  a  des  Wassers  als  Druckhöhe  entspricht.  Be- 
wegt sich  das  Wasser  in  Röhren,  so  zeigt  sich  eine  Hemmung  in 
seinem  Abflüsse  als  Druck  auf  die  Wandungen,  der  z.  B.  beim  sog. 
Stossbeber  nutzbar  gemacht  wird. 

lieber  den  Ausflass  des  Wassers,  dessen  im  Eingange  des  Textes  aus- 
gesprochenes Fundamentalgesetz  Torricelli  1643  in  seiner  Schrift  „De  motu 
naturaliter  accelerato^^  zuerst  ausgesprochen  haben  soll,  —  sowie  Über  die 
Bestimmung  der  Geschwindigkeit  fliessender  Gewässer  vergl.  z.  B.  „Reinhard 
Woltman  (Axstedt  in  Hannover  1757  —  Hamburg  1837 ;  Wasserbau-Director 
in  RitzebÜttel  und  Hamburg),  Theorie  und  Gebrauch  des  hydrometrischen 
FlQgelB.  Hamburg  1790  in  4.  (Neue  Aufl.  Leipzig  1835),  —  Prony,  Memoire 
sur  le  jaugeage  des  eanx  courantes.  Paris  1802  in  4.,  —  Welsbaehf  Ver- 
suche Über  den  Ausfluss  des  Wassers.  Leipzig  1842  in  4.,  —  Lesbros« 
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EzpArieneea  sur  lee  lois  de  P^conlement  de  l'ean.  Paris  1S61  in  4.^  —  ete.'^ 
~  Der  Btossheber  oder  hydraulische  Widder  wurde  1796  vor  Jos.  ÜMlt- 
golllert  mit  Httlfe  des  ihm  befreundeten,  ihm  schon  bei  Verfertigung  der 
ersten  Montgolfleren  (vergl.  278)  behttlflichen  Genfer-Meohanikers  Aimö  Argaii4 
(1765—1808)  construirt,  und  ftinctionirte,  trots  des  (s.  Gosmos  1868  V  16)  von 
Bossnt  erhobenen  Widerspruchs,  auf  das  SchOnste. 

Vttm  Die  WeUenbewegUg.  Hebt  man,  z.  B.  durch  Aufsaugen, 
an  irgend  einer  Stelle  einer  Flüssigkeit  eine  Säule  über  das  Niveau 
empor,  und  lässt  sie  dann  wieder  los,  so  sinkt  sie  nach  den  Ge- 
setzen der  Hydrostatik  nieder,  und  geht  sogar,  da  die  Flüssigkeit, 
auf  welche  sie  fällt,  nach  der  Seite  ausweichen  kann,  in  Folge  der 
erhaltenen  Geschwindigkeit  unter  das  Niveau,  —  es  bildet  sich  ein 
Thal)  während  die  umgebende  Flüssigkeit  zu  einem  ^erge  auf- 
steigt, jedoch  sofort  durch  die  Schwere  wieder  niedergezogen  wird, 
dabei  nach  Aussen  einen  neuen  Berg  erzeugt,  etc.  Es  entsteht  so 
(und  in  ähnlicher  Weise  in  der  Luft  durch  den  Stoss  des  Windes, 
etc.)  eine  eigene  Art  schwingender  Bewegung,  eine  sog.  Wellen« 
bewegunc,  bei  der  nach  den  Weber'schen  Versuchen  jedes  Flüssig- 
keitstheilchen  in  einer,  unter  den  einfachsten  Bedingungen  nahe 
elliptischen  Bahn  oscillirt,  nicht  eine  fortschreitende  Bewegung  zeigt 
Kreuzen  sich  verschiedene  Wellenbewegungen,  so  entstehen,  je  nach- 
dem dabei  ein  Thal  theilweise  oder  ganz  mit  einem  Thale,  oder 
aber  mit  einem  Berge  zusammentrifft,  verschiedene  sog.  Mmter^ 
ferensi-EIrscheinungen. 

Fttr  die  WeUenlehre  ist  auf  das  dassische  Werk  der  Brttder  Kmst  Heinrieh 
Weber  (Wittenberg  1796;  Professor  der  Anatomie  und  Physiologie  in  Lielpsig) 
und  Wilhelm  Eduard  Weber  (Wittenberg  1804;  Professor  der  Physik  in 
Qöttingen),  „Die  Wellenlehre  auf  Experimente  gegrflndet  Leipaig  1826  in  8.**, 
SU  verweisen. 

XXVm.  Aerostatik,  Pneunatik  ud  Akaitä. 

SVS«  D^r  Barometer.  Wird  eine,  am  einen  Ende  geschlossene 
Bohre  von  circa  3  Fuss  Länge  mit  luftfreiem  Quecksilber  gefüllt 
und  dann  umgekehrt  in  Quecksilber  getaucht,  so  sinkt  das  Queck- 
silber in  der  Röhre,  bis  sich  das  Gleichgewicht  mit  der  äussern 
Luft  hergestellt  hat.  Die  Niveau-Differenz  in  Röhre  und  GkflKss, 
welche  am  Meere  circa  28  Pariser-Zoll  oder  760™"  beträgt,  kann 
somit  als  Maass  des  Luftdruckes,  oder  die  ganze  Vorrichtung  als 
Barometer  dienen,  —  strenger  genommen  ist  jedoch  der  Luft- 
druck erst  nach  der  Formel 

^^  1 +0,00018018.  T  — 0,00001878 (r  —  a)  =nahea  — /9r    1 
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zu  berechnen,  wo  a  die  an  einer  Messingscala  abgelesene  Erhebung 
der  Quecksilberkuppe  über  das  Niveau  im  Gefässe,  r  die  in  Centesi- 
malgraden  ausgedrückte  Temperatur  des  Quecksilbers  und  Messings, 
a  die  Normaltemperatur  des  der  Scala  zu  Grunde  liegenden  Etalon's 
(beim  alt-französischen  Maasse  13®  R.)  bezeichnet,  /?  =s  0,00016 .  a 
aber  Taf.  XTT  zu  entnehmen  ist.  Da  jedoch  dieser  sog.  €ref888« 
barometer  wegen  der  Capillarität  (wenn  nicht  die  Bohre  minde- 
stens 12"^  weit)  etwas  zu  kleinen  Luftdruck  angibt,  und  der  Null- 
punct  der  Scale  (wenn  nicht  das  Gefäss  mindestens  120"™  weit) 
beständig  verschoben  werden  muss,  so  substituirt  man  ihm  oft  einen 
sog.  Heberbarometer  9  der  aus  einer  cylindrischen  gebogenen 
Röhre  besteht,  und  eine  Scale  mit  NuUpunct  in  der  Mitte  hat. 
Setzt  man  in  den  offenen  Schenkel  einen  Schwimmer  ein,  so  kann 
man  den  Luftdruck  leicht  sich  selbst  registriren  lassen;  jedoch 
wird  in  neuerer  Zeit  zu  letzterem  Zwecke  vorzugsweise  der  sog. 
Waasbarometer  Secchi's  benutzt,  bei  dem  das  Gefäss  fest 
steht,  während  die  oben  zu  einer  Kammer  erweiterte  Röhre 
am  kurzem  Arme  eines  Winkelhebels  hängt,  dessen  längerer  Arm 
ein  Gegengewicht,  der  Stützpunct  aber  einen  Zeiger  mit  Schreib- 
apparat trägt 

Dass  auch  die  Luft  schwer  sei,  lehrte  schon  Aristoteles  |  aber  dennoch 
wurden  bis  in  das  17.  Jahrhundert  hinein  alle  Erscheinungen  an  Heber,  Pumpe, 
etc.  durch  einen  Abscheu  der  Natur  gegen  den  leeren  Raum  (horror  vacui) 
erklärt,  und  noch  Galllei  glaubte  in  dem  Factum,  dass  in  einer  Saugpumpe 
SU  Floreius  das  Wasser  nicht  Ober  82'  steigen  woUte,  nur  zu  erkennen, 
dass  dieser  Abscheu  seine  Grenzen  habe.  Erst  als  1643  Galilei's  Nachfolger 
TorrleelU  den  im  Eingange  des  Textes  beschriebenen  Versuch  machte, 
und  sich  ihm  zeigte,  dass  die  Höhen  von  Quecksilber  und  Wasser  sich  um- 
gekehrt wie  die  Dichten  dieser  beiden  Flüssigkeiten  verhalten,  VTurde  ihm 
das  Wesen  des  Luftdruckes  klar,  das  sodann  durch  die  Versuche,  welche 
Pascal  1648  am  Puy  de  Dome  über  das  Abnehmen  der  Barometerhöhe  mit 
der  Abnahme  der  wirksamen  Lufts&ule  machen  Hess,  noch  klarer  vor  Augen 
gelegt,  und  durch  des  Letztem  Schrift  „Traitö  de  l'^quilibre  des  Uqueurs  et 
de  la  pesanteur  de  la  masse  de  l'air.  Paris  1668  in  12.^  bald  allgemein  zur 
Anerkennung  gebracht  wurde.  —  Der  Druck  einer  Atmosphäre  auf  ein  Quadrat- 
meter betragt  bei  760*°"*  Barometerstand  0,760  X 1000  x  13,697  =  10334  Kilo- 
gramme. —  Die  zur  Reduction  des  Barometerstandes  auf  0®  G.  dienende 
Formel  1  bedarf  wohl  keiner  speciellen  Erläuterung.  Ist  die  Scale  direct  In's 
Glas  geritzt,  so  ist  der  Factor  von  %  —  a  durch  den  Ausdehnungscoefficienten 
0,00000862  des  Glases  zu  ersetzen,  wodurch  ß  nahe  um  0,01  zimimmt  (vergl. 
XII).  —  Wer  zuerst  den  Einfall  hatte,  zu  Gunsten  des  grösseren  Publikums 
sog.  Blraimrometer»  d.  h.  Gefässbarometer  mit  einem  seitlich  angeblasenen 
Ideinen  Gefässe,  —  oder  das  im  Texte  beschriebene,  vom  Einflüsse  der  Ca- 
pillarität freie,  später  besonders  von  Deine  empfohlene  Heberbarometer  zu 
constmiren,  ist  unbekannt  In  neuerer  Zeit  wendet  man  als  Normalbarometer 
häufig  eine  oben  so  stark  ausgebauchte  Röhre  und  ein  so  weites  Qefäas  an, 

Wolf,  HMdbnofa.    h  24 
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dM8  in  ersterer  die  Gapillaritftt,  in  letzterer  die  Ver&ndemng  des  Niveauos 
kaum  mehr  merklich  ist,  und  liest  die  Höhe  mit  dem  schon  von  Dnloiig 
gebrauchten  und  dann  von  Ponlllet  verbesserten  sog.  Kathetometer  ab, 
—  einem  längs  einem  verticalen  prismatischen  Maassstabe  gleitenden  Fem- 
rohr. —  Zum  Füllen  des  Barometers  wendet  man  mit  verdtUinter  Salpeter- 
säure geschütteltes,  hierauf  gut  gewaschenes  und  mit  Fliesspapier  getrocknetes 
Quecksilber  an,  das  man  erwärmt  durch  einen  bis  nahe  cum  untern  Ende 
reichenden  Trichter  einfüllt,  und  hierauf  noch,  um  die  trotz  aller  Sorgfalt 
miteindringenden    Luftbläschen    wegzubringen,    sorgfältig    auskocht.    —    Bei 

dem  Waagbarometer  schwimmt  gewisser- 
massen  das  Rohr  im  Gefässe,  zum  Theil 
durch  das  Gegengewicht,  zum  Theil  durch 
das  verdrängte  Quecksilber  gehalten,  so 
dass,  wenn  R  das  Gewicht  des  Rohr's, 
G  das  Gegengewicht,  A  und  B  aber  Quer- 
schnitte bezeichnen,  für  horizontalen  Stand 
von  a 

a[R  —  (B  —  A)hq]=:Gb.Cos9     • 

wo  q  das  specifische  Gewicht  des  Queck- 
silbers, und  h  die  Länge  des  eintauchen- 
den Rohrtheiles  ist  Steigt  der  Barometer 
um  m'""',  so  sinkt  das  Quecksilber  im  Ge- 
fäss  um  A  h  =  m .  C :  D,  wo  C  den  Quer^ 
schnitt  der  Kammer  und  D  denjenigen  des 
Gefässes  bezeichnet,  —  und  gleichzeitig 
erhält  der  Wagebalken  einen  Ausschlag 
^9,  so  dass  jetzt  statt  2  die  Gleichheit 

a[R-(B  — A)(h— Ah +  a?inA^)q]  Cos  A9  =  0b  008(9  — Av) 
besteht,  und  somit,  da  A9  &l8  klein  zu  betrachten, 

a(B  — A)mCq  _ 


Ay  = 


D  [G  b  Sin  9  +  a«  (B  —  A)  q]  Sin  1 " 
wird.   Es  ist  also  der  Ausschlag  der  Variation  des  Barometerstandes  pro- 
portional, und  um  so  grösser,  je  dicker  die  Glasröhre,  je  weiter  die  Kammer, 
und  je  kleiner  9  ist   Für  9  =  0  und  C  =  A  wird 

A     — ,        m. A 

^^""  D.a.Sinl"  * 

Die  elnlässlichere  Theorie,  für  welche  z.  B.  „Jullien»  Etüde  sur  l'öquilibre 
du  baromötre  k  balance  du  R«i.  P.  A.  Secchi  (Annal.  Tortol.  1861),  —  Rod. 
Radao»  Sur  un  m^töorographe  ancien  et  sur  la  th^orie  du  baromdtre  statique 
(Compt  rend.  1867),  —  etc.**  zu  vergleichen,  zeigt,  dass  der  hier  vernach- 
lässigte Einfluss  der  Temperatur  bei  Beobachtung  gewisser  Verhältnisse  bei 
Construction  des  Apparates  wirklich  compensirt  wird.  —  Bei  dem  von  Sir 
Samuel  Morland  (Sulbamstead  in  Berkshire  1625  —  Hammersmith  bei  London 
1695 ;  Master  of  Mechanics)  erfundenen  und  Carl  II.  von  England  präsentirten, 
sog.  statischen  Barometer,  welchen  Magellan  für  seinen  Meteorographen 
(s.  247)  verwendete,  fehlt  die  Kammer  und  ist  der  Waagebalken  gerade,  — 
sonst  ist  es  ganz  ein  Waagbarometer,  so  dass  dafür  4  Anwendung  findet 
Das  Fig.  1  entsprechende  Waagbarometer,  und  seine  Einführung  in  die  selbst- 
registrirenden  Apparate   verdankt   man  Angelo  Seeehi  (Reggio   1818;   erst 
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Professor  der  Physik  und  Mathematik  im  Jesuitencollegium  su  Georgetown 
bei  Washington,  Jetit  der  Astronomie  im  GoUegio  Romano  zu  Rom).  —  Als 
Reisebarometer  dürfte,  trotz  der  grossen  Mtthe,  welche  sich  J.  Fortln  (Mouchl- 
la-ViUe  bei  Clermont  1750  —  Paris  1831?;  Mechaniker  in  Paris),  Homer 
und  Andere  gaben,  den  Gefässbarometer  transportabel  su  machen,  der  tob 
€(elssler  zu  diesem  Zwecke  construirte  Heberbarometer  am  zweckm&ssigsten 
sein,  oder  dann  der  sog.  Aneroldbarometer«  bei  dessen  ursprünglicher 
Construction  durch  Bonrdon  eine  luftleere  gerippte  Metallbüchse  B  mit  einer 

dem  Luftdrücke  entgegenwirkenden  Feder  C 
in  Verbindung  steht,  deren  eines  Ende  d  an 
dem  Winkelhebel  abc  und  somit  durch  die 
Kette  aA  auf  den  Zeiger  D  wirkt,  —  wfth- 
rend  in  der  neuem  Zeit  Jakob  Goldsehmld 
(Winterthur  1815;  Mechaniker  in  Zürich)  noch 
wesentlich  bessere  Erfolge  daduroh  erzielt  hat, 
dass  er  die  mit  GG  zusaiomiengelöthete  Feder 
FF  mittelst  dem  Bchraubendeckel  EE  so 
stellt,  dass  die  beiden  Striche  auf  F'  und  G' 
in  eine  Horizontale  fallen,  und  nun  den  Stand 
der  Schraube  abliest  Vergl.  auch  „Hirsch*  Sur  les  baromötres  an^roides  k 
enregistrement  äectrique  de  M.  Hipp  (Bull,  de  Neuch.  1865).^  —  Anhangs- 
weise ist  zu  bemerken,  dass  nach  „T.  R.  Robinson»  Director  der  Sternwarte 
zu  Armagh:  On  the  dependence  of  a  clock's  rate  on  the  height  of  the  baro- 
meter  (Bd.  5  der  Mem.  of  Astr.  Soc),  —  Adalbert  Krüger  (Marienburg 
1832;  erst  Assistent  in  Bonn,  dann  Director  der  Sternwarte  in  Helsingfors), 
lieber  Barometercompensation  der  Pendeluhren  (A.  N.  1482),  —  etc.*^  ein  Zoll 
Zunahme  im  Barometerstand  bei  einer  Pendeluhr  eine  t&gliche  Verspätung  von 
circa  V,*  bewirkt,  und  es  daher  nöthig  wird,  eine  feine  Uhr  gegen  die 
Variation  des  Luftdruckes  zu  compensiren,  oder  in  die  Formel  für  ihren  Gang 
ein  betreffendes  Glied  einzuführen. 


M4«  Das  ■ariotte^SChe  Gesetx.  Schliesst  man  in  einer  ge- 
bogenen Röhre,  deren  kürzerer  Schenkel  geschlosaen  ist,  die  Luft 
in  diesem  letztem  mit  Quecksilber  ab,  und  giesst  dann  nach  und 
nach  in  den  langem  Schenkel  so  viel  Quecksilber,  dass  die  Niveau- 
differenz  1,  2,  3,...  (n  —  1)  Barometersäulen,  also  d^  Druck  auf 
die  abgeschlossene  Luft  2,  3,  4, . . .  n  Luftdrucke  beträgt,  so  findet 
man  das  Volumen  der  letztem  auf  Vbj  Va?  V4>---V»  ^^^  ursprüng- 
lichen Volumens  reducirt.  Dieselben  Verhältnisse  zeigen  sich  auch 
bei  andern  Gasen,  so  lange  sie  sich  nicht  in  der  Nähe  ihres 
Ueberganges  in  den  liquiden  Zustand  befinden,  imd  das  (3)  nach 
Mimotte  benannte,  und  (s.  301:3)  constante  Temperatur  voraus- 
setzende Gesetz:  „Das  Volumen  einer  Gasmenge  ist  der  drücken- 
den Kraft  umgekehrt  proportionirt,^  weicht  auch  nach  den  neue- 
sten Versuchen  erst  bei  sehr  hohem  Drucke  (bei  atmosphärischer 
Luft  etwa  von  100  Atmosphären  hinweg)  merklich  von  der  Wahr- 
heit ab,  —  erlaubt  daher  aus  dem  Volumen  rückwärts  auf  den 
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Druck  zu  schliessen,  wie  es  z.  B.  bei  dem  sog.  Hanometer 
geschieht. 

Das  Mariotte'sche  Gesetz  ist  schon  in  den  von  Boyle  in  seiner  gegen 
den  Jesuiten  Francis  Line  oder  Linus  (London  1595  —  Lfitüch  1675;  Lehrer 
der  Mathematik  in  Lüttich)  gerichteten  Abhandlung  ^A  Defense  of  the  Do&- 
trine  touching  Spring  and  Weight  of  the  Air.  London  1662^  gegebenen  Ver- 
suchsreihen enthalten,  und  wurde  auch  sofort  (s.  Poggendorfs  Lex.)  gestfttst 
auf  dieselben  von  Richard  Townley,  Esquire  in  Lancashire,  gans  deutlich 
ausgesprochen,  während  Mariotte  selbst  dasselbe  erst  in  seinem  „Second 
essai  de  physique:  De  la  nature  de  Pair.  Paris  1679  in  12.^  publicirte:  Es 
sollte  somit  eigentlich  das  Boyle'sche  Gesetz  heissen. 

SVB«  Di6  Hypsometrie.  Denkt  man  sich  eine  Lnftsänle,  der 
Längeneinheit  entsprechend,  in  Schichten  abgetheilt,  und  bezeichnen 
p  Pi  . . .  Pb  die  Gewichte  dieser  Schichten,  P  P|  . . .  P.  aber  die  sie 
drückenden  Kräfte,  so  hat  man  (274) 

p :  Pl  =  P :  Pi  pi :  p2  =  Pi :  Pg  ...  p«-i :  p»  =  P»^i :  P. 

Pl  =  P-p,  P2  =  Pi-p,       P.=P._i-p. 

folglich  successiye 

Sind  daher  B  und  b  die  Barometerstände  in  den  Höhen  m  and  n, 

so  hat  man  für  n  —  m  =  h 

T.  V  ^    /     P     V       j         1.  IgB  — Igb         , 

B:b  =  p.:p.  =  l:(^p^p^)      oder     h=  lg(P^p)-lgP    * 

Es  ist  daher  die  Höhendifferenz  zweier  Stationen  der  Differenz  der 
Logarithmen  gleichzeitiger  Barometerstände  an  denselben  propor- 
tional, —  jedoch  abgesehen  von  dem  Einflüsse  der  Lufttemperatur. 
Unter   Berücksichtigung   dieses   letztem   erhält   man    dagegen    die 

Deluc'sche  Formel 

h==A(logB  — logb)  9 

in  der  A  den  für  das  Argument  der  Summe  T  + 1  der  in  G  aas- 
gedrückten Lufttemperaturen  beider  Stationen  aus  Taf.  Xu  zu  ent- 
nehmenden Werth  von  18393»  [1 -f  0,002  (T  + 1)]  bezeichnet,  und 
welcher  man  nach  Laplace  die  Factoreu 

(1  +  0,00265  Cos  2  <p)  (l  +  15926 -f2H  +  h^  , 

beifügen  kann,  wo  (p  die  Breite  ist,  H  die  absolute  Höhe  der  untern 
Station,  h  die  vorläufig  nach  2  berechnete  Höhendifferenz  und  R 
der  Erdradius.   Approximativ  kann  man  die  Fischer'sche  Formel 

h  =  l'5976»  .  B^Y  [1  +  0,002  (T  + 1)]  4L 

gebrauchen,  oder  zur  Bestimmung  der  ungefähren  Höhe  über  dem 
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Meere  (B  =  760""  und  T  =  t  =  15<>  angenommen)  die  der  Formel 

H'  =  19445  (Log  760  —  log  b)  S 

entsprechende  Colnmne  der  Tafel  Xu. 

Die  durch  1  ausgedrückte  Proportionalität  sprach  Halley  schon  1686  in 
seinem  „Disoourse  of  the  rule  of  the  decrease  of  tfae  height  of  the  meroury 
in  the  barometer,  according  as  places  are  elevated  above  the  surfaoe  of  the 
earth  (Phil.  Trans.  1686}^  aus.  Die  erste  gute  hypsometrische  Formel  gab 
dagegen  erst  Deine  in  seinem  247  erw&hnten  "Werke  unter  der  Form 

h  =  10000*GogB  — log  b)  (1  +  0,001.  a)  6 

wo  a  die  Summe  der  an  beiden  Stationen  erhaltenen  Ablesungen  an  einem 
Quecksilberthermometer  bezeichnet,  das  in  thauendem  Eise  — 89®  und  in 
siedendem  Wasser  -f- 147®  seigt;  setzt  man  die  Toisen  in  Meter,  die  Tempera- 
turen in  Celsius  um,  so  erhält  man 

h  =  17970"  Gog  B  —  log  1>)  [1  +  0,002  (T  + 1)] 
d.  h.  eine  Formel,  welche  sich  von  2  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  dort 
nach  dem  Vorgänge  von  Laplace  der  Factor  17970  gestutzt  auf  die  Yer- 
sache  von  Louis-Fran^ols-Elisabeth  Ramond  de  Carbonniöres  (Strassburg 
1753  —  Paris  1827;  frUher  Professor  der  Naturgeschichte  an  der  (Zentral- 
schule des  D^p.  der  obem  Pyrenäen,  später  Pr&fect  des  D^p.  Puy-de-Döme, 
etc. ,  auch  Mitglied  des  Institut ;  vergl.  Cavier  Eloges  III)  auf  18393  erhöbt 
wurde,  ja  wahrscheinlich  noch  mehr  erhöht  werden  dürfte:  8o  z.  B.  hat 
Plantamonr  durch  directes  Nivellement  die  Höhe  des  Bi  Bernhard  Aber 
Genf  gleich  2070"',34  gefunden,  während  er  für  diese  beiden  Stationen  1860  die 
mittlem  Jahreswerthe  t=r  — 8o,81,  b  =  562"",29,  T  =  +  8»,87,  B=:72ö"",71 
erhielt,  und  bildet  man  hief&r  nach  2  die  Oleichang 

2070,34  CS  X  [1  +  0,002  (8,37  —  3,31)]  (log  725,71  —  log  562,29) 

so  findet  man 

X  =  18497 

also  in  der  That  einen  wesentlich  grossem  als  den  Laplace-Ramond'schen 
Factor.  —  Setzt  man  in  der  logarithmischen  Interpolationsformel  49 : 1  statt 
y-|-d,  y,  a  der  Reihe  nach  B,  b,  10,  so  erhält  man 

und  mit  Hülfe  hievon  nach  2  die  schon  in  dem  Bchriftchen  „Karl  v.  Fiseher 
(Bem  1807;  Botaniker  in  Bern),  Beschreibung  einer  einfachen  Methode  der 
Berechnung  bei  Höhenmessungen  mittelst  des  Barometers.  Bem  1843  in  8.^ 
aufgestellte  Formel  4,  welche  später  z.  B.  auch  Bablii«!  empfohlen  hat  — 
Abgesehen  von  dem  Temperaturfactor  ergibt  2  durch  Differentiation 

"=-18898.      ^  ^  '''' 


log  10 


und  hiemach  entsprechen  sich  für  d  b  =  1      die  Werthe 

b  =  700  710  720  730^ 

dh  =  11,41  11,25  11,09  10,93" 

so  dass  in  unsem  Gegenden  das  Barometer  um  1"™  steigt,  wenn  wir  11' 
abwärts  gehen.  —  Aus  2  folgt  flir  T  =  t  =  0  und  B  =  760 
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und  hiernach  ist  folgende  Tafel  berechnet: 


b:7eO 


0 
1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
0000 
10000 


1,0000 
0,8823 
0,7785 
0,6869 
0,6061 
0,5348 
0,4718 
0,4168 
0,3673 
0,3241 
0,2860 


1290 .  b  :  760 

b 

«» 

■m 

1290 

760,0 

1138 

670,6 

1004 

691,7 

886 

522,1 

782 

460,6 

690 

406,4 

609 

358,6 

537 

316,4 

474 

279,2 

418 

246,3 

869 

217,3 

log  b  4-  A  i<>ß  ^ 


2,880814  +  0,000000 .  t 


826446 
773077 
717708 
663840 
608972 
554603 
500235 
445866 
391497 
337129 


0217 
0485 
0652 
0870 
1087 
1305 
1522 
1740 
1957 
2174 


wo  b:760  nach  274  die  Dichte  der  Luft  in  der  Höhe  h  vorstellt,  diejenige 
am  Meere  als  Einheit  angenommen,  —  1290 .  b  :  760  das  Gewicht  eines  Kubik- 
meters Luft  in  Grammen,  unter  Voraussetzung,  die  Dichte  der  Luft  am  Meere 
sei  (vergl.  IX)  0,00129  derjenigen  des  Wassers,  —  b  endlich  den  der  Höbe 
h  bei  0®  Lufttemperatur  zukommenden  Barometerstand,  dessen  LogarithmuB 

nach  2  nahe  um 

h      A  1  \__  0,004. h 

18898 


^.logb  = 


V       1 +  0,004.  t/"" 


.% 


18393  \"  1  +  0,004 
zunimmt,  wenn  die  mittlere  Wärme  der  Luftsftule  von  0  auf  t^  V|(T  +  t) 
Grade  ansteigt  —  Setzt  man  in  2  für  Bern  h  =  572",5,  b  =  714"",2,  t  =  7«,8 
und  (fOr  ein  Kilometer  Erhebung  b^  W&rmeabnahme  in  Rechnung  bringend) 
T  =5  10^9  80  ^olgt  B  =  765,3  =r  714,2 +  51,1,  ~  es  beträgt  also  fUr  Bern 
die  Reductlon  des  Barometerstandes  auf  das  Meeresniveau  durchschnittlich 
+  51"^,1)  —  entsprechend  erh&lt  man  fttr  Zürich  bei  h  =  480,  b  =  720,3, 
t  =  8,9  und  T=sll,3  die  Reduction  +42,8,  —  etc.,  —  während  die  von 
Oberst  F.  Bamler  in  Morges  (s.  Bull.  Vaud.  Nr.  62)  zur  Berechnung  des 
mittlem  Barometerstandes  aufgestellte  empirische  Formel 

b  E=  762""  —  H  (88,8  —  3,5 .  H)  IG 

wo  H  die  in  Kilometern  ausgedrückte  Höhe  fiber  dem  Meere  bezeichnet,  fBi 
Bern  49,7,  —  Zürich  41,9,  ~  etc.  als  Reductionen  gibt  —  Fttr  weitem 
Detail  und  fttr  ausgedehntere  Hülfstafeln  kann  man  vergleichen:  „Biot«  Tab- 
les  baromdtriques  portatives.  Paris  1801  in  8.,  —  Bernhard  August  von 
Undenan  (Altenburg  1780  —  Altenburg  1854;  Director  der  Sternwarte  auf 
dem  Seeberge  bei  Gotha,  und  später  sächsischer  Minister),  Tables  baromötri- 
ques  pour  faciliter  le  calcul  des  nivellements  et  des  mesures  des  hautenrs 
par  le  baromötre.  Gotha  1809  in  8.,  —  Ramondf  M6moires  sur  la  formule 
baromötrique  de  la  m^canique  cöleste.  Qermont-Ferrand  1811  in  4^  —  Litt* 
row»  Ueber  Höhenmessungen  durch  das  Barometer.  Wien  1823  in  4.,  — 
Homer»  Tables  hypsom^triques  pour  le  baromötre  dlvisö  en  pouces  et 
lignes  du  pied  fran^ais  et  le  thermomdtre  octog6simal.  Zuric  1827  in  8.,  — 
Joseph  Johann  Pohl  (Wien  1825 ;  Professor  der  ehem.  Technologie  in  Wien) 
und  Jakob  Sehabos  (Dallach  in  Kärnthen  1825;  Professor  der  Naturlehre 
in  Wien),  Tafeln  zur  Reduction  der  Barometerstände.  Wien  1852,  8  Stücke 
in  8.,  -—  C.  Prediger»  Ueber  die  Genauigkeit  barometrischer  Höhen- 
mesBungen.  Clausthal  1860  in  8.,  —  Plantamonr*  Mesuree  bypeomötriqaes 
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dans  les  Alpes  k  Taide  du  Baromötre.  Gen&ve  1860  in  4.,  —  Baaemffelnd« 
Beobachtungen  und  Untersuchungen  Über  die  Genauigkeit  barometrischer 
Höhenmessungen.  MlUichen  1862  in  8.,  —  Richard  Rflhlmann»  Docent  in 
Carlsruhe!  Die  barometrischen  Höhenmessungen  und  ihre  Bedeutung  ffir  die 
Physik  der  Atmosphftre.  Leipzig  1870  in  8.,  —  etc.*^ 

W6«  Die  Lnftpuipe.  Da  die  Dichte  einer  Gasmenge  ihrem 
Volumen  umgekehrt  proportionirt  ist,  so  wird  eine  Luftmenge  A 
der  Dichte  d,  welcher  man  noch  einen  Raum  B  eingibt,  die  Dichte 
dl  =  d  .  A :  (A  +  B)  erhalten.  Wird  dann  je  der  Raum  B  wieder  ab- 
gesperrt, geleert  und  neuerdings  eingegeben,  so  hat  die  Luftrestanz 
nach  n  Wiederholungen  dieser  Operation  die  Dichte 


Ein  zu  diesem  Zwecke  eingerichteter  Apparat  heisst  LufVpumpe) 
und  dient  zum  Nachweise,  dass  die  Luft  einen  Druck  ausübt,  — 
dass  sie  ausdehnsam,  sowie  zum  Leben,  Brennen  und  als  Schall- 
mittel erforderlich  ist,  —  dass  sie  gegen  das  Fallen,  Verdampfen, 
Entweichen  von  Gasen  aus  Flüssigkeiten,  etc.,  einen  Widerstand 
ausübt,  —  dass  die  Körper  in  ihr  einen  Gewichtsverlust  erleiden, 
—  etc.  Lässt  man  den  Raum  B  negativ  werden,  so  geht  die  Luft- 
pumpe in  eine  sog.  Compresslonspampe  über. 

Ffihrt  von  einem  TeUer  TT,  auf  dem  eine  Glocke  O  genau  aufsitzt  (oder 
ein   anderer  Apparat  aufgeschraubt  werden   kann),    eine   bei  H  mit  einem 

Haline  versehene  Röhre  zu  einem  Stiefel  A,  in 
dem  sich  ein  Kolben  B  bewegt,  so  vertheüt  sich 
die  in  G  befindliche  Luft,  wenn  beim  Aufwärts- 
gehen   des  Kolbens    der  Hahn   die   SteUung  H' 
hat,  in  den  Raum  A-|-  G;  gibt  man  sodann  dem 
Hahn  die  Stellung  H",   so  geht  die  in  A  ent- 
haltene Luft  beim  Niedergehen  des  Kolbens  in's 
Freie,  —  etc.,  kurz  es  ist  die  im  Texte  ver- 
langte Einrichtung  vorhanden.  —  Der  Erste,  wel- 
cher einen  solchen  Apparat  etwa  1650  construirte, 
war  Otto  von  Goeriket   und  er  benutzte  ihn 
1654,  um  damit  nach  dem  Wunsche  des  Kur- 
fürsten von  Mainz  vor  dem  Reichstage  in  Regensburg  zu   experimentiren ,  — 
namentlich  um  zwei  auf  einander  passende,  hohle,   sog.  Ma^debiirglsche 
Halbkugeln   zu  entleeren,  welche  sodann  mehrere  angespannte  Pferde  nicht 
von   einander  zu   reissen  vermochten.    Seine  Luftpumpe   wurde   zuerst  von 
Caspar  Seholt  in  seiner  „Mechanica  hydraulico-pneumatica.   Herbipoli  1657 
in  4.^  beschrieben,  —  dann  von  Bojrle  nachgebildet  und  benutzt,   wofür 
dessen  „New  experiments  physico-mechanical,   touching  the  spring   of  the 
Air  and  its  effects.   Oxford  1660*^  zu  vergleichen,  —  bis  endlich  sein  eigenes  ' 
classisches  Werk  „Experimenta  nova ,  ut  vocantur ,  Magdeburgica ,  de  vacuo 
spatio.   Amstelod.  1672  in  fol."  erschien.    Seit  dieser  frühesten  Zeit  ist  nun 
aUerdings  die  Luftpumpe  wesentlich  umgestaltet  worden^  namentUoh  i9t  09 
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gelungen,  den  zwischen  Stiefel  und  Hahn  gelegenen,  sog.  acliidllchcA  Bai 
entweder  su  verkleincm  oder  sogar,  mittelst  Ersetzung  der  Hahne  durch 
Ventile,  ganz  zu  beseitigen,  —  für  die  Stellung  der  Hahne  eine  Selbst- 
steuerung anzubringen,  —  die  Operation  durch  Anwendung  eines  Doppel- 
Stiefels  zu  beschleunigen,  —  etc.  —  Gibt  man  beim  Aufwlrtsgehen  des 
Kolbens  dem  Hahne  die  Stellung  H",  beim  Abwärtsgehen  die  Stellung  H', 
so  geht  die  Luftpumpe  in  eine  Compressionspumpe  Über. 

Vn.  Einige  andere  Apparate.  Wird  in  dem  einen  von  zwei 
communicirenden  Gefässen  die  Luft  verdünnt  oder  verdichtet,  so 
steigt  oder  sinkt  die  Flüssigkeit  in  demselben,  bis  der  durch  die 
Niveaadifferenz  erzeugte  Druck  der  Ab-  oder  Zunahme  der  Aus- 
dehnsamkeit  Gleichgewicht  hält.  Hierauf  beruhen  das  Ansaugen, 
die  Heber,  die  Saug-  und  Druckpumpen,  der  Heronsball  (Wind- 
kessel), der  Heronsbrunnen,  etc. 

Ueber  die  schon  den  Alten  bekannten  Heber  wird  kaum  nöthig  sein,  etwas 
beizufügen,  —  eher  über  die  Pumpen:  Wird  die  Röhre  8  in  einen  Wasser- 
behälter B  gesetzt,  und  der  Kolben  K  auf- 
.4"  wärts  gesogen,  so  verdOnnt  sich  die  unter 
ihm  befindliche  Luft,  und  das  Wasser  steigt 
in  der  Röhre.  Geht  der  Kolben  abwftrte,  so 
öffnet  sich,  je  nachdem  derselbe  durchbohrt 
oder  voll  ist,  das  Ventil  v'  (Säugpumpe) 
oder  v"  (Druckpumpe)  und  es  entweicht  erst 
Luft,  dann  Wasser,  —  etc.  Ist  bei  der 
Saugpumpe  das  Wasser  hinl&nglich  über  den 
Kolben  gestiegen,  so  fliesst  dasselbe  stoss- 
weise  durch  A'  ab.  AehnUches  hat  bei  der 
Druckpumpe  statt,  wenn  nicht  der  Kanal  mit 
dem  Ventile  v"  erst  in  einen  sog.  WfiiA- 
kess«!  W  führt,  in  welchem  durch  das  Ein- 
pumpen von  Wasser  comprimirte  Luft  entsteht,  die  sodann  bei  richtigen 
Raumverhältnissen  von  Stiefel  und  Kessel  das  Wasser  continuirlich  nach  A'' 
treibt  —  Der  Windkessel  (Heronsball)  ist  nebst  einigen  verwandten  Appa« 
raten  schon  von  dem  Alexandriner  Hero  (284—221  v.  Chr;  vergl.  „Th.  H. 
Martin,  Recherches  sur  la  vie  et  les  ouvrages  d'H^ron  d'Alexandrie.  Paris 
1854  in  4.")  in  seiner  berühmten  Schrift  ^UviVfWTtxa^  oder  Spiritualia  (Ijat 
von  Commandino,  Urbino  1575  in  4.;  ital.  durch  Porta,  Neapel  1605  in  4.; 
deutsch  von  Carlo,  Bamberg  1687  in  4.)  beschrieben  worden. 

VZA.  Bestimmung  der  Dichte  von  Gasen.  Hat  ein  ausgepumpter 

Glasballon  das  Gewicht  a,  —  mit  trockener,  z.  B.  durch  eine  Röhre 
mit  Chlorcalcium  geleiteter  Luft  gefüllt  das  Gewicht  b,  —  mit 
irgend  einem  Gase  unter  atmosphärischem  Drucke  gefüllt  das  Ge- 
wicht c,  —  und  endlich  mit  reinem  Wasser  gefüllt  das  Gewicht  d, 
so  stellen 

b  —  a 


c  —  a 

d— a 


a 


b  — a 
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der  Reihe  nach  die  Dichte  der  atmosphärischen  Luft  oder  des 
Gases  in  Beziehung  auf  Wasser,  und  des  Gases  in  Beziehung  auf 
die  atmosphärische  Luft  als  Einheit  dar.  [IX.] 

Dass  bei  diesen  Bestimmungen,  die  s.  B.  Re|^nault  die  Dichte  der  atmo-^ 
sph&risclien  Luft  bei  0^  und  760™"  gleich  0,001298  oder  das  Gewicht  eines 
Kubikmeters  Luft  gleich  1,293  Kilogranmie  ergeben  haben,  auf  Temperatur 
von  Luft  und  Wasser,  auf  Barometerstand,  etc.,  gehörige  Rttcksicht  zu  neh- 
men ist,  versteht  sich  wohl  von  selbst;  vergl.  hiefUr  801.  —  Auf  der  Gewichts- 
differens,  welche  verschiedene  Gase  unter  gleichem  Drucke  oder  bei  gleicher 
Expansivkraft  zeigen,  beruhen  die  sog.  Aerostaten  oder  Luftballons,  deren 
wirkliche  Erfindung  unbedingt  auf  das  Jahr  1783  zu  setzen  und  Joseph  lloilt« 
^olfler  gutzuschreiben  ist,  wenn  auch  schon  einige  Frfihere  in  Schriften  die 
Möglichkeit  der  Luftschifffahrt  bei  Anwendung  einer  luftleeren  kupfernen 
Hohlkugel  oder  eines  mit  Luft  aus  hohem  Regionen  gefttUten  BaUons  be- 
tonten, wofür  z.  B.  „Francesco  de  Lana  (Bresda  1631  —  Rom  1687 ;  Jesuit, 
Lehrer  der  Mathematik  und  Philosophie  in  Brescia),  Prodrome,  owero  Sagglo 
dl  alcune  invenzioni  nuove.  Brescia  1670  in  fol.  (Deutsch  Tübingen  1784; 
lat.  Hag»  1786),  —  Philipp  EiOhoieyer  (Magdeburg  16..  —  Lüneburg? 
1680;  Professor  der  Physik  zu  Rinteln,  dann  Inspector  der  Ritteracademie 
zu  LOneburg),  De  artiflcio  navigandi  per  aörem.  Rint.  1676  in  4.  (Auch  Hag» 
1785;  deutsch  Arolsen  und  Tübingen  1784),  —  Joseph  Gallen  (6t  Paulien 
bei  Puy  1699  —  Avignon  1782;  Dominicaner,  Professor  der  Philosophie  und 
Theologie  zu  Avignon),  L'art  de  naviguer  dans  les  airs.  Avignon  1755  in  16. 
(Auch  1757)^  zu  vergleichen  shid.  —  Während  Montgolfier,  der  1788  VI  6 
seinen  ersten  grossem  Ballon  von  10'  Durchmesser  zu  Annonay  öffentlich 
aufsteigen  liess,  die  Luft  durch  Erwärmung  verdünnte,  —  füllte  der,  von 
dem  Geometer  Jacques  Charles  (Gluny  17..  —  Paris  1791;  Mitglied  der 
Academie)  wohl  zu  unterscheidende  Physiker  Jacques- Alexandre -G^ar 
Charles  (Beaugency  1746  —  Paris  1828;  Professor  der  Physik  in  Paris), 
dieselben  mit  WasserstofPgas ,  und  machte  mit  einem  solchen  1783  XH  1  in 
Begleit  von  Fran^ois  Robert  (Gharmöle  1737  —  Heiligenstadt  1819;  Professor 
der  Philosophie  und  Mathematik  zu  GhAlons-sur-Saöne)  zu  Paris  seine  erste 
Auffahrt  Schon  vor  Gharles,  n&mlich  1783  X  15,  und  also  auch  ehe  Mont- 
golfier  1784  den  Fallschirm  erfunden  hatte,  wagte  es  Jean-Fran^oia  Pilatre 
de  Rosler  (Metz  1756  —  Boulogne  1785;  erst  Professor  der  Ghemie  zu 
Rheims,  später  Pensionär  des  Königs),  sich  einer  Montgolfi^  anzuvertrauen, 
und  kehrte  glücklich  wieder  zur  Erde  zurück;  bei  einer  späterai  Fahrt  da- 
gegen, für  die  er  sich,  von  der  Regierung  mit  40,000  Francs  unterstützt, 
einen  aus  der  Montgolflöre  und  Gharlitee  combinirten  Ballon  gebaut  hatte, 
mit  welchem  er  über  den  Kanal  setzen  wollte,  ging  er  zu  Boulogne  1785  VI  15 
zu  Grunde,  indem  sein  Ballon  in  1200'  Höhe  Feuer  fasste.  —  Für  die  erste 
Geschichte  dieser  anfänglich  imgeheures  Aufsehen  machenden  Luftechifferei 
vergl.  „Barth^lemi  Fanjas  de  Saint^Fond  (Montdlimart  1741  —  Soriel  bei 
Valence  1819;  Professor  der  Geologie  in  Paris),  Description  des  expMences 
aörostatlques  de  Mss.  Montgolüer.  Paris  1788,  2  Vol.  in  &,  —  Ghristian 
Kramp  (Strassburg  1760  —  8trassburg  1826;  Dr.  med.,  später  Professor  der 
Mathematik  zu  Strassburg),  Geschichte  der  Aerostatik.  Strassburg  1784—1785, 
2  Bde.  in  8.  (Anhang  1786),  —  Tiberio  Caralle  (Neapel  1749  —  London 
1809;  erst  Kaufinann,  dann  Privatgelehrter  und  Mitglied  der  Roy.  Society  ia 
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London),  The  history  and  practice  of  a^rostation.  London  1785  (Deutsch 
Leipsig  1786)^,  —  für  die  neuorn  Auffahrten  und  ihre  wissenachafUiohen  Er- 
gebnisse „Relation  d^un  voyage  aörostatique  fait  par  Mss.  Gay-Lussac  et 
Biot  le  6  Fructidor  XU  (Journ.  de  phys.  1804),  —  Voyages  a^riens  par  J. 
Glaisher,  Camllle  Flammarion,  W.  de  Fonvielle  et  Gaaton  Tisaandier.  Paris 
1870  in  8.,  -  etc.** 


%W.  Die  DUhsion.  Die  expansibeln  Körper  ordnen  sich  unter 
einander  anf  die  Dauer  nicht  nach  dem  Gesetze  der  Schwere,  son- 
dern durchdringen  sich  in  Folge  ihrer  Expansivkraft  Diese  sog. 
Diffusion  der  Gase  zeigt  sich  z.  B.  in  der  atmosphärischen  Lnft, 
wo  Sauerstoff,  Stickstoff,  Kohlensäure,  Wassergas,  etc.,  gewisser- 
massen  jedes  eine  eigene  Atmosphäre  bilden. 

Für  die  Diffusion  vergl.  ausser  dem  270  Mitgetheilten  z.  B.  „I^^^n« 
On  the  tendency  of  elastic  fluids  to  diffnsion  through  each  other  (Mem. 
Manchest  Soc.  1805),  —  Qmhain«  On  the  law  of  diffüsion  of  gases  (Edinb. 
Trans.  1834),  —  Bansen«  Gasometrische'Methoden.  Braunschweig  1857  in  8., 
—  etc." 

S80»  Dl6  Hygroskopie.  Manche  feste  und  liquide  Körper  haben 
das  Vermögen,  Gase  an  ihrer  Oberfläche  zu  verdichten,  ja  zu  ab- 
sorbiren.  So  absorbiren  z.  B.  Haare  (mit  Verlängern),  Saiten  (mit 
Verkürzen),  abgestorbene  Tannenästchen  (mit  Biegen),  etc.,  Wasser 
in  expansibelm  und  liquidem  Zustande,  und  können  somit  als 
Hyffroskopef  zur  Noth  als  Myffrometer  dienen,  —  ja  unter 
Controle  eines  Psychrometers  (305)  sogar  zur  Construction  selbst- 
registrirender  Hygrometer  verwendet  werden. 

Wie  weit  der  Zeit  nach  die  aus  Darmsidten  in  allen  möglichen  Formen 
construirten  Hygroskope,  a.  B.  die  sog.  hoU&ndisohen  oder  Puppenhygrometer 
(Mann  mit  Regen-  und  Frau  mit  Sonnenschirm)  surflcVgehen ,  weiss  man 
nicht;  für  die  älteste  wissenschaftliche  Behandlung  dürfte  auf  „William 
Molyneu  (Dublin  1666  —  Dublin  1608;  reicher  Privatgelehrter  in  Dublin, 
einige  Zeit  Surveyor-Oeneral),  Description  of  a  new  hygrometer  (PhiL  Trans. 
1685)^  EU  verweisen  sein.  —  Das  gegenwärtig  wieder  neuerdings  in  Aufhahme 
gekommene,  1775  zuerst  construirte  Haarhygrometer  verdankt  man  dem  durch 
seine  Montblanc  -  Besteigung  im  Jahre  1787  und  seine  ^^oyages  dans  les 
Alpes.  Neuch&tel  1779—1796 ,  4  VoL  in  4.  (auch  1780—1796 ,  8  Vol.  in  a ; 
deutsch  die  zwei  ersten  Bde.,  Leipzig  1781 — 1788,  4  Bde.  in  8.)  allgemein 
bekannten  Horace-B^nödict  de  SauMure  (Genf  1740  —  Genf  1799;  Professor 
der  Philosophie  in  Genf,  und  auswärtiges  Mit^ied  der  Pariser* Academie; 
siehe  Bd.  1  von  Guvier's  Eloges  und  Bd.  4  meiner  Biographieen),  vergleiche 
seinen  „Essai  sur  Thygrom^trie.  Neuchatel  1788  in  8.  (Deutsch  von  Titlus, 
Leipzig  1784)^.  —  Für  das  Asthygrometer  vergl.  meine  Abhandlung  im  dritten 
Bande  der  von  mir  herausgegebenen  „Schweiz,  meteorolog.  Beobachtungen. 
Zürich  1864—1870,  6  Bde.  in  4.^  ^^  Dass  einzelne  Stoffe,  wie  Schwefels&ure, 
Ghlorcalcium,  etc.  der  Luft  das  Wasser  entziehen  und  gewissermaasen  binden, 
war   den    Gbemikern  längst  bekannt,   als  Garl  Emmanuel  Bninner  (Bern 
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1706  —  Bern  1867 ;  Professor  der  Chemie  in  Bern ;  Vater  des  270  erwfthnten 
Physikers)  im  Jahre  1830  (vergl.  Poggend.  Annal.  20)  den  Vorschlag  machte, 
diese  Eigenschaft  cur  Bestimmung  des  Feuchtigkeitsgehaltes  der  Luft  in 
folgender  Weise  su  benutsen :  Er  liess  ans  einem  Gefftsse,  seinem  sog.  Aspl- 
rator»  auf  dem  eine  Röhre  mit  durch  Sohwefelsfture  befeuchtetem  Asbest 
aufgesteckt  war,  Wasser  abfliessen;  die  Menge  des  abgeflossenen  Wassers 
gab  ihm  das  Volumen  der  durch  die  ROhre  geströmten  Luft,  die  Qewichts- 
Vermehrung  der  Röhre  aber  ihren  Feuchtigkeitsgehalt;  der  Aspirator  hielt 
etwa  15  Liter. 

f81.  Oeschwindigkeit  iiod  InteDsittt  des  Schalles.  Jede  schwin- 
gende Bewegung  von  hinreichender  Schnelligkeit,  die  sich  durch 
ein  geeignetes  Medium  bis  zu  unserm  Gehörorgane  fortpflanzen 
kann,  wird  durch  dasselbe  als  sog.  Schall  (Geräusch,  Klang,  Ton) 
wahrnehmbar,  und  ist  gewissen  Gesetzen  unterworfen,  die  in  der 
sog.  Akustik  abgehandelt  werden.  So  beträgt  die  Geschwindigkeit 
der  Fortpflanzung  des  Schalles  oder  der,  statt  aus  Berg  und  Thal, 
aus  abwechselnd  dichtem  und  dünnern  Luftschichten  bestehenden 
sog.  SchaUwellen  in  trockener  Luft  und  bei  0^  Wärme  332,2", 
und  nimmt  mit  der  Feuchtigkeit  und  Wärme  zu;  in  dem  1:0,069 
=  3,8^  dünneren  Wasserstoffgas  ist  sie  nahe  4  mal,  im  Wasser 
etwas  mehr  als  4  mal,  im  Eisen  15  mal  so  gross.  —  Die  Intensität 
des  Schalles  nimmt  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung,  beim  Ueber- 
gange  in  ein  neues  Mittel,  etc.,  ab.  —  Das  Ghehörorgan  vermag  in 
der  Secunde  9  Laute  zu  unterscheiden,  und  ein  Körper  muss  also 
mindestens  ^y^.^=  18,5"  entfernt  sein,  um  einen  Schall  als  Echo 
(im  Gegensatze  zu  Nachhall)  zu  reflectiren. 

Ffir  die  Geechiehte  der  Akustik  und  ihre  Entwicklung  in  der  neuem  Zeit 
kOnnen  neben  den  in  248  namhaft  gemachten  etwa  noch  folgende  Special- 
werke vergUchen  werden:  „DesearteSt  Gompendium  mueic».  Ültrajeci.  1660 
in  4.  (Posth.  ereohlenen,  dagegen  aehon  etwa  1618  verfaBst),  —  M^rUtndt 
Description  of  the  Tuba  Stentorophonica  or  speaking  trampet  (Sprachrohr), 
an  instrament  of  exceUent  use,  as  weU  at  sea  at  as  land,  invented  and  vari- 
ouBly  experimented  in  the  year  1670.  London  1671  in  fol.,  —  Eulert  Tentamen 
nov»  theoriiB  Muaicn,  ex  cerüBsimie  harmoniie  principiis  dUndde  exposit». 
Petrop.  1739  in  4.,  —  d'Alembertt  Elteene  de  musique  th^orique  et  pra- 
tique.  Paria  1779  in  8.,  —  Chladnl»  Entdeckungen  über  die  Theorie  des 
Klanges.  Leipzig  1782,  ferner:  Die  Akustik,  Leipsig  1802  in  4.,  ferner:  Trait^ 
d'AcoustIque.  Paris  1809  in  8.,  und:  Neue  Beiträge  Eur  Akusülc  Leipzig  1817 
in  4.,  —  Gottfried  Weber  (Freinsheim  in  Rheinbayera  1779  —  Kreuznach 
1839;  Generalprokurator  in  Darmstadt),  Theorie  der  Tonsetzkunst  Mainz 
1817—1823,  2  Bde.  in  8.  (3.  A.  1830—1832),  —  Charles  C?Hrni<^rd  de  la 
Tenr  (Paris  1777  —  Paris  1869;  Ingtoieur-göographe  und  Mitglied  der 
Pariser- Aoademie) ,  Sur  la  Sirtoe  (Annales  de  chim.  et  de  phys.  1819),  *- 
Jean-Daniel  CUilladen  (Genf  1802 ;  Professor  der  Mechanik  in  GenO  et  Gh. 
Stunii»  Mteoire  sur  la  compression  des  liquides  et  la  Tttesse  du  son  dans 
l'eau.  Paris  1837  in  8.  (Auch  Annal.  de  chim.  et  de  phys.  1837),  —  Hermann 
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Ludwig  Ferdinand  Heimholte  (Potsdam  1821;  Professor  der  Physiologie 
zu  Königsberg,  Bonn  und  Heidelberg),  Die  Lehre  von  den  Tonempflndungen 
als  physiologische  Grundlage  für  die  Theorie  der  Musik.  Brannschweig  1863 
in  8.  (2.  A.  1865),  —  J.  Pisko»  Die  neuem  Apparate  der  Akustik.   Wien 

1866  in  8.,  —  John  Tjrndall  (London  1820;  Professor  der  Physik  und  Mit- 
glied der  Roy.  Society  in  London) ,   Sound :  A  Course  of  Lectures.   London 

1867  in  8.  (Frans,  von  Moigno,  Paris  1869*,  Deutsch  von  Helmholts  und 
Wiedemann,  Braunschweig  1869),  —  F.  J.  V^tlflt  Histoire  g^oörale  de  la 
musique  depuis  les  temps  les  plus  anciens  jusqu'ii  nos  jours.  Tom.  1 — 2, 
Paris  1869  in  8.,  —  etc.« 

S8S»  Oesetxe  dar  SchwinglUlgen.  Entfernt  man  eine  gespannte 
Saite  aus  ihrer  Buhelage,  so  geräth  sie  in  Schwingungen,  welche 
einer  entsprechenden  Wellenbewegung  in  der  Luft  rufen,  und  so 
einen  bestimmten  Ton  zur  Folge  haben.  Die  Anzahl  der  Schwin- 
gungen einer  Saite  in  einer  bestimmten  Zeit  und  die  Höhe  des 
durch  sie  hervorgebrachten  Tones  sind  der  Quadratwurzel  der 
Spannung  direct,  der  Länge  aber  umgekehrt  proportionirt.  Verkürzt 

man  die  Saite  auf  Vsj  Vsj  V4>  Va»  Vs?  Vis?  V2?  so  heissen  die  ent- 
sprechenden Töne:  Secunde,  Terz,  Quart,  Quinte,  Sext,  Septime 
und  Octave  des  ersten  Tones.  —  Auf  ähnliche  Weise  können  ge- 
spannten Membranen,  Stäben,  eingeschlossenen  Luftsäulen,  etc., 
durch  Erregung  von  Schwingungen  verschiedene  Töne  entlockt 
werden.  —  Saiten  und  elastische  Platten  können  in  Abtheilungen 
schwingen,  indem  die  Bildung  von  Knoten  und  Enotenlinien  dadurch 
bedingt  wird,  dass  einzelne  Stellen  am  Schwingen  verhindert  werden ; 
es  beruhen  darauf  z.  B.  die  sog.  Chladni'schen  ELlangfiguren.  Um- 
gekehrt kann  sich  die  schwingende  Bewegung  schallender  Körper 
so  mittheilen,  dass  ein  Mitklingen  oder  eine  sog.  Resonnanz  erfolgt 

Ueber  die  von  Chladnl  entdeckten  und  nach  ihm  benannten  Klangflgaren 
vergl.  seine  281  aufgeführten  Werke;  ttber  seither  entdeckte  verwandte  Er- 
scheinungen vergl.  z.  B.  „F^lix  SavaH  (M^iöres  1791  —  Paris  1841;  Pro- 
fessor der  Physik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Recherches  sur  les 
vibrations  normales  (Annal.  de  chim.  et  de  phys.  1827),  —  Päradey«  On  a 
peculiar  dass  of  acoustical  flgures,  and  on  certain  forme  assumed  by  groups 
of  particies  upon  vibrating  elastic  surfaces  (Phil.  Trans.  1831),  —  August 
Kundt  (Schwerin  1839;  Professor  der  Physik  in  Zürich  und  Würsburg), 
Ueber  die  Schwingungen  der  Luftplatten  (Yiertelj.  der  Zttrch.  nat  Qeselisch. 
1868),  —  etc.^ 

XXIX.  IKe  Optik. 

988»  Das  Licht  Jede  durch  das  Sehorgan  vermittelte  Walur* 
nehmung  einer  Erscheinung  wird  dem  sog.  Uehte  zugeschrieben, 
das  in  der  Optik  seine  Behandlung  findet.  Es  wurde  früher  als 
eine  EmiMion  der  leuchtenden  Körper  betrachtet,  während  man 
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es  jetzt  (296)  für  eine  durch  sie  bewirkte  ündalatlon  eines  äusserst 
feinen  und  elastischen  Mittels,  des  sog.  Ethers,  hält  Da  seine  Ge- 
schwindigkeit (s.  405,  427)  circa  42000  Meilen  oder  ein  Million-mal 
so  gross  als  die  des  Schalles  in  der  Luft  ist,  so  müsste,  wenn  die 
Quadrate  der  Geschwindigkeiten  in  expansibeln  Medien  sich  (281) 
umgekehrt  wie  die  Dichten  verhalten  würden,  die  Dichte  dieses 
Ethers  ein  Billion-mal  kleiner  als  die  der  Luft  sein.  —  Trifft  ein 
Lichtstrahl  auf  die  Grenze  eines  neuen  Mittels,  so  kehrt  ein  Theil 
desselben  durch  Zeratreannfff  —  ein  anderer  durch  Rellexloiif 
für  welche  die  Winkel  des  einfallenden  und  reflectirten  Strahles 
mit  der  in  ihre  Ebene  fallenden  Normale  einander  gleich  sind,  in 
das  alte  Mittel  zurück,  —  ein  dritter  Theil  aber  geht  in  das  neue 
Mittel  über,  oder  wird,  da  dabei  gewöhnlich  eine  Ablenkung  erfolgt, 
ffebrocheOf  und  zwar  so,  dass  für  dieselben  Mittel  das  Verhältniss 
der  Sinuszahlen  der  Winkel  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strah- 
les mit  der  in  ihre  Ebene  fallenden  Normale,  der  sog.  Brechangfl" 
exponent)  unveränderlich  ist.  —  Bei  derselben  Lichtquelle  ist  die 
Intensität  der  Beleuchtung  eines  Körpers  einerselto  dem  Quadrate 
der  Entfernung  umgekehrt  proportionirt,  anderseits  hängt  sie 
von  dem  Cosinus  des  Einfallswinkels  der  auffallenden  Strahlen  und 
von  der  Fähigkeit  des  Körpers,  das  Licht  zu  zerstreuen,  d.  h.  von 
seiner  sog.  Weisse  oder  Albedo^  ab,  —  auf  welche  Gesetze 
Bouguer  und  Lambert  die  sog.  Photometrie  bauten.  Die  Dauer 
eines  Lichteindruckes  auf  das  Auge  beträgt  etwa  Va')  vorauf  z.  B. 
das  sog.  Phantasmaskop  beruht 

Noch  im  vorigen  Jahrhunderte  dominirte  die  durch  IVewton  eingeflihrte 
Emiasions-HypotheBe ,  bei  der  man  sich  dachte,  es  gehen  von  den  leuch- 
tenden Körpern  zahllose,  äusserst  feine,  der  Trägheit,  aber  nicht  der  Schwere 
unterworfene  TheUchen  von  verschiedener  Beschaffenheit  aus,  welche  auf  den 
Gesichtssinn  in  ähnlicher  Weise  wirken,  wie  die  Ausströmungen  von  Riech- 
Steifen  auf  den  Geruchssinn.  Seither  ist  diese  Hypothese,  weil  sie  manche 
neu  entdeckte  Erscheinungen  (vergl.  296  u.  f.)  nur  höchst  gezwungen  oder 
gar  nicht  erklären  konnte,  ja,  wie  wir  unten  an  einem  Beispiele  sehen  werden, 
mit  Ergebnissen  der  Messung  in  förmlichen  Conflict  gerieth,  verworfen  und 
durch  die  von  Hugens  aufgestellte  Undulations-Hypothese  ersetzt  worden. 
Nach  dieser  Letztern  befinden  sich  die  leuchtenden  Körper  in  einer  vibrirenden 
Bewegung,  welche  sich  dem,  den  ganzen  Weltraum  erfUlenden  und  aUe 
Körper  durchdringenden,  elastischen  Aether  mittheilt,  so  dass  WeUen  ent- 
stehen, die  in  ähnlicher  Weise  auf  unsem  Gesichtssinn  wirken,  wie  die  durch 
einen  schaUenden  Körper  erregten  LuftweUen  auf  das  Gehörorgan.  Hat  das 
Fortpflanzungsmittel  nach  jeder  Richtung  gleiche  materielle  Beschaffenheit  und 
gleiche  physikalische  Eigenschaften  (wie  z.  B.  Wasser,  Luft,  etc.),  so  heisst 
es  Isotrop«  —  hat  es  dagegen  nach  verschiedenen  Richtungen  (wie  z.  B.  bei 
manchen  krystallinischen  Körpern)  verschiedene  Eigenschaften,  und  namentlich 
verschiedene  Elosticität,  so  heisst  es  anisotrop*  —  Ist  0  der  Mittelpunot 
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gelangen,  den  die  Tangente  ans  C  in  F  bertthrt.  Ist  ferner  t'  =  £C:c,  so 
wird  die  in  m  entstehende  Welle  bis  znm  Ende  derselben  Zeit  zu  dem  aas 
m  mit  dem  Radius  r'  =  c' .  t'  beschriebenen  Kreise  fortrücken.  Wenn  aber 
m  o  J_  GF ,  so  hat  man 

r:r'  =  t:t'  =  BC:EC  =  AC:mC  =  AF:mo  =  r:mo 

folglich  ist  r'  :=  m  0,  und  hieraiu 
kann  man  offenbar,  entsprechend 
wie    es   bei   der   Reflexion   ge- 
schehen ist,  schliessen,  daas  GF 
die  gebrochene  Welle  und  AF 
der  gebrochene,  mit  dem  Lethe 
AH    einen   Winkel   a   bildende 
8trahl  ist,  so  dass 
8in  a :  Sin  a  =: 
=  CosDAG:CosFAC!=3 
=  AD:AF  =  ct:c't= 
=  c:c'  =  n  S 

womit,  da  n  f&r  dieselben  iwei 
Mittel  constant  bleibt,  das  im  Texte  ausgesprochene  Brechungsgeseta  aus  der 
Undulationshypothese  bewiesen  ist,  —  zumal  sich  der  Beweis  nicht  verändert, 
wenn  auch  c'>>c  angenommen  wird.  Nur  wenn  c'  so  gross,  dass  AF^AC, 
so  kann  keine  Tangente  GF  mehr  gezogen  werden,  und  es  wird  also  die 
gebrochene  Welle  fttr  cU>ct.Goseca  oder  8ina>n  unmöglich,  —  es  tritt 
dann  der  in  286  behandelte  Fall  der  totalen  Reflexion  ein.  —  Die  Richtigkeit 
des  aus  8  folgenden  Gesetzes,  dass  sich  die  Brechungsexponenten  für  den 
Uebergang  des  Lichtes  aus  einem  Mittel  in  zwei  verschiedene  Mittel 

c         c 


n"  = 


,ti 


n 


9 

c*       c" 

d.  h.  umgekehrt  wie  die,  diesen  Mitteln  zukommenden  Geschwindigkeiten  ver- 
halten, ist  wiederholt,  so  z.  B.  von  Jean-Bernard-L6on  Foneanlt  (Paris 
1819  —  Paris  1868;  physikalischer  Assistent  der  Pariser-Sternwarte),  vergL 
seine  Abhandlung  „8ur  les  vttesses  relatives  de  la  lumiöre  dans  Tair  et  dans 
l'ean  (Annal.  de  chim.  et  de  phys.  1854)^,  experimentell  nachgewiesen,  und 
dadurch  ein  entscheidender  Beweis  fttr  die  Unzulänglichkeit  der  Emanations- 
Hypothese  geliefert  worden,  da  diese  fttr  das  stärker  brechende  Mittel  auch 
die  grössere  Geschwindigkeit  verlangt,  und  fttr  sie  statt  8  die  Beziehung 
c' :  c  =  n  bestehen  mttsste,  so  dass  der  Gewinn  an  lebendiger  Kraft,  welche 
ein  Lichttheilchen  m=  1  beim  Eintritte  in  ein  stärker  brechendes  Mittel  zu 
erwarten  hätte,  nach  264 

k  =  c'«  — c«  =  c»(n«  — 1)  10 

wäre.  Ninunt  man  die  Geschwindigkeit  im  Vacuum  als  Einheit  an,  bo  wird 
fttr  irgend  ein  Mittel  k  ^  n*  —  1 ,  und  diese  Grösse  wird  seit  Newton 
brechende  Krall  dieses  Mittels,  ihr  Verhältniss  zur  Dichte  des  Mittels 
aber  BreehmigSTeriiiögeii  genannt,  obschon  jetzt,  wo  die  Undnlations- 
theorie  allgemein  angenommen  ist,  diese  Ansdrttcke  nicht  mehr  die  frühere 
Bedeutung  haben.  —  Das  Reflexionsgesetz  kömmt  schon  in  der  von  finlclid 
geschriebenen  „Onnruea  xa«  XaTonr^ixa  (Parisiis  1567  in  4.,  und  später)**  vor, 
—  das  Brechungsgesetz  scheint  dagegen  zuerst  von  Willebrord  Smellini 
aufgefunden,  von  Descartes  in  dessen  Manuscripten  entdeckt,  annexirt,  und 
in  der  jetzt  ttblichen  Form  in  seinem  in  8  erwähnten  Hauptwerke  publlcirt 
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worden  zu  sein.  —  Die  durch  die  Werke  „Boug^er*  Essai  d'optique  sur 
la  gradation  de  la  lumi^re.  Paris  1729  in  8.  (Neue  Ausg.  durch  Lacaille,  Paris 
1760  in  4.;  lat  durch  Richtenburg,  Wien  1762)^'  und  ,,Lanibert»  Photo- 
metria. Aug.  Yind.  1760  in  8.^  begründete  Lichtstärkemessung  oder  Photo- 
metrie, geht  Kun&chst  von  den  zwei  Hauptgrundsätzen  aus,  dass  1.  dem  Auge 
nur  darüber  ein  entscheidendes  Urtheil  zusteht,  ob  zwei  gleichzeitig  auf- 
tretende Helligkeiten  gleich  sind  oder  nicht,  so  dass  auf  den  Grad  ihrer  Ver- 
schiedenheit nur  aus  der  Grösse  der  Veränderung  geschlossen  werden  kann, 
welche  die  Eine  erleiden  muss,  um  der  Andern  gleich  zu  werden,  und  die 
praktische  Photometrie  somit  Mittel  zu  suchen  hat,  um  Helligkeiten  messbar 
zu  verändern,  —  !§•  dass  die  Helligkeit  in  demselben  Verhältnisse  abnimmt, 
wie  das  Quadrat  der  Entfernung  der  Lichtquelle  zunimmt.  Die  meisten  Photo- 
meter beruhen  entsprechend  entweder  darauf,  dass  man  die  Schatten  eines 
Stabes  oder  die  Beleuchtung  zweier  Flächen  durch  Verschieben  der  einen 
Lichtquelle  ausgleicht,  und  die  Distanzen  der  Lichtquellen  misst,  —  oder 
dass  man  (was  aber  nach  den  Versuchen  von  May  ganz  irrige  Resultate  zu 
geben  scheint)  zählt,  wie  viele  durchsichtige  Glasblättchen  oder  Homscheiben 
eine  Lichtquelle  unsichtbar  machen.  Für  neuere  Photometer  vergl.  theils  446, 
theils  mehrere  sofort  namhaft  zu  machende  Specialschriften.  —  Ausser  den 
in  245  angefahrten  Werken  sind  nämlich  sowohl  für  weitern  DetaQ,  als  für 
die  historische  Entwicklung  der  Optik  etwa  folgende  Schriften  zu  vergleichen : 
„Keppler»  Dioptrice,  seu  Demonstratio  eorum  quee  visui  et  visibilibus 
propter  Gonspicilla  non  Ita  pridem  inventa  accidunt.  Aug.  Vind.  1611  in  4., 

—  Barrow»  Lectiones  opticas  XVIII.  Londini  1669  in  4.  (fQr  eine  spätere 
Aufl.  vergl.  8),  -^  Hugens»  Trait^  de  la  lumi^re,  avec  un  discours  de  la 
cause  de  la  pesanteur.  Leyde  1690  in  4.,  —  Newton»  Optica  or  a  Treatise 
of  the  reflexions,  inflections  and  colours  of  Light.  London  1704  in  4.  (Auch 
wiederholt  in  8.;  lat  durch  Clarke,  London  1706  in  4.  und  ebenfalls  mehr- 
mals in  8.;  franz.  durch  Goste,  Amsterdam  1729,  2  Vol.  in  12.),  —  Robert 
Smith  (1689  —  Gambridge  1768 ;  Professor  der  Mathematik  zu  Gambridge), 
A  complet  system  of  Optics.  Gambridge  1738,  2  Vol.  in  4.  (Deutsch  von 
Kästner,  Altenburg  1766;  franz.  durch  Pezenas,  Avignon  1767,  —  durch 
Duval-Leroi,  Brest  1767),  —  Nicolas-Louis  de  La  Callle  (Rumigny  1713  — 
Paris  1762;  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  zu  Paris), 
LeQons  öl^mentaires  d'optique.  Paris  1750  in  8.  (Viele  Auflagen,  noch  1810; 
lat.  durch  Boscovich,  Viennie  1757),  —  Eulert  Nova  theoria  lucis  et  colorum 
(Op.  var.  arg.  I),  femer:  Gonjectura  physica  circa  propagationem  soni  ac 
luminis  (Op.  var.  arg.  H),  und:  Dioptrica.  Petrop.  1769—1771,  3  Vol.  in  4., 

—  Priestley»  History  and  present  State  of  discoveries  relating  to  vislon, 
light  and  colours.  London  1772,  2  Vol.  in  4.  (Deutsch  von  Klügel,  Leipzig 
1775),  —  Klfigcl.  Analytische  Dioptrik.  Leipzig  1778  in  4.,  —  Joh.  Wolfgang 
von  Götfae  (Frankfurt  1749  —  Weimar  1832;  der  gefeierte  Dichter),  Bei- 
träge zur  Optik.  Weimar  1791—1792,  2  Stücke  in  8.,  und:  Zur  Farbenlehre. 
Tübingen  1810,  2  Bde.  in  8.,  —  Giovanni  Battista  Venturi  (Bibiano  bei 
Reggio  1746  —  Reggio  1822;  Professor  der  Philosophie  und  Physik  zu  Modena 
und  Pavia),  Gommentari  sopra  la  storia  e  le  teorle  dell'  Ottica.  Bologna  1814 
in  4.,  —  John  Frederick  William  Hcrschel  (Slough  bei  Windsor  1792 ;  Sohn 
von  Wilhelm;  Mitglied  der  Roy.  und  Astron.  Soc.  und  auswärtiges  Mitglied 
der  Par.-Acad.;  einige  Jahre  Director  der  k.  Münze,  jetzt  wieder  Privat- 
gelehrter  in  London),  On  the  theory  of  light.  London  1828  in  4.  (franz.  durch 
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Verholst  und  Qnetelet,  Bnix.  1829;  deutsch  von  E.  Schmidt,  Stattgart  1831), 
^  Joh.  Joseph  Preehtl  (Bischofsheim  in  Franken  1778  —  Wien  1854; 
Director  des  polytechn.  Instituts  in  Wien),  Praktische  Dioptrik.  Wien  1838 
in  8.,  —  Giovanni  Santinl  (Caprese  1786;  Professor  der  Astronomie  nnd 
Director  der  Sternwarte  sn  Padna),  Teorica  degli  stromenü  ottici.  Padova 
1828,  2  Vol.  in  8.,  —  LIttrow»  Dioptrik.  Wien  1830  in  8.,  --  Brewfltcr» 
A  treatise  on  optica.  London  1831  in  8.,  —  Joh.  Karl  Eduard  Schoiidt 
(Leipzig  1803  —  Tühingen  1832;  Professor  der  Mathematik,  Astronomie  uod 
Physik  2U  Tühingen),  Lehrbuch  der  analytischen  Optik  (herausgegeben  von 
Goldschmidt),  Göttingen  1834  in  8.,  —  Kansek»  Die  Lehre  vom  Lichte. 
Lemberg  1836  in  8.  (2.  Aufl.  Wien  1853),  —  Heinrich  Emil  Wilde  (Finken- 
stein  bei  Marienwerder  1793  —  Berlin  1859),  Geschichte  der  Optik.  Berlin 
1838—1843,  2  Bde.  in  8.,  —  GusUv  lUdleke  (Berlin  1810;  Professor  der 
Physik  in  Bonn),  Handbuch  der  Optik.  Berlin  1839,  2  Bde.  in  8.,  —  Gavss, 
Dioptrische  Untersuchungen.  GÖttingen  1841  in  4.,  —  fineket  De  formulis 
dioptricis.  Berolini  1844  in  4.,  —  Doret  Darstellung  der  Farbenlehre  und 
optische  Studien.  Berlin  1853  in  8.,  —  Grunertt  Optische  Untersuchungen. 
Leipzig  1846—1851,  8  Bde.  in  8.,  —  Beer»  Einleitung  in  die  höhere  Optik. 
Braunschweig  1853  in  8.,  — -  F.  Blllet»  Professor  der  Physik  in  D^on:  Trait£ 
d'optique  physique.  Paris  1858—1859,  2  Vol.  in  8.,  —  Georg  Beeknagel» 
Lambert's  Photometrie  und  ihre  Beziehung  zum  gegenwärtigen  Standpuncte 
der  Wissenschaft  München  1861  in  8.,  —  A.  Emile  Cherbnlies  (Genf  1837 ; 
Lehrer  der  Mathematik  nnd  Rector  der  Kantonsschule  in  Bern),  Essai  histo- 
rique  sur  les  pröcurseurs  de  la  th^rie  des  ondes  lumineusea.  Beme  1863 
in  8.,  —  Charles  Briott  Professor  in  Paris:  Essai  sur  la  thöorie  mathd- 
matique  de  la  lumi^re.  Paris  1864  in  8.,  —  Joh.  Karl  Friedrich  Zellner 
(Berlin  1834;  Docent  in  Leipzig),  Photometrische  Untersuchungen.  Leipzig 
1865  in  8.,  —  Al^xandre-Edmond  Becquerel  (Paris  1820 ;  Sohn  von  Antoine- 
C4sar;  Professor  in  Paris),  La  lumlöre,  ses  causes  et  ses  effets.  Parts 
1867—1868,  2  Vol.  in  8.,  —  J.  H.  Undemaiin«  Beitrag  zur  Gteschiehte 
der  Photometer,  nebst  Angabe  einer  neuen  Methode  der  Lichtmessung.  Breslau 

1868  in  8.,  —  Fr.  Burckhardt«  Leonhard  Euler's  Lehre  vom  Licht  Baael 

1869  in  8.,  —  etc" 

S84«  Der  ebene  Spiegel.  Alle  Strahlen,  welche  von  einem 
leuchtenden  Puncte  auf  einen  ebenen  Spiegel  fallen,  werden  dnrch 
diesen  (283)  so  zurückgeworfen,  wie  wenn  sie  direct  aus  dem 
symmetrischen  Puncte  (88)  kommen  würden,  und  dieser  letztere 
Punct  heisst  darum  Bild  des  erstem,  —  ist  aber  nur  ein  fingirtes, 
nicht  ein  reelles  Bild,  da  die  Strahlen  nicht  wirklich  durch  ihn 
gehen.  —  Ein  Punct  wird  bei  einer  bestimmten  Stellung  des  Augea 
in  einem  solchen  Spiegel  gesehen,  wenn  die  Gesichtslinie  nach 
seinem  Bilde  den  Spiegel  trifft.  Femer  haben  Gegenstand  und  Bild 
dieselbe  Ghrösse.  —  Trifft  ein  Strahl  auf  die  Kante  zweier  zu  ein- 
ander senkrechter  Spiegel  ein,  so  bilden  die  beiden  reflectirten 
Strahlen  eine  Gerade,  —  eine  Eigenschaft,  auf  welcher  der  sog. 
Heliotrop  von  Gauss  berulit.  —  Bildet  der  Winkel  a  zweier 
Spiegel  einen  aliquoten,   z.  B.  den  n^"  Theil  von  360^,  so  glaubt 
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man  jeden  zwischen  ihnen  befindlichen  leuchtenden  Ponct  n-fach 
zu  sehen,  nnd  zwar  erscheint  er  mit  seinen  Bildern  symmetrisch 
in  einem  Kreise  geordnet,  dessen  Gentram  in  der  Kante  der  Spiegel- 
ebenen liegt,  —  man  hat  ein  sog.  Kaleidoskop« 

Das  beil&ufig  bemerkte  Glitzern  der  Fenster  eines  fernen  Kirchthurmes 
soll  Gauss  auf  den  Gedanken  gebracht  baben,  einen  schwer  sichtbaren  Rieht- 
punct  dadurch  scharf  anvisirbar  eu  machen,  dass  man  mit  einer  Httlfsvor- 
richtung,  für  welche  der  Text  nnd  222  zu  vergleichen,  von  diesem  Puncte 
aus  Sonnenlicht  gegen  den  Beobachter  hin  reflectire.  Statt  seines  Heliotropen 
(vergl.  für  denselben  GOtt  gel.  Anz.  1821,  sowie  Astr.  Nachr.  Bd.  1  und  6)  wird 
jetzt  meistens  folgender  Einfachere  benutzt,  den  Baeyer  in  seinem  Werke 

„Die  KUstenvermessung.  Berlin  1849  in  4.^ 
vorgeschlagen  hat:  Ein  Über  dem  Visir- 
puncte  aufgestelltes  Brett  trägt  einen  um 
zwei  Axen  drehbaren,  in  der  Mitte  bei  a 
durchbrochenen  Spiegel  S,  und  ein  durch 
einen  Deckel  d  verschliessbares  Rohr  F 
mit  Fadenkreuz  b;  man  stellt  zuerst  ab 
nach  dem  Stationspuncte  ein,  —  dann  wird 
d  geschlossen,  S  gedreht,  bis  das  Sonnen- 
licht das  Fadenkreuz  erhellt,  und  der  von  a  herrührende  dunkle  Fleck  durch 
dasselbe  gleichmSssig  getheilt  wird,  —  schliesslich  d  wieder  geöffnet  Für 
einen  verwandten  Heliotropen  von  StelDhell  vergl.  Schumacher's  aatron. 
Jahrb.  auf  1844.  —  Für  das  Kaleidoskop,  auf  das  sein  Erfinder  Brewster 
1817  ein  Patent  nahm,  vergl.  dessen  Schrift  „On  the  Kaloidoscope,  Its  history, 
theory  and  conatruction.  Edinburgh  1868  in  8^* 

985»   Hohlspiegel  und  CODYezspiegeL   Von  einem  sphärischen 

Hohlspiegel  des  Mittelpnnctes  C  wird  jeder  von  einem  leuchtenden 

Puncte  D  einfallende  Strahl  DM  (s.  Fig.  1)  so  nach  MB  zurück- 
geworfen,  dass  (110) 

BC:CD  =  BM:MD 

oder  angenähert 

BC:CD  =  BA:AD 

also  nahe  (116)  A,  B,  C,  D  harmonische  Puncte  sind.   Der  Punct 

B,    in  welchem  somit  nahe  alle  reflectirten   Strahlen  den  in  sich 

selbst  zurückgeworfenen  sog.  Hauptslrahl  DA  schneiden,  ist  das 

reelle  Bild  von  D,  xmd  kann  aus  A,  C,  D  nach  116  durch  Con- 

struction  gefunden  werden.   Bezeichnen  a,  2p,  a  die  Blldwelte 

AB,  den  Radius  AC  und  die  CregeDStandswelle  AD,  so  folgt 

aus  obiger  Proportion 

a  = —  oder =  —  1 

a  —  p  aap 

Ist  a  sehr  gross,  wie  z.  B.  für  die  Sonne,  so  wird  a  =  p,  und  es 
heisst  daher  p  als  Sonnenbild  weite  Brennweite.  Für  a<cp  wird 
a  negativ,  oder  es  entsteht  ein  hinter  dem  Spiegel  liegendes  fingir- 

26* 
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tes  Bild.  Gegenstand  nnd  Bild  haben,  wie  die  Hanptstrahlen  der 
äussersten  Pnncte  des  Gegenstandes  lehren,  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Lage,  je  nachdem  sie  auf  gleicher  oder  entgegengesetzter 
Seite  des  Mittelpunctes  liegen,  —  ihr  Grössenverhältniss  aber  stimmt 
mit  dem  Verhältniss  ihrer  Abstände  vom  Mittelpnncte  überein.  — 
Wird  der  Radius  eines  sphärischen  Hohlspiegels  negativ,  so  geht 
er  in  den  sphärischen  Convexspiegel  (Malerspiegel)  über,  so  dass 
für  diesen 

fl5  :t= x —  oder = 9 

a-f-p  a        a  p 

d.  h.  jedes  Bild  hinter  dem  Spiegel,  aufrecht  und  verkleinert  ist 
—  Zylindrische  und  conische  Spiegel  wirken  in  der  Richtung  der 
Kanten  als  ebene,  senkrecht  zur  Axe  als  sphärische  Spiegel  und 
geben  darum  Zerrbilder.  Bei  jedem  nach  einer  Linie  zweiten  Grades 
geschliffenen  Hohlspiegel  endlich  werden  alle  aus  dem  einen  Brenn- 
puncte  einfallenden  Strahlen  in  den  andern  Brennpunct  zurück- 
geworfen, —  so  z.  B.  bei  einem  parabolischen  Spiegel  alle  parallel 
zur  Axe  einfallenden  Strahlen  in  den  Brennpunct  concentrirt 

Den  Satz:  „Beim  sphärischen  Hohlspiegel  sind  Bild  nnd  Gegenstand,  in 
Beziehung  auf  Mitte  und  Mittelpunct  des  Spiegels  als  zugeordnete  Punete, 
einander  harmonisch  zugeordnet^  theilte  ich  1843  in  Grunert's  Archiv  (HI  444) 

mit.  —  Aus  Dreieck  BMC  folgt 

Sv vKfr-rc,^^"'-''--''--?^ Jd        ""  *^ßin(2v--w)""  *^öin2v— Cos'iv.Tgw 
"--.v4;^,-;rr         IH^'  _„   Sinv— Cosv[2pSinv;(CD+2pCoBV)l_ 

"^^-C^N^-'-V  ""  ^Öin2v— Co8  2v[2p8inv:(CD+2pCo8v)]~ 

"7"^\J'"^"*^  _„  CD.  Sin  V p.CD 

\^^--  "~  ^CD.8in2v  +  2p8inv""p  +  CD.Co8V 

^  Bei  ganz  kleiner  Oeffhung  oder  sog.  Apertur 

des  Spiegels  darf  Cosv^l  gesetzt  werden,  so  dass  in  diesem  FaUe  nach  3 

BC:CD  =  2p:2(p  +  CD)        oder        BC:CD  =  BA:AD 

und,  wenn  üherdiess  CD:=oo  ist,  BC=:p,  —  wie  dieses  Beides  im  Texte 
als  N&heruDg  gefunden  wurde.  FUr  jeden  andern  Werth  von  v  wird  dagegen 
BC  grösser  als  für  v  =  0,  und  ^war  hat  man,  wenn  B'G  dem  gröasten  Werthe 
v'  entspricht,  den  v  bei  der  gegebenen  Apertur  des  Spiegels  annehmen  kann, 
B  C  aber  mit  v  =  0  correspondirt, 

B^r      BP-  P-^^ p.CD    _        p.CD«.(l  — CosvQ 

*"p  +  CD.Co8v'  p  +  CD  ~  (p  +  CD)(p  +  CD.Co8vO  * 
so  dass  die  sog.  Längenabwelchniig  mit  der  Oeffhung  des  Spiegels  an- 
nimmt, —  für  CD=:0  oder  v' =  0  aber  verschwindet  Kann,  -wie  fllr 
parallel  zur  Axe  einfallende  Strahlen,  p  gegen  CD  vernachlässigt  -werden, 
so  wird  die  Längenabweichung,  wenn  üherdiess  a=2pSinv'  als  Maass  ^[kr 
die  Apertur  eingeführt  wird,  sehr  nahe 

^_  p(l  — CosvQ  __  p(l  — |/l--(a:2p)«')  _  a« 

"■         Cosv'         ""  ]/l  — (a:2p)«  ""  »P 

und  dieser  Längenabweichung  entspricht  als  Bild  des  Punetes,  anstatt 


—  Die  Optik.  — 


389 


Pnnctes,  ein  Kreis  des  Radius 

B  =  1 .  Tgv'  =  nahe 


16  p* 


oder  auch  eine  Seitenabweichung;  t  welche  der  Deutlichkeit  des  Bildes 
£intrag  thut  —  Aus  3  geht  hervor,  dass  alle  von  D  ausgehenden  Strahlen 
DM,  welche  in  derselben  Distanz  AM  vom  Pole  A  des  Spiegels  auf  diesen 
Letztem  fallen,  nach  der  Reflexion  in  demselben  Puncte  B  zusammenkommen. 
Es  sind  diese  letztern,  in  3 — 5  enthaltenen  Sätze  bereits  von  Roger  Baeo 
(Ilchester  in    Sommerset   1216   —    Oxford    1294;    Franziskaner),    dem   sog. 

Doctor  mirabilis  des  Mittelalters,  in  sei- 
nem „TractatuB  de  speculis  (Ed.  Joh.  Com- 
bach,  Francof.  1614  in  4.)^  ausgesprochen 
worden.  —  Sind  PM  und  QN  zwei  parallel 
zur  Axe  eines  sphärischen  Hohlspiegels  ein- 
fallende Strahlen ,  und  macht  man  D  p  c= 
DP  oder  Mp^MP,  und  entsprechend 
NqzzNQ,  80  sind  Mp  und  Nq  die  reflec^ 
tirten  Strahlen,  welche  sich  in  £  schneiden. 
Nun  hat  man  nach  Construction  Are  Mp  — 
Are  Nq  =  Are  MP  —  Are  NQ  =  2  .  MN, 
und  Are  p  q  =  Are  .  N  p  —  Are  .  N  q  = 
MN  +  Mp  — Nq  =  3MN,  —  und,  wenn 


MN  sehr  klein  ist,  sehr  nahe 

pq 


=  V,.Eq=V.Ep  =  V4-Mp 


Da  endlich  Arc.Mp^ Arc.MP:=2MG,  so  hat  man,  um  den  Punct  £  zu 
finden,  wo  ein  Strahl  PM  nach  seiner  Reflexion  durch  den  benachbarten 
reflectirten  Strahl  getroffen  wird,  nur  Arc.Mp=:2.MG  aufzutragen,  und 
V4  der  Verbindungslinie  Mp  zu  nehmen.  Der  Ort  des,  schon  von  Barrow 
(vergl.  seine  Lectiones)  in  einzelnen  einfachen  Fällen  aufgesuchten  Punctes  £, 
welcher  in  dem  vorliegenden  Falle  mit  der  von  H  beim  Wälzen  des  Kreises 
HI  auf  IF  beschriebenen  Epicycloide  Übereinkömmt,  und  z.  B.  in  einem  mit 
Wasser  gefällten  Olase  sichtbar  wird,  heisst  Brennlinie  oder  Cataeanatleat 
und  wurde  zuerst  durch  Hodens  in  seinem  schon  1678  verfassten  „Trait^ 
de  la  liimi^re^%  —  dann  auch,  aber  wenigstens  anfänglich  fehlerhaft,  von 
Graf  Ehrenfried  Walter  von  Taehlrnhausen  (Kieslingswalde  bei  Görlitz 
1651  —  Dresden  1708*,  auswärtiges  Mitglied  der  Pariser- Academle,  viel  auf 
Reisen)  in  mehreren  Vorlagen  an  die  Pariser-Academie  behandelt,  —  endlich 
von  Jakob  und  Johannes  Bernoulli  (vergl.  ihre  Opera  und  die  Analyse  des 
infinimens  petits)  nebst  der  Diacaustica  (s.  290)  allgemein  untersucht.  Als 
betreffende  Arbeiten  aus  der  neuern  Zeit  mögen  zum  Schlüsse  noch  „Auguste 
De  la  Rlve  (Genf  1801;  Professor  der  Physik  in  Genf  und  auswärtiges 
Mitglied  der  Pariser-Academie),  Dissertation  sur  la  partie  de  l'optique  qui 
tralte  des  courbes  dites  caustiques.  Gen^ve  1823  in  8.^  und  „Strauch  •  Das 
umgekehrte  Problem  der  Brennlinien.  Wien  1862  in  4.  (Auch  Wiener  Denk- 
schr.  20)^  angefahrt  werden. 

« 

SS6.   Die  totale  Reflexion.   Bezeichnet   a  den  Einfallswinkel, 
ß  den  Brediungswinkel  und  n  den  Brechungsexponenten,  so  ist  (283) 

Sin  «  :  Sin  /9  =  n  :  1 
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und  es  entsprechen  sich  somit 

a  ::>►  ß  und  n  r=>  1  a  =  ß  und  n  =  1  a  -<r  ß  und  n  <z  1 
oder  es  wird  ein  Strahl  im  Allgemeinen  in  Beaiehung  auf  das  Ein- 
fallsloth  zugebrochen,  nicht  gebrochen  oder  weggebrochen,  je  nach- 
dem  n  grösser ,  gleich  oder  kleiner  Eins.  Ist  jedoch  n  <c  1  und 
a  ::=s^  Are  Sin  n,  so  wird  ß  unmöglich;  es  kann  also  der  Strahl 
nicht  passiren,  sondern  kehrt  durch  sog.  totale  Reflexion  in  das 
alte  Mittel  zurück,  so  dass  in  diesem  Falle  die  brechende  Fläche 
wie  ein  Spiegel  wirkt.  . 

Die  im  Texte  erhaltene  BedinguDg  für  die  totale  Reflexion  stimmt  offenbar 
genaa  mit  der  in  283  ans  der  Undulationstheorie  Abgeleiteten  ttberein.  — 
Der  Name  totale  Reflexion  ist  um  so  berechtigter,  als  nach  den  Versuchen 
von  Arago  (vergl.  dessen  Oeuvres  Vol.  10)  und  Paul-Auguste-Emest  Laugler 
(Paris  1812;  früher  Adjunct  der  Pariser-Sternwarte,  jetst  Mitglied  der  Aca- 
demie)  bei  Benutzung  eines  Reflexionsprisma's  (vergl.  das  gebrochene  Fem- 
rohr in  221}  wirklich  fast  kein  Licht,  jedenfalls  entschieden  viel  weniger  als 
bei  einem  gewöhnlichen  Spiegel,  verloren  geht. 

%Sftm  Die  Reflractioil.  Denken  wir  uns  die  Atmosphäre  als  eine 
Folge  concentrischer  und  homogener  Schichten  der  Brechungsexpo- 
nenten  j^,  so  verhält  sich  nach  283 

Sincn  :  Sinbn  =  ^n  +  i :  ^n 
während  trigonometrisch 

Sin  bn  :  Sin  Cn  4.  i  =  a^  4.  i :  an 
und  es  ist  daher 

an  •  /lin  •  Sin  Cn  =  an  + 1  •  fin  + 1  •  Sin  Cn  + 1  =  y  1 

wo  y  eine  Constante.  Bezeichnen  daher  z  und  z'  den  ersten  und 
letzten  Einfallswinkel  (die  wahre  und  scheinbare  Zenithdistanz), 
r  =  z  —  z'  die  Ablenkung  des  Lichtes  durch  die  Atmosphäre  oder 
die  sog.  RefractlODf  und  setzt  man  fiQ  =  l^  ^1^^  =  ny  während 
man  die  Höhe  der  Atmosphäre  gegen  den  Erdradius  vernachlässigt, 
so  ist  nahe 

Smz  =  nSinz'         r  =  °j=jL  Tg  «' = -^^^^  Tg  z       S 
also  die  Befraction  nahe  der  Tangente  der  Zenithdistanz  proportional. 

Ans  1  folgt  unmittelbar  in  der  im  Texte  angegebenen  Weise 

Shiz  =  nSin2' 
und  hieraus,  je  nachdem  man  z  oder  z'  eliminirt 

8in(r  +  Ä0  =  n8in«' 
ShiB=:n8in(E  — r) 

oder  nahe 

r  Sin  1"  .  Cos  z'  +  Sin  z'  =  n  Sin  z' 

Sin  z  =  n  Sin  z  —  n  r  Sin  1"  .  Cos  z 

woraus  dann  sofort  die  übrigen  Gleichungen  2  folgen. 
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Fftr  die  weitere  Entwicklnng  der  Befraction,  die  Geaohlchte  dieser  Discipün, 
und  die  betreifenden  Tafeln  vergl.  800. 

M8»  Das  Prisma.  Die  Ablenkung  a  eines  Lichtstrahls  in  Folge 
seines  Durchganges  durch  ein  sog.  Prisma  des  brechenden  Winkels 
b  und  des  Brechungsexponenten  n  wird  durch  die  Beziehungen 

Sin  «1  =  n  Sin  ß^  Sin  /Jj  s  n  Sin  oj  1. 

b  =  /?i  +  «2  a  =  ai  +  Ä  —  b  % 

bestimmt.  Für  a|  = /?2  oder  /?i  ==  ck^  wird  a  ein  Minimum,  und 
wenn  man  daher  das  Prisma  so  lange  dreht,  bis  der  Winkel  des 
directen  und  doppelt  gebrochenen  Strahles  am  Auge  ein  Minimum 
ao  annimmt,  so  hat  man 


ap  +  b 
«1  =  — 2~ 


Ä=^ 


^ft;._?o  +  b.gj^b_      3 


n=:  Sin 


und  kann  somit  n  bestimmen. 


Aus  1  folgt 


oder 


Sin  Ol  .  Sin  ot  =  Sin/^j .  Sin/9^ 


Co8  (oi  —  Ol)  —  Coß  («1 4-  «s)  =3 
=  Cos  (Ä  -A)-.Co8  (A+A)         S 

Ferner  folgen  ans  1 

CoB  Ol  .  d  «1  =  n  .  OoB  A  •  d  A 
Cos  A  •  <i  A  ^  >^  •  Cos  cct  .  d  cct 

und,  zum  TheU  mit  Hülfe  hievon  und  Ton  4, 


d«! 


aus  2  sttceeBBive 
dcct  =  — dA 

da  _ 

dA  "■ 
SoU  a  ein  llinimnm  annehmen,  bo  muBS  somit 


dA  =  — n 


CoB 


«t 


CobA 


.dA 


d  A        d  A  Co8  «1 .  Cos  A 


folgUch 


A  —  A  !=  «1  —  «t 
A  =  »i 


also  nach  6 


A+A  =  «i  +  «t 


m   CQ 


laeld«  cum  Nachzeiohnen. 


and  A  =  «t 

sein,  w.  z.  b.  w.  Für  einen  etwas  andern  Beweis 
vergl.  E.  L.  Bauer  in  Bd.  8  von  Garl's  Reper- 
toriiun  der  technischen  Physik.  —  Jeder  auf  eine 
Eathetenfl&che  eines  Prisma's  A  senkrecht  ein- 
faUende  Strahl  tritt  nach  doppelter  Reflexion 
normal  zu  der  andern  Eathetenflftche  aus,  und 
man  sieht  daher  auf  einem  unter  dem  Prisma 
liegenden  Papier  gleichzeitig  einen  seitlichen 
Gegenstand  und  einen  Zeichnungsstift;  hierauf 
basirt  die  von  Wollaston  erfundene  Camer« 


9S9.  Die  linsen.  Ein  von  zwei  Eugelsegmenten  der  Radien  R 
und  r  begrenzter  durchsichtiger  Körper  heisst  biconvexe  LliiBe^ 
die  mit  der  Centraldistanz  zusammenfallende  Gerade  Axe  derselben, 


wo 

p 
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der  in  die  Linse  fallende  Theil  d  der  Axe  Dleke^  und  die  Mitte 
der  Dicke  MlUelpanct  der  Linse.  Bezeichnet  n  den  Brechongs- 
exponenten,  so  erhält  man  unter  Annahme,  dass  der  einfallende 
Strahl  einen  kleinen  Winkel  mit  der  Axe  bilde  oder  ein  Central- 
strahl  sei,  und  d  vernachlässigt  werden  dürfe  (103;  283;  Fig.  1) 

1.11^                         ap              .       P^ 
=  —         oder         a  = —  =  p  H ^ — 

a        a        p  a  —  p       ^       a  —  p         ^ 

Es  gilt  also  für  die  hiconvexe  Linse  dasselbe  Gesetz  wie  für  den 
Hohlspiegel  (285),  folglich  bietet  sie  auch  ganz  analoge  Erschei- 
nungen dar.  —  Schlägt  R  durch  das  Unendliche  (planconvexe  Linse) 
in  einen  negativen  Werth  (concav-convexe  Linse)  über,  so  ändert 
sich  das  Gesetz,  so  lange  Rr:=>r  bleibt,  nicht,  indem  dadurch  nur 
die  Brennweite  p  etwas  grösser  wird.  Es  haben  also  die  bi-,  plan- 
und  concav-convexen  Linsen  gleiche  Eigenschaften,  namentlich  das 
Bestreben,  die  Convergenz  der  Strahlen  zu  befördern,  —  sie  bilden 
die  Classe  der  Sammellinseii  oder  Brenngläser.  —  Wird  rr>R 
(convex-concave  Linse),  oder  schlägt  auch  noch  r  durch  das  Un- 
endliche (planconcave  Linse)  in  einen  negativen  Werth  (biconcave 
Linse)  über,  so  wird  p  negativ,  so  dass  diese  drei  Linsenarten 
nunmehr  mit  dem  sphärischen  Convexspiegel  (285)  gleiches  Gesetz 
und  somit  gleiche  Eigenschaften  haben;  namentlich  befördern  sie 
die  Divergenz  der  Strahlen,  und  bilden  somit  die  Classe  der  Zer» 
streaans^slinsen» 

Nach  dem  Werke  ^Dlscoverles  in  the  mins  of  Niniveh  and  Babylon. 
London  1833^^  wurde  Brewster  eine  zu  Ninive  gefundene  planconvexe  Berg- 
kristall-Linse  zur  Untersuchung  übergeben;  er  fand  bei  ihr  auf  l'',6  Durch- 
messer eine  Brennweite  von  4 '',5,  und  sprach  des  Bestimmtesten  aus,  dass 
man  sie  nicht  als  eine  Zierath,  sondern  als  eine  Probe  eines  assyrischen  Ver- 
grössemngsglases  zu  betrachten  habe.  Es  scheinen  also  die  Linsen  schon  den 
Alten  bekannt  gewesen  zu  sein,  und  die  von  1317  datirende  Grabschrift  in 
Florenz  „Qul  giace  Salvino  degli  Armati,  Inventore  degli  occhiali  Dio  gU 
perdoni  le  peccata^  würde  uns  somit  nicht  den  eigentlichen  Erfinder  der 
Brillen,  sondern  nur  etwa  demjenigen  bezeichnen,  der  sie  förmlich  fabricirte 

und  in  Handel  brachte.  —  Die  zur  Ablei- 
tung der  von  Barrow  in  seinen  „Lectio- 
nes  (s.  283)^^  zuerst  gegebenen  Beziehung 
=2=ri>  2   im   Texte  aufgestellten   Gleichheiten   1 
ergeben   sich  aus   den   Dreiecken  ABO, 
BGD  und  FCD,  FGE  nach  108  und  283 
ohne   Schwierigkeit:    Bezeichnen  n&mllcb 
e,  b,  e',  b'  die  Einfalls-  und  Brechungswinkel  an  den  beiden  Linsenfl&eheo, 
—  9  und  if>'  aber  die  Winkel,   welche  r  und  R  mit  der  Axe  bilden,    bo 
})at  maq 


— 
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Rin^  :Siiie=:AB  :  AG 
Sinb  :Sin9=:6D  :BD 
Sin  e  :  Sin  b  z=  n  :  1 

und         Sin  e' :  Sin^'  =  F  D  :  C  D 
Siu9':Sinb'  =  CE  :FE 
Sinb' :  Sin  e' =  n  :1 
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n.AB.OD  =  AG.BD  n.FD.CE  =  CD.PE 

und,  wenn  der  Strahl  die  Linse  in  der  Distanz  h  ^  a .  ^  von  der  Axe  passirt, 
sehr  nahe 


OD=-l/h.  +  (x  +  ^y  =a(i+i±«  a,.)  ,    FE  =  R  +  „ 

folgUch 

woraus  bei  Vemachläasigung  von  q  und  d 

anr  xR  arR 


x=r 


a(n  — 1)— -r  x(n  — 1) +  nR  ""  a(n  —  1)  (r +  R)  — rR 

oder  die  1  folgen,  aus  denen  hervorgeht,  dass  wenn  die  Gegeiistaiidswelte  a 
von  oo  bis  auf  die  Brennweite  p  abnimmt,  die  Bildweite  von  p  bis  cx>  zu- 
nimmt —  Vom  Brennpuncte  kommende  Strahlen  treten  aus  einer  Linse  parallel 
aus,  und  wenn  sie  somit  auf  eine  zweite  Linse  derselben  Axe  fallen,  so  ver- 
einigen sie  sich  in  ihrem  Brennpuncte  neuerdings.  Diese  Eigenschaft,  die  be- 
wirkt,  dass   man  mit  einem  Femrohr  in  ein  anderes  Fernrohr  hineinsehen 

kann,  benutzte  Gauss  (vergl.  Astron. 
Nachr.  1824,  Nr.  43)  in  folgender  Weise, 
um  Fadendistanzen  (vergl.  840)  direct  zu 
messen:  Er  beleuchtete  die  zu  messen- 
den Faden,  indem  er  das  Ocular  des 
sie  enthaltenden  Fernrohrs  gegen  den  hellen  Himmel  richtete,  stellte  dann 
dem  betreffenden  Objective  I  das  Objectiv  11  eines  Theodoliten  gegenüber, 
sah  so  die  Faden  a  und  b  in  a'  und  h\  und  mass  nun  den  wegen  1 1|  2  der 
Fadendistanz  a  gleichen  Winkel  a*  in  gewöhnlicher  Weise.  Auf  entsprechende 
Art  kann  man  die  Durchmesser  von  Kreismikrometem  (s.  347),  etc.,  be- 
stimmen, —  femer,  wie  schon  1769  Lambert  in  einem  Briefe  an  Brander 
hervorhob,  und  dann  wieder  David  Rlttenhouse  (Germantown  bei  Phila- 
delphia 17p  —  Philadelphia  1796;  Uhrmacher  und  Mechaniker  in  Philadelphia, 
später  Münzmeister  der  Vereinigten  Staaten)  betont  haben  soll,  ein  künstliches 
Signal  in  der  Nähe  erhalten,  das  sich  wie  ein  unendlich  Fernes  verhält  (vergl. 
290,  330),  —  etc.  —  Während  bei  Aufstellung  der  Formeln  1  die  Dicke  d 
der  Linse  vernachlässigt  wurde  ,  so  kann  man ,  ohne  diess  nöthig  zu  haben, 
für  eine  Linse,  ja  für  ein  ganzes  System  brechender  Flächen,  ganz  ebenso 
einfache  Gesetze  erhalten,  wenn  man  folgenden,  von  Gauss  in  seiner  Ab- 
handlung „Dioptrische  Untersuchungen.  Göttingen  1841  in  4."  vorgezeichneten 


\ 
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Weg  einsehlftgt:   Stellt  man  den  auf  eine  brechende  Flftche  des  Radine  r 

in  P  einfjftllenden  Strahl  durch 

y  =  |.(x-N)  +  b  S 

den  gebrochenen  Strahl  aber  dnrch 

dar,  wo  n  und  n'  die  Breehnngs- 
exponenten  der  beiden  Mittel,  ß 
und  p*  aber,  da  nur  Oentralatrahlen 
in  Betracht  fallen,  kleine  Grössen 
erster  Ordnung  sein  mögen,  und  N  den  Abstand  des  Punctes  N  von  irgend 
einem  in  der  Axe  gew&hlten  Anfangspuncte  beceiohnen  soll.  FQr  P  ist 

X  =  N  -j-  r  (1  —  Cos  Ö) 

wo  e  ebenfalls  als  eine  kleine  Grösse  .der  ersten  Ordnung  su  betrachten, 
also  hat  man  nach  8  und  4 

r.^(l  — CoBÖ)+b.  =  r.-^(l  — Cosö)+V        oder        b=sb' 

bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung  genau.  Nun  hat  mau  aber  eioerseiti 

MQ^  _MQ^;r  _  8inMPQ^:CosA^  _   nCosX 
MQ  ""  MQ:r  ^   BinMPQrCosX   ""  n'OosA' 

und  anderseits  nach  8  und  4,  da  M  —  N  =  r 

MQ^_  tf'r:nO  +  V  ß'r  __  nCosA    /         ^r\ 

oder,   da  X  und  X'  kleine  Grössen  sind,  ebenfalls  bis  auf  Grössen  dritter 
Ordnung  genau 


Sind  mehrere,  s.  B.  vier,  brechende  Flllchen,  und  bezeichnen  N^,  N',  N",  N* 
ihre  Durchschnittspuncte  mit  der  Axe,  —  M^,  M',  M'',  M*  ihre  Mittelpuncte, 
—  n^,  n',  n'',  n"',  n*  aber  die  Brechungsexponenten,  so  kann  man  ent- 
sprechend 3  und  4  den  einfallenden  Strahl  und  die  suocessiven  gebrochenen 
Strahlen  durch 


y  =  -^(x-N«)  +  bO=-^(x-NO  +  b' 
y  =  -^(x-N')  +  b'=^(x-N'0  +  b'' 

y  =  -|J-(x-N«)  +  b» 


6 


darstellen,  wo,  wenn  sur  Abkürzung 


N'  — N» 


=  t' 


N"  -  N' 


iH 


n 


N*  — N" 


n 


IH 


c=t* 


n^  — pO 


=  uO 


n''  — n' 

. ^  u 

N'  — M'  ^ 


n"'  — n" 


N"  — M" 


=:u 


44 


n*  —  n 


444 


N*— M« 


=  u'' 
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gesetst  weiden,  mit  Httlfe  von  5  die  Beziehungen 

/?'  =  /8«  +  u»b»        p''zsfi'  +  \k*b*       ß**'z=ß*'-\-\i**h*'       f=2ß'"  +  n*h* 
h'=2h^  +  ß*i*  b"  =  b'  +  /?"t"  b*  =  b"+^'"t* 

statt  haben,  aus  denen  durch  successive  Elimination 

b*=rg.b»  +  h./J«  ^s=k.b«  +  l./8«  8 

folgen,  und 

g  =  l  +  u»(t'  +  t''  +  t*)  +  u'(t"  +  t«)  +  u"t*  +  uOu'(tn"  +  t't«)  + 

+  u»  u"  (i*  t*  4- 1"  t«)  +  u'  u"  t"  t*  +  u«u'  u"  t'  t"  f 
h=t'  +  t"-f  t*  +  u'(t't"  +  t't*)  +  u"(t't*  +  t"t*)  +  u'u"tU"t» 

k==u«  + u'  +  a''  +  u*  + u»u't'-j-- «•'!"(*'  + t'O +  !»"«*(*'  +  *''  +  *•) + 
+  u'  u"  t"  +  u'  u«  (t"  + 1*)  +  u"  u*  t*  +  u»  u'  u"  t'  t"  +  9 

-j-  u»  u'  u*  (f  t"  + 1'  t*)  +  u»  u''  u»  (f  t"  + 1"  t«)  +  u'  u"  u*  t"  t*  + 

4- u»  u' u"  u*  V  t"  t* 

I=:l+un'  +  u''(t'  +  t'0+ii*(t'  +  t"  +  t*)  +  u'u"t't"  + 

4-  u'  u«  (f  t"  + 1'  t*)  +  u''  u*  (f  f  +  V  t«)  +  u'  u''  u«  t'  t"  t* 

ist,  80  daes 

gl  — hk=l  lO 

wird,  und  somit  die  8  durch 

b»  =  l.b*  — h./?«  /8«  =  — k.b»  +  g./?»  11 

ersetsbar  sind.  Es  ist  dabei  su  bemerken,  dass  8,  10  und  11  nicht  nur  fUr 
yier,  sondern  fdr  jede  beliebige  Anzahl  von  brechenden  Fliehen  bestehen, 
und  von  C&aosa  in  der  erwähnten  Abhandlung  unter  Anwendung  einiger  durch 
Eoler  in  Bd.  9  der  Comm.  nov.  Petrop.  erwiesenen  Relationen,  welche  ich 
aber  hier  nicht  voraussetsen  wollte,  auch  allgemein  erwiesen  wurden.  — 
Bind  {  und  ri  die  Coordinaten  eines  gegebenen  Punctes  P  im  einfsllenden 
Strahle,  so  hat  man  nach  6^  und  11 

,=?^^-(|-K^  +  I..-h^  Ode,  ,.^n.,+[n»^--ga-K.)3^^^ 
wofür,  wenn  man 

^  n01-k(|~N«)  *  nn-k(l-NO)       **  " 

setzt,  die  letzte  6  In 

fibergeht,  womit  bewiesen  ist,  dass  ein  Punct  P*  der  Coordinaten  |*  und  i}* 
in  dem  letztaustretenden  Lichtstrahle  liegt  Da  femer  |*  und  ij*  nur  von  (  und 
if,  nicht  auch  von  /9^,  abhängig  sind,  so  bleiben  sie  ffir  alle  durch  P  einfallenden 
Strahlen  dieselben,  oder  es  gehen  alle  von  P  kommenden  Strahlen  nach  der 
letzten  Brechung  durch  P*,  so  dass  man  P*  als  das  Bild  von  P  betrachten 
kann.  —  Ersetzt  man  die  erste  und  letzte  6  durch 

y  =  5-(x-Q)  +  B  und  y  =  g.(x-Q#)  +  B«  M 

so  ist 

h^  =  B  +  0.ßO      B*z=h*  +  e*a*      wo      g=^^T^       g*=  ^*"I^*16 

•^  n"  n* 

also  mit  Hfilfe  von  8 

B*=rG.B  +  H./80  /9*  =  K.B  +  L  ./?•  11 

wo 

G  =  g  +  k.^        H  =  h  +  g^  +  k^ö*  +  l^        Kssk        L  =  l  +  k9    IS 
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Nimmt  man  z.  B.  statt  Q  und  Q*  zwei  Pnncte  E  und  E*  so  an,  daas 

,   =1Z±  oder  E   =Q  ^1,o_3lO^ 

k  k 

g»=  ^7^  oder  E*sQ*  =  N*+  "*^V"^^^ 


19 


M 


also  nach  18,  mit  HlUfe  von  10, 

Gzzi  Hz=0  K=:k  L  =  l  SO 

so  entsprechen  sich  nach  15 

y  =  -g^(x-E)  +  B  und  y=  ^"  +  ^  (x-E*)  +  B         «I 

Nimmt  man  dagegen  statt  Q  und  Q*  zwei  Puncte  F  und  F*  so  an,  dass 

1  ln<^  n® 

e   =-j^--  oder  F   =Q    =NO  +  -iJ-  =  E   +\- 

^  =  ^^  oder  F*  =  Q«=sN«  — ^^  =  E«— ^ 

k  k  k 

also  nach  18,  mit  HtUfe  von  10, 

G  =  0  H  =  -.i.  K  =  k  L  =  0 

k 

80  entsprechen  sich  nach  16 

y  =  £5-(x-F)  +  B'  und  y  =  JL£- (x  -  F«)  — ^  M 

Legt  man  durch  E  eine  brechende  Fläche  des  Halbmessers  (n^  —  n*)  :  k, 
und  denkt  sich  die  n^  und  n*  entsprechendes  Mittel  dlreot  an  sie  grenzend, 
so  entsprechen  sich  nach  3,  4,  5 

y  =  -^(x-E)  +  B  und  y-JLLt^(x_E)  +  B         M 

als  einfallender  und  gebrochener  Strahl,  und  es  ergibt  somit  die  Yergleichung 
von  21  und  25  den  merkwürdigen  8atz,  dass  der  letzte  Weg  eines  durch 
verschiedene  brechende  Flächen  und  Medien  aus  einem  Mittel  in  ein  anderes 
Mittel  gegangenen  Strahles  in  Beziehung  auf  E*  dieselbe  Lage  hat,  wie  ihn 
ein  Strahl  in  Beziehung  auf  E  hätte ,  wenn  er  direct  aus  dem  ersten  in  das 
letzte  Mittel  durch  die  Eine  brechende  Fläche  in  E  gegangen  wäre.  —  In 
dem  speciellen,  aber  besonders  wichtigen  Falle,  wo  n^  =  n*  und  daher  Vor- 
stehendes unzulässig,  wollen  wir  in  E  eine  unendlich  dflnne  Linse  der  Brenn- 
weite —  n^:k  annehmen.   Sollen  sich  an  derselben 

y=|i(x-E)  +  B  und  y--i^(x-E)  +  B' 

als  einfallender  und  ausfallender  Strahl  entsprechen,  so  muss  einerseits  B  =  B' 
sein,  da  die  fttr  x=:E  aus  den  beiden  Gleichungen  hervorgehenden  Werthe 
übereinstimmen  müssen;  anderseits  geben  die  beiden  Gleichungen,  wenn  a 
und  a  entsprechend  wie  im  Texte  Gegenstandsweite  und  Bildweite  bezeichnen, 

für  y  =  0 

«               Bno                                   ^            B'n*            Bn« 
a  =  E-x  =  -^  «  =  x-E  = ^,,-  = ^ 

so  dass  nach  1 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  26*  und  vergleicht  mit  21*,  so  ergibt  sich, 
dass  der  nach  einer  gewissen  Anzahl  von  Brechungen  in  das  erste  Mittel 
zurückkehrende  Strahl  gegen  E*  genau  so  liegt,  wie  ein  nur  durch  die 
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gegebene  Linse  gegangener  Strahl  gegen  E.  Diese  beiden  merkwürdigen  Puncto 
E  und  E*  hat  Gauss  Hanptpnncte  genannt,  —  und  da  fttr  $  =  E  mit  Be- 
nutzung von  10  und  10  aus  13  sich  ^  =:  E*  und  17*  :=  17  ergibt,  so  ist  einer- 
seits der  zweite  Hauptpunct  das  Bild  des  ersten,  und  anderseits,  wenn  man 
durch  E  und  E*  senkrecht  zur  Aze  Ebenen  legt,  so  hat  jeder  Punct  der 
ersten  Ebene  sein  Bild  in  dem  entsprechenden  Puncte  der  zweiten.  —  Fttr 
alle  aus  dem  Puncte  F  einfallenden  Strahlen  müssen  sich  x=rF  und  y=rO 
entsprechen;  folglich  ist  für  sie  nach  24  immer  B'zrO,  während  die  aus- 
tretenden Strahlen  die  Gleichung  y  =  —  /?^:k  haben,  also  parallel  zur  Axe 
sind.  Umgekehrt  ist  für  alle  parallel  einfallenden  Strahlen  ^=rO,  also  haben 
die  austretenden  Strahlen  die  Gleichung  y=:kB'(x  —  F*):n*,  oder  gehen 
durch  F*.  Man  kann  daher  F  und  F*  mit  Gauss  passend  Brennpnnete 
des  Systemes  heissen;  ferner  haben  die  in  diesen  Puncten  zur  Axe  senk- 
rechten Ebenen  nach  24  die  Eigenschaft,  dass  alle  von  irgend  einem  Puncte 
der  ersten  Ebene  ausgehenden  Strahlen  parallel  unter  sich  (aber  nur  für  F 
mit  der  Axe)  austreten,  —  und  alle  parallel  unter  sich  einfallenden  Strahlen 
sich  nach  der  Brechung  in  einem  bestimmten  Puncte  der  zweiten  Ebene  ver- 
einigen. —  Ist  n<>  =  n*  und  setzt  man  mit  Hülfe  von  22,  13,  19,  10 

p  =  E  — P  =  F*  — E*  =  — ^  a  =  E  — I 

a  =  |*--E*=:|*  — N*  +  N*  — E*  = 

_       n0.h-^g($>-E  +  E-NO)  ^-g^o-     '^P 

""       no.l— k(|  — E  +  E  — NO)  k      "  ""  a  — p 

so  besteht  somit  die  2  analoge  Beziehung 

l  +  i  =  l  «8 

a        a        p 

d.  h.  noch  bei  einem  Systeme  von  Linsen  und  ohne  Vernachlässigung  ihrer 
Dicke  besteht  die  einfache  Beziehung,  dass  die  Summe  der  Reciproken  von 
Gegenstands  weite  und  Bildweite  gleich  der  Reciproken  der  Brennweite  ist, 
wenn  man  nur  diese  drei  Grössen  von  den  Hauptpuncten  aus  rechnet.  — 
Schliesslich  m%g  noch  angeführt  werden,  dass  man  zuweilen  nach  dem  Vor- 
schlage von  Joh.  Benedict  Llatlng;  (Frankfurt  1808;  Professor  der  Physik 
in  Göttingen)  in  dem  •I'alle,  wo  n®  und  n*  ungleich  sind,  noch  zwei  sog. 
Knotenpnnete 

nO n*  n® n* 

K  =  E+        ^°  K*  =  E*+        ,  «9 

k  k 

benutzt;  für  n°  =  n*  fallen  sie  offenbar  mit  den  Hauptpuncten  zusammen« 

S90«  Weitere  Gesetze.  Um  die  Brennweite  P  einer  Sammellinse 
zu  finden,  misst  man  die  Bildweite  eines  sehr  entfernten  Gegen- 
standes, z.  B.  der  Sonne.  Ist  dieselbe  sehr  gross,  oder  handelt  es 
sich  um  die  Brennweite  einer  Zerstreuungslinse,  so  verbindet  man 
sie  mit  einer  Sammellinse  von  kleiner  Brennweite  p,  und  misst  die 
Brennweite  n  der  Verbindung;  denn,  da  in  diesem  Falle  für  die 
Hülfslinse  der  Gegensatz  von  P  als  Gegenstandsweite  zu  betrachten 
ist,  so  hat  man  (289 : 1) 

1 5-  =  —      oder      ^=  p   .  oder      P=     ^^       1 

n        — P        p  P  +  p  p  —  n 
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Erzeugen    die    yerbtindeneii   Linsen 
Distanz  a  ein  Bild  in  der  Distanz  aj 

=  —  = f-  T^        oder 

P   ■ 


a 


von    einem   Gegenstande   der 
so  hat  man  somit 


a 


n        p   .'    P  "        ap  +  «p  —  aa 

nnd  hieraas  folgt,  dass  für  P  =  a  anch  p  =  a  wird,  oder  dass  für 
P  =  a  der  Gegenstand  mit  der  Hülfslinse  wie  ein  unendlich  femer 
Gegenstand  gesehen  wird. 

Das  dnrch  eiae  Linse  von  einer  Ebene  erzeugte  Bild  ist  strenge  genommen 
eine  krumme  Fläche:  Haben  wir  nämlich  eine  biconvexe  Linse,  so  ist  nach  289 : 1, 

wenn  O  die  Gegenstands- 
weite,  B  die  Bildweite 
und  F  die  Brennweite  be* 
seichnet, 

a  ^  B      F 

oder,  wenn  G>F  ist, 


BL' 


G  — P 


>P    S 


Ist  G'>G,  80  findet  man  somit  die  entsprechende  Bildweite 

d.  b.  wenn  sich  der  Gegenstand  von  der  Linse  entfernt,  so  nähert  sich  das 
Bild  derselben.  In  dem  speciellen  Falle ,  wo  G'  :=  G  .  See  9  dem  Puncte  M 
entspricht,  ist  somit  ebenfalls  fttr  sein  Bild  m  nothwendig  B'<B,  während 
fDr  ein  gerades  Bild  B'  =  B.8ec9>B  sein  mttsste.  Sollte  das  Bild  gerade 
werden,  so  mfisste  der  Gegenstand  umgekehrt  gegen  die  Linse  zu  concav 
sein.  Wird  die  Gegenstandsweite  g<F,  so  wird  b  negativ,  und  man  hat 
entsprechend  8  und  4,  wenn  wieder  g'>'g 

und  b'  =  b-l-F«^= — ^  '^3 :r->b  % 


u^      Fg 

»>-FTrj 


g 


"■  ^  (F-g)(F—gO 
d.  h.  das  fingirte  Bild  entfernt  sich  mit  dem  Gegenstande.  In  dem  speciellen 
Falle,  wo  g'zsSec^'  dem  Puncte  M'  entspricbt,  ist  somit  für  sein  Bild  m' 
ebenfalls  nothwendig  b'>b,  und  £war  ist  nach  6  sogar,  sobald  noch  g'^^CF» 


^    '    F  — ffßecQ)'  F  — 2 


g  oec  9)' 
=  bSec9'  +  Fg«8ec9' 


g 
See  y*  —  1 


b  See  9' 


6 


(F-g)(F^gSec90 
so  dass  das  Bild  sogar  hinter  die  Gerade  zurttckgebogen  wird.  Sollte  das 
Bild  gerade  werden,  so  müaste  der  Gegenstand  wieder  gegen  die  Linse  hin 
concav  sein.  Wird  somit  das  durch  eine  Sammellinse  construirte  Bild  durch 
eine  Loupe  betrachtet,  so  häufen  sich  die  Deformationen,  und  sie  können 
namentlich  bei  nahen  Gegenständen  störend  werden,  wofür  1.  B.,  ausser  anf 
die  schon  in  266  angeführte  Schrift  von  Place»  auf  „Pieter  Hartfng  (Rotter- 
dam 1812;  Professor  der  Chemie,  Botanik,  etc.  in  Franeker  und  Utrecht), 
Het  Mikroskoop,  deszelfs  gebruik,  geschiedenis  en  tegenwoordlge  toestand. 
Utrecht  1848—1860,  8  Th.  in  8.  (Deutsch  von  F.  W.  Theile,  Braunscbweig 
1859),  —  Carl  Kellner  (Hirzenhayner  Eisenhütte  in  Hessen  1826  —  Wetalar 
1856;  Opticus  in  Wetzlar),  Das  orthoskopische  Ocular,  eine  neu  erfundene 
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achromatische  Linseocomhination ,  welche  dem  Femrohr  nod  Mikroskop  bei 
einem  sehr  grossen  Gesichtsfeld  ein  vollkommen  nngekrttmmtes,  perspectiTisch 
richtiges,  seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  scharfes  Bild  ertheilt,  sowie  auch 
den  blauen  Band  des  Gesichtsfeldes  aufhebt  Braunschweig  1840  in  8.,  — 
etc.*^  zu  verweisen  ist  —  Vernachlässigt  man  in  289:2  die  Dicke  d,  und 
bezeichnet  durch 


XaZZ 


anr  x^R 


"""a(n— 1)  — r  "•  "~  Xo (n  —  1)  +  n-R 

die  Wertbe,  welche  x  und  a  für  ^  =  0  oder  für  Gentralstrahlen  annehmen, 
und  setzt  in  289 : 2 

x=:X(,-|-^x  a  =  oo4-A«  Ä 

dabei  jedoch  die  zweiten  und  hohem  Potenzen  von  /^x  und  /^a^  sowie  ihre 
Producte  unter  sich  und  mit  g*  vemachlftssigend ,  so  ergeben  sich  unter  Be- 
nutzung von  7 

A^__     <^'(ft  +  r)(3Co-r)  +  naXo(Xo-r)(a  +  r)     ,_ 
^    ^  2rx^(na-a  — r)  *  "" 

(a  +  Xo)«(a  +  nxo) 
2aXo(n-l)«       ^ 

A._iL?oi     A,   I    a»  n  (xq  -  ao)Uco  ~  P  a^o)     > -. 

_  h'cp'n      r(a  +  Xo)*(a  +  P3Co)        (Xp  —  op)^  («p  —  n Xp)  1 

^      2Xo»(n-l)«L  a»  ap»  J  "^ 

oder  endlich,  wenn  man  in  der  Klammer 

J^      J 2. 

absondert,  und  schliesslich  nach  289 


setzt| 


i=<"->(4+i)-^ 


1  _  n  — 1 1^ 

Xp  nr  na 


A    —  h*Vn      rn  n      ,     n         2  +  n    ,    l  +  2n  /l l_\"l 

^"-      2p(n-l)tLat        a«p  "^«p«'^"    Xp»    "^      Xp      \a       op/J 

2np  L  a    '    a*J 


wo 


.  ^  n»  — 2n^-f  2    ,    2  n*  -—  2  n^  —  n    ,    n* 
^-  T*  ^  Fr  ^W 

3^3nt-.an^4        8nt  +  n  c  =  8n  +  2 

r  '  R  ' 


t« 


Ist  h  gleich  der  halben  Oeffnung  der  Linse,  so  stellt  j^a  die  sog.  aphä- 
rlache  Längcnabwciehaii^  vor,  welche  somit  dem  Quadrate  der  Oeffnung 
und  dem  Quadrate  der  Bildweite  direct,  der  Brennweite  umgekehrt  propor- 
tional ist  Ihr  entspricht  (analog  286),  wenn  ^  den  Winkel  des  austretenden 
Strahles  mit  der  Axe  bezeichnet,  eine  Seitenabwelebang 

A/JssAa-TgV'  oder  nahe  A/^  =  — * '    "  IS 

«0 

Für  parallel  einfalleudes  Liebt  ist  a=oo  und  a^  =  p,  also  wird 
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Berechnet  man  fOr  eine  Folge  von  Werthen  von  h  je  die  /^  a,  so  bestimmen 
diese  die  Folge  der  austretenden  Strahlen,  und  diese  stellen  in  ihren  Durch- 
schnitten die  sog.  Dlacaoatlea  dar,  fttr  welche  aber  auf  die  in  286  ciürten 
Specialschriften  verwiesen  werden  muss. 

S91«  Camera  Obscnra  and  Aage.  Entwirft  man  in  einem  dunkeln 
Räume  mit  Hülfe  einer  Sammellinse  ein  Bild  eines  äussern  Gegen- 
standes, und  fängt  dieses  auf  einer  Tafel  auf,  so  hat  man  eine  sog. 
Camera  obscura  eingerichtet.  Besteht  die  Tafel  aus  einer  mit  Jod- 
dämpfen beschlagenen  Silberplatte,  so  modificirt  das  Licht  in  wenig 
Secimden  die  Jodschichte  so,  dass  die  von  ihm  getroffenen  Stellen 
Quecksilberdämpfe  um  so  leichter  condensiren,  je  stärker  es  war, 
wodurch  sich  ein  Bild,  ein  sog.  Dajg^uerreotjrp,  erzeugt,  das  durch 
Abwaschen  des  Jods  mit  einer  Lösung  von  unterschwefligsaurem 
Natron  Dauer  erhält  oder  fixirt  wird,  —  besteht  sie  dagegen  aus 
einer  erst  mit  Jodkalium  oder  jodkalihaltigem  CoUodium  überzogenen, 
dann  in  einer  Lösung  von  salpetersaurem  Silberoxyd  oder  Gallus- 
säure gebadeten  Glastafel,  so  wird  diese  durch  das  Licht  so  modifi- 
cirt, dass  beim  Begiessen  mit  einer  Lösung  von  Eisenvitriol  jede 
Stelle  um  so  dunkler  wird,  je  kräftigeres  Licht  auf  sie  einwirkte, 
oder  ein  sog.  RTeg^atlv  entsteht,  das  in  ähnlicher  Weise  fixirt  wird, 
und  nun,  wenn  das  Tageslicht  durch  dasselbe  auf  mit  Chlorsilber 
impregnirtes  Papier  fällt,  auf  letzterm  mit  Hülfe  einiger  unter- 
geordneter Manipulationen  eine  sog.  Photog^raphle  erzeugt  — 
Der  Camera  obscura  entspricht  das  Auge,  in  welchem  das  durch 
die  EjTjstall-Linse  erzeugte  Bild  von  der  Netzhaut  aufgefangen 
werden  soll.  Das  Auge  kann  sich  nun  zwar,  indem  es  mit  Hülfe 
der  innern  Muskulatur  die  Form  der  Linse  abändert,  der  Gegen- 
standsweite a  etwas  accomodiren;  aber  wenn  diese,  um  den  Seh- 
winkel hinlänglich  gross  zu  machen,  kleiner  als  die  sog.  Sehweite 
h  werden  muss,  so  erfordert  es  zur  Hülfe  eine  Sammellinse  der 
Brennweite  p<c:h,  um  die  Bildweite  wieder  auf  ( — h)  zu  redu- 
ciren.   Da  somit  (289) 

_| -SS  —  oder  —  =  1  H =  m 


—  h        a        p  *  P 

und  sich  kleine  Winkel  wie  ihre  Tangenten  verhalten,  so  ist  der 
Sehwinkel  mit  Hülfe  der  Linse  m-mal  vergrössert  worden,  und 
diese  heisst  darum  Verg:rS88erung:8g:las  oder  Loupe« 

Die  Camera  obsenra  wird  gewöhnlich  als  eine  Erfindung  von  Giam- 
battista  della  Porta  (Neapel  1538  —  Neapel  1615;  wohlhabender,  meist  auf 
Reisen  lebender  Edelmann)  betrachtet,  der  sie  in  seiner  „Magla  naturalis  sive 
de  miraculLs  rerum  naturalium  libri  lY.  Neapolis  1558  in  fol.  (Neue  Aufl. 
1589;  deutsch,  Nürnberg  1713)^  beschrieb,  —  jedoch  soll  sie  schon  spätestens 
Leonardo  da  Vinci  (Vinci  bei  Florens  1452  —  Cloux  bei  Amboise  1519; 
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Maler,  BAdhauer  und  Physiker)  gekannt  haben.  —  Als  erster  Erfinder  der 
Daguerreotypie  ist  Joseph-Nicöphore  IVIepcc  (Chftlons-sur-8adne  1766  ^ 
Oras  bei  Ch&lons  1888;  Gavallerie-Officier}  sn  betrachten,  da  seine  Versnche 
Üb  tum  Jahre  1814  hinaufreichen,  und  er  schon  1827  der  Roy.  Society  Bilder 
auf  Metall  fibergab;  Dagoerre»  dessen  Hauptverdienst  darin  besteht,  das 
Verfahren  vervoUkommnet  und  in  eigentlichen  Gebrauch  eingeffihrt  su  haben, 
war  schon  1826  und  dann  durch  gerichtlichen  Act  1829  mit  ihm  in  Verbindung 
gekommen.  Die  Photographie  auf  Papier  will  William  Henry  Fox  Talbot 
(Lacock  Abbey  In  Wiltshlre  1800;  reicher  Privatmann)  schon  1834  erfunden 
haben;  jedoch  theilte  er  sein  Verfahren  erst  in  der  Schrift  „Some  account  of 
the  art  of  photogenic  drawing.  London  1839  in  4.**  OfTentlich  mit;  ftber  die 
seitherige  Ausbildung  der  Photographie  mnss  auf  die  Specialwerke  „Adam 
Georg  Marttn  (Wien  1812;  Bibliothekar  des  Wieoer-Polytechnikums),  Reper- 
torium  (sp&ter  Handbuch)  der  Photographie.  Wien  1846  in  12.  (6  A.  1866 
in  8.),  —  D.  van  MoaekhOTen  in  Gand:  Traitö  g^n^ral  de  Photographie. 
Paris  1856  in  8.  (6.  6d.  1866),  —  Photographische  Mittheilungen.  Zeitschrift 
des  Vereins  aur  Förderung  der  Photographie.  Berlin  1866—1870,  6  Bde.  in  8., 
—  Hermann  Vo^el  (Dobrilugk  in  der  Niederlausits  1834 ;  Lehrer  der  Photo- 
graphie an  der  k.  Gewerbeacademie  in  Berlin),  Lehrbuch  der  Photographie. 
Abth.  1—2.  Berlin  1867—1868  in  8.,  —  etc.*<  verwiesen  werden.  —  Der  Aug- 
apfel ist  von  der  undurchsichtigen  harten  Haut  (Sclerotica)  a  umschlossen, 

welche  nach  vorn  in  die  stärker  gewölbte  und  durch- 
sichtige Homhant  (Cornea)  b  fibergeht,  und  im 
Innern  mit  der,  aus  sahllosen  Blutgefftsschen  iwi- 
schen  dunkeln  Pigmentsellen  bestehenden,  Aderhaut 
(GhorioYdea)  c  bekleidet  ist,  an  welche  sich  die  ein 
Diaphragma  bildende  Regenbogenhaut  (Iris)  1  an- 
schUesst;  hinten  in  den  Augapfel  bei  d  endlich  tritt 
der  Sehnerv  ein,  und  breitet  sich  in  die  ]¥etahant 
(Retina)  e  aus.  Der  Raum  A  iwischen  der,  swiebelartig  aus  nach  Innen 
immer  dichter  werdenden  Schaalen  gebildeten  iAnme  (Crystallinum)  B  und 
der  Hornhaut  ist  mit  der  wiaaerlgen  Flflaalgkelt  (Humor  aqueus)  er- 
ffillt,  —  der  Raum  0  hinter  der  Linse  mit  einer  schleimigen  Gallerte,  der 
Glaafeochtigkelt  (Humor  vitreus).  Die  Empfindlichkeit  der  Ketshaut  ist 
beim  sog.  gelben  Fleek  (Macula  lutea)  k  am  stArksten,  -»  an  der  Ein- 
trittostelle des  Nervs,  dem  Mariotte'schen  Fleck  f,  verschwindend  klein.  — > 
Mit  der  gleichseitigen  Benutsung  beider  Augen  hängt  das  Körperlich-Sehen 
xusammen,  wie  man  sich  fiberseugen  kann,  wenn  man  jedem  derselben  eine 
ihm  entoprechende  (also  .bei  Pupillendistanz  60™*  und  Gegenstandsweite  260*^ 
um  2 .  Are  Sin  (80 :  250)  =:  circa  16<^  von  der  andern  abweichende)  ebene  Dar- 
stellung eines  Gegenstandes  unterbreitet.  Das  zu  letzterm  Zwecke  dienende 
Stereoakep  wurde  1888  von  Charles  Wheatatone  (Gloucester  1802;  frfiher 
musikaL  Instmmentenmacher,  spftter  Professor  der  Physik,  jetot  Privatmann 
in  London)  erfanden;  vergl.  darfiber  „Brewater*  On  the  Stereoscope,  ita 
history,  theory  and  oonstructlon.  London  1856  in  8.,  —  A.  Stelnhanaert 
Professor  der  Mathematik  in  Wiener-Neustadt :  Ueber  die  geometrische  Con- 
straction  der  Stereosoopbilder.  (jhras  1870  in  8.,  —  etc.*^ 

999.   Das  likroikop.  Jedes  Instrument,  das,  wie  die  Loupe, 
dazu  dient,  einen  kleinen  nahen  Gegenstand  unter  einem  grösseren 

Wolf,  H«n4bMh.    L  ^^ 
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Gesichtswinkel  zu  zeigen,  heisst  Mikroskop«  Beim  gewöhnlichen 
Mikroskope  wird  mit  einer  Sammellinse,  dem  sog.  Objectlve)  von 
dem  Gegenstände^  g  ein  reelles  Bild  b  erzeugt,  und  dieses  mit  einer 
Loupe,  dem  sog.  Oculare,  betrachtet;  seine  Vergrösserung  wird 
gewöhnlich  bestimmt,  indem  man  ein  Mikrometer  als  Object  unter- 
legt, imd  mit  einem  in  der  Sehweite  angebrachten  Maassstabe  ver- 
gleicht. Da  man  das  Objectiv  g  bis  auf  die  Brennweite  nähern, 
und  dadurch  b,  wegen  b :  g  =  a :  a  und  (289 : 1),  bis  in's  Unendliche 
entfernen  und  vergrössern  kann,  so  ist  es  möglich,  durch  einen 
blossen  gleichzeitigen  Auszug  der  Ocularröhre  entweder  nur  irgend 
eine  stärkere  Vergrösserung  zu  erhalten,  oder  den  Werth  eines  Um- 
ganges einer,  mit  dem  im  Brennpuncte  stehenden  Fadennetze  ver- 
bundenen Mikrometerschraube  mit  einer  als  Object  unterlegten  Thei- 
lung  (s.  327)  in  Einklang  zu  bringen.  —  Beim  Soonenmlkroskope 
wird  der  mit  einer  Sammellinse  beleuchtete  Gegenstand  vor  den 
Brennpunct  einer  zweiten  Sammellinse  gebracht,  und  das  sehr  ver- 
grösserte  Bild  an  einer  weissen  Wand  aufgefangen. 

Vergl.  für  das  Mikroskop  ausser  den  200  angeführten  Schriften  „Carl  liE^eli 
(Kilchberg  bei  Zürich  1817;  Professor  der  Botanik  in  Freiburg,  Z&rich  und 
München)  und  Simon  Schwendeoer  (Buchs  im  Rheinthal  1829;  erst  AssiBtent 
von  Nägeli  in  München,  dann  Professor  der  Botanik  in  Basel),  Das  Mikroskop. 
Leipzig  1867  in  8.",  —  für  seine  mit  derjenigen  des  Teleskop's  verwobene  Ge- 
schichte, sowie  für  anderweitige  Bestimmung  der  Vergrösserung  293.  —  Das 
SonneDmikroakop  soll  1710  durch  den  damals  als  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  an  der  Ritteracademie  eu  Erlangen  thätigen  Arzt  Theodor 
Balthasar  erfunden  worden  sein.  Als  eine  Abart  desselben  ist  die  sog. 
Zauberlaterne  (latema  magica)  zu  betrachten,  deren  Erfindung  man  ge- 
wöhnlich dem  Jesuiten  Athanasius  Kfreher  (Qeysa  bei  Fulda  1601  —  Rom 
1680;  Professor  der  Mathematik  nnd  der  orientalischen  Sprachen  in  Wftrz- 
bnrg  nnd  Rom)  zuschreibt. 

HBS.  Das  Teleskop.  Ein  Instrument,  das  dazu  dient,  einen  ent* 
femten  Gegenstand  unter  einem  grossem  Gesichtswinkel  zu  zeigen, 
heisst  Teleskop  oder  Fernrohr  (Tubus).  Bei  demselben  wird 
mittelst  einer  Convexlinse  (Refractor)  oder  einem  Hohlspiegel  (Spiegel- 
teleskop) der  Brennweite  P  von  dem  Gegenstande  ein  Bild  entworfen, 
nnd  dieses  durch  eine  Loupe  der  Brennweite  p  betrachtet  (astro- 
nomisches Fernrohr),  so  dass  für  sehr  ferne  Gegenstände  die  Länge 
des  Fernrohrs  gleich  P  +  p  ist.  Um  die  Gegenstände  aufrecht  zn 
sehen,  wird  entweder  nicht  das  Bild  selbst,  sondern  ein  durch  eine 
neue  Convexlinse  gebildetes  verkehrtes  Bild  des  Bildes  betrachtet 
(Erdfemrohr),  oder  es  werden  die  vom  Objectiv  kommenden  Strah- 
len schon  in  der  Distanz  P  —  p,  ehe  sie  sich  zum  Bilde  vereinigt 
haben,   mit   einer   concaven  Linse   der  Brennweite  p  aufgefangen 
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(holländisches  Fernrohr).  —  Bei  dem  astronomischen  und  holländi- 
schen Femrohr  kann  man  sehr  nahe  mit  Hugens  die  sog.  Ver« 
grSsseraog:  q):%p  durch  das  Verhältniss  P:p  ersetzen,  und  dieses 
letztere  beim  astronomischen  Femrohr  praktisch  bestimmen,  indem 
man  das  für  ferne  Gegenstände  ajüstirte  Fernrohr  gegen  den  Himmel 
richtet,  und  die  Durchmesser  des  ein-  und  austretenden  Lichtzylin- 
ders vergleicht  (v.  297).  —  Das  Gesichtsfeld  ist  der  Fläche  des 
Oculars  proportional,  —  die  Helligkeit  des  Bildes,  bei  gleicher  Ver- 
grösserung,  der  Fläche  des  Objectives.  Zur  Vergleichung  von  Re- 
fractoren  und  Reflectoren  ist  zu  beachten,  dass  nach  Arago  eine 
Linse  nahe  alles  Licht  durchlässt,  während  ein  Spiegel  nur  etwa 
die  Hälfte  reflectirt. 

Gewöhnlich  wird  angesommen,  es  habe  um  1690  der  Brillenmacher  Zachariae 
Jansen  in  Middelburg  das  erste  Mikroskop  zusammengesetzt,  und  von  Einigen 

wird  die  erste  Erstellung   des  Femrohrs 

ebenfalls  ihm,  von  Andern  dagegen  seinem 

Handwerksgenossen    Hans    Llpperahey» 

ÖbjBdfiv  "~ltH>l^   ucnyu?    ^^^j.    ^^^y^    Jacob    Adriaanzoon    genannt 

JHetlua  (Alkmaar  15 . .  —  Alkmaar  1630?; 
Sohn  and  Bruder  der  beiden  Adrlaan  in  122;  Glasschleifer  in  Alkmaar),  etc., 
zugeschrieben,  vergl.  ausser  Wilde  (283)  z.  B.  „Pierre  Borel  (Castres  in 
Languedoc  1620?  —  Paris  1689;  königl.  Leibarzt  und  Mitglied  der  Academie 
in  Paris),  De  vero  telescopii  inventore.  Hagn  1655  in  4.^.  Xj^ewiss  ist,  seit 
dem  von  Gerhard  Moll  (Amsterdam  1785  —  Amsterdam  1838;  Professor 
der  Mathematik  und  Physik  zu  Utrecht)  publicirten  „Gesohiekundig  Onderzoek 
naar  de  eerste  Uitfinders  der  Verrekijkers  (Verh.  v.  Nederl.  Inst.  1831)^,  4a8a 
LIppershey  1608  X  2  bei  den  Qeneralstaaten  um  ein  Privilegium  für  ein 
aus  Bergkrystall-Linsen  zusammengesetztes  Fernrohr  einkam,  —  dass  die 
ersten  Fernröhren  allgemein  hoUändisehe  hiessen,  und  die  im  Texte  unter 
diesem  Namen  aufgeführte,  jetzt  fast  nur  noch  in  den  Opernguckern  repr&sen- 
tirte  Construction  hatten,  —  dass  das  von  Galilei  verfertigte  Fernrohr, 
welches  man  noch  gegenwärtig  mit  seinem  zwei  Zoll  Durchmesser  und  vier 
Fuss  Länge  besitzenden  Kartonrohr  im  Museum  zu  Florenz  mit  der  Aufschrift 
yjTubum  opticum  vides,  Galilei  inventum,  et  opus  quo  solis  maculas  et  extimos 
lunn  montes,  et  Jovis  satellites,  et  novam  quasi  rerum  universitatem  primus 
dispexit  A.  D.  1609^  aufbewahren  soll,  eine  Nachbildung  des  Holländischen 
war,  —  dass,  während  dieses  Letztere  (vergl.  meinen  Vortrag :  „Die  Erfindung 
des  Fernrohrs  und  ihre  Folgen  für  die  Astronomie.  Zürich  1870  in  8.^)  mehr 
als  ein  glücklicher,  vielleicht  sogar  durch  Spielen  von  Kindern  mit  Linsen 
veranlasster  Fund  zu  betrachten,  die  Grundidee  zu  unserm  jetzigen  astro- 
nomischen und  terrestrischen,  für  alle  ernstlichen  Anwendungen  ausschliesslich 
brauchbaren  Fernrohr  erst  von  Keppler  in  seiner  Schrift  „Dioptrioe.  Aug. 
Vind.  1611  in  4.^  gegeben  wurde,  und  somit  er  eigentlich  als  wahrer  Er- 
finder dieses  wichtigen  Hülfsapparates  zu  bezeichnen  sein  dürfte,  —  dass 
Hagens«  um  die  Vergrösserung  trotz  der  keine  starkem  Loupen  erlaubenden 
sphärischen  und  chromatischen  Abweichung  (290,  295)  zu  steigern,  die  An- 
wendung von  Objectlven  grosser  Brennweite  einführte,  ja  unter  dem  Namen 

26* 
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LuitfenirShren  (Tflesoopes  aSriens)  einselne  IiiBtrumeiite  conatniirte,  bei 
denen  Objective  von  hundert  und  mehr  Fuss  Focaldistans  verwendet,  und  so- 
dann Objeetiv  und  Ocular  getrennt  aufgestellt  waren,  —  dass  endlich  Kewtont 
im  Glauben ,  es  sei  die  Farbenaerstreuung  bei  jedem  Körper  seiner  Brechung 
proportional,  an  der  Möglichkeit  verzweifelte,  durch  Combination  von  Linsen 
die  chromatische  Abweichung  heben  su  können,  darum  au  dem  schon  1616 
von  Zocchlna  gemachten  Vorschlage  griff,  der  Objectivllnse  einen  Objectiv- 
spiegel  au  substitulren,  und  so  ein  erstes  branchbares  Spiegelteleskop  erhielt, 
das  die  Roy.  Society  noch  jetst  unter  der  Aufschrift  ninvented  by  Sir  Isaac 
Newton  and  made  with  bis  own  hands  in  the  Year  1671«^  besitaen  soll.  FOr 
die  weitem  Fortschritte  in  der  Construction  des  Teleskopes,  an  denen  natür- 
lich je  auch  das  Mikroskop  partidplrte,  vergl.  296.  —  Berechnet  man  x  ans 

-) er —  oder  x  =  p4  • 


P  +  p    '    X       p  "  •    P 

80  treffen  sich  offenbar  nach  289 : 1  simmtllche  von  der  Mitte  des  Objectlvea 
kommende  Hai^ptstrahlen  in  der  Dlstans  x  hinter  dem  Oculare,  und  man  wird 
daher  von  dem  dadurch  bestimmten,  sog.  Ang-Ponete  das  ganse  Oesichta- 
feld  am  Besten  fibersehen.  —  Ist  femer  d  die  Distana  des  Oculares  vom 
Objectivbilde ,  welche  ein  Auge  der  Sehweite  h  nöthig  hat,  um  vom  Ang- 
puncte  aus  deutlich  au  sehen,  so  ist  nach  289 : 1 

T+-(h-x)=7        »**'        *=P-pSr5r  • 

80  daas  der  Weitsichtigere  eines  grossem  Ausauges  bedarf.  —  Ist  bei  einem 
auf  ferne  Qegenst&nde  ajfistirten  Femrohr  ^  P  der  nöthige  Auszug  um  einen 
Gegenstand  der  Distanz  a  deutlich  zu  sehen,  so  ist  nach  289:1 

80   daaa  man  a  angenähert  aus   /^"P  berechnen  kann,  und  sich  z.  B.  für 
Pe=:96"dd  die  Werthe  AP  =  2'",  2",  ...  und  az=4616S  892%  ...  ent- 
sprechen. —  Von  den  verschiedenen  Versuchen,  durch  Zugabe  weiterer  Linsen 
das  Fernrohr  zu  verkürzen,  das  Gesichtsfeld  au  erweitern,  die  sph&riache 
Abweichung  und  die  Krfimmung  des  Bildes  (290)  zu  heben,  etc.,  mag  bei- 
splelaweise  angeführt  werden,  dass  Ho^iia  vorschlug,  einer  planconvexen 
Augenlinse  eine   ebensolche,   etwas  innerhalb  der  Brennweite  des  Objeetivea 
stehende,  sog.  CoUectiTlInae  beizugeben,  so  dass  beide  Linsen  ihre  convexe 
Seite  dem  Objective  zukehren,  —  w&hrend  Ramsden  die  HOlfslinse  ausser- 
halb der  Brennweite  anbrachte,  und  die  convexen  Seiten  einander  zuwandte; 
ersteres  Ocular,  bei  dem  offenbar  die  Bildebene  zwischen  die  beiden  Linsen, 
oder  in  das  Ocular  fällt,  heisst  nc^atlT*  —  Letzteres,  das  bei  mikrometri- 
sehen  Vorrichtungen  vorgeschraubt,  und  somit  unabhängig  von  denselben  ge-> 
wechselt  werden  kann,  wird  dagegen  als  positiv  bezeichnet.  —  Zur  leichtem 
Messung  des  austretenden  Lichtzylinders,   behufs  der  im  Texte  erwälmten 
Methode,  die  Vergrösserung  zu  bestimmen,  hat  Adams  unter  dem  Namen 
Ansometer  eine  Art  Loupe  mit  Theilung  construirt,  für  welche  auf  ^Ma- 
^ellaot  De  PAuzomötre  inventö  par  Mr.  Adams  (Joum.  de  phys.  par  Rosier 
1788)^  verwiesen  werden  kann,  und  die  mit  dem  von  Ramsden  zu  gleichem 
Zwecke  empfohlenen  Djrnamometer  ziemlich  identisch  ist 

S94«  Das  Spactmm.  Läset  man  durch  eine  enge  Spalte  Sonnen- 
licht  auf  ein  Prisma  fallen^  und  fängt  sodann  den  gebrochenen 
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büscbel  mit  einem  weisBen  Schirme  auf,  80  erhält  man  ein  breites 
farbiges  Bild  oder  Spectroni)  das   einerseits  die  sog.  Regen« 
bog enftirben s  ;,Both,  orange,  gelb,  grün,  blau  (hellblau),  indigo 
(dunkelblau),  violet^   zeigt,  so  dass  das  Sonnenlicht  aus  farbigen 
Strahlen  besteht,  deren  Brechbarkeit  von  roth  bis  violet  beständig 
zunimmt,  —  und  anderseits  eine  Menge  dunkler  Querstreifen,  die 
sog.  Fraanhofer^sehen  Unlen,  deren  hauptsächlichste  (s.  Fig.  1) 
mit  den  Buchstaben  A  bis  H  bezeichnet  wurden.  —  Femer  ist  durch 
die  Untersuchungen  von  Brewster,  Eirchhoff,  etc.  bekannt  geworden, 
dass,  wenn  man  in  einer  Flamme  auch  nur  ganz  kleine  Meng^ 
gewisser  Salze  (z.  B.  in  einer  Weingeistflamme  etwas  Kochsalz)  ver- 
brennt, das  entstehende  Spectrum  aus  einzelnen  farbigen  Linien  (bei 
Kochsalz  aus  einer  gelben  Linie)  besteht,  —  und  dass,  wenn  man 
hinter  diese  Flamme  eine  Lichtquelle  von  höherer  Temperatur  und 
Intensität  bringt,  welche  für  sich  ein  continuirliches  Spectrum  gibt 
(z.  B.  ein  durch  ein  Knallgasgebläse  bis  zur  Weissgluth  erhitztes 
Stückchen  gebrannten  Elalkes)  das  Spectrum  der  Eliunme  dadurch 
umgekehrt  wird,  d.  h.  die  hellen  Linien  in  dunkle  verwandelt  er- 
scheinen.  Man  muss  somit  einerseits  schliessen,  dass  die  dunkeln 
Linien  im  Sonnenspectrum  durch  Umkehrung  des  Spectrums  der 
Sonnenatmosphäre  entstehen,  und  dass  diese  z.  B.  Elalium,  Natrium 
und  fljdrogen  enthält,  weil  genau  an  der  Stelle  der  diesen  Stoffen 
entsprechenden  Linien  A,  D  und  F  dunkle  Querstreifen  gesehen 
werden,  dagegen  kein  Lithium,  Barium,  Csssium,  Rubidium,  etc, 
weil  die  diesen  Stoffen  entsprechenden  Linien  keine  Repräsentanten 
unter  den  Fraunhofer^schen  Linien  besitzen,  —  und  anderseits,  dass 
drei  Arten  von  Spectren  zu  unterscheiden  sind:  Das  von  undurch- 
sichtigen, muthmasslich  nur  von  festen  oder  flüssigen  Körpern  ge- 
lieferte eontlnulrllelie  Speetrom,  —  das  von  gasförmigen  Kör- 
pern gebildete  dtoeontlnnlrllehe  Speetranif  —  und  das  sog. 
Absorptlons-Speetrom,  welches  entsteht,  wenn  das  an  und  für 
sich  ein  continuirliches  Spectrum  erzeugende  Licht  vor  dem  Ein- 
tritte in's  Prisma  durch  Dämpfe  einzelner  Strahlen  beraubt  wird.  — 
Endlich  bleibt  zu  erwähnen,  dass  sich  im  Spectrum  noch  ausser- 
halb roth  ITSrmestralilen  f  sowie  ausserhalb  violet  ebemtoeh 
wirksame  Strablen  finden,  und  dass  es  wahrscheinlich  zunächst 
letztere  Strahlen  sind,  unter  deren  Einwirkung  bei  einzelnen  Kör- 
pern (Fluorcalcium,  schwefelsaures  Chinin,  etc.)  momentan  eine  als 
FlQOreseenz  bezeichnete  Lichterscheinung  entsteht,  während  andere 
Körper  (Diamant,  Kalkspath,  etc.)  erst  nach  Entziehen  des  Lichtes 
leuchten  oder  Phosphorescenz  zeigen. 
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Die  FarbenzerstreuuDg  dnrch  Brechung  oder  die  sog.  Dispersion  des 

Lichtes,  wie  sie  s.  6.  in  den  Regenbogen  nnd  Höfen  (s.  391)  zu  Tage  tritt, 
war  als  Thatsache  gewiss  schon  in  den  Ältesten  Zeiten  bekannt;  dagegen 
wurde  sie  erst  von  1666  hinweg  durch  IVewton  (vergL  dessen  Schrift  in 
283)  grfindlich  untersucht,  —  das  Licht  gewissermassen  mit  Htklfe  des  Pria- 
ma's  analysirt,  und  namcDtlich  auch,  indem  der  Schirm  durchbrochen  und 
hinter  ■  demselben  ein  aweites  Prisma  aufgestellt  wurde ,  der  Nachweis  ge- 
leistet, dass  jeder  der  durch  das  Prisma  erhaltenen  farbigen  Strahlen  aich 
nicht  weiter  auflöst  oder  eInAieh  (homogen),  der  ursprüngliche  Lichtstrahl 

aber  aus  Licht  von  verschiedener  Brechbarkeit  mMunaica« 
genetzt  (heterogen)  ist  —  Die  dunkeln  Linien  im  Bonnen- 
spectrum  entdeckte  eigentlich  WoiUbiloii  zuerst,  und  be- 
schrieb sie  in  seiner  Abhandlung  „A  method  of  examining 
refractive   and   dispersive  powers   by  prismatic  refiection 
(Phil.  Trans    1802)";    aber  auch  Frannhofer  entdeckte 
sie  unabhängig,   bestimmte   sie  zuerst  genau   nach  ihrer 
Lage,  zeigte  ihre  Verwendung,  und  seine  Abhandlung  über 
„Bestimmung  des  Brechungs-  und  des  Farbenzerstreuunga- 
Vermögens  verschiedener  Olasarten,  in  Bezug  auf  die  Ver- 
vollkommnung achromatischer  Fernröhren  (Münchn.  Denk- 
schr.  V  fitr  1814 — 1815;  franz.  in  Schumacher's  astr.  Abb., 
Heft  U)"   bildet  die   eigentliche  Grundlage  aller  spfttera 
Arbeiten.   Auch  scheint  Fraunhofer  der  Erste  gewesen  zu 
sein,  der  im  Stemlichte  und  bei  verschiedenen  Flammen 
eine  andere  Vertheilung  der  dunkeln  Linien  nachwies, 
—  im  elektrischen  Lichte  helle  Linien  bemerkte,  —  etc. 
Während  aber  Fraunhofer  ausser  den  in  der  Figur  dar- 
gestellten acht  Hauptlinien  nur  etwa   580  feinere  Linien  sah,  unterschieden 
Brewster  und  Karl  Kuhn  (Cunreuth  in  Oberfranken  1816;  Professor  der 
Mathematik   und  Physik   in  München)   mehr   als   3000   solcher  Linien,   und 
bahnten  überhaupt  den  Weg  in  dieses  Gebiet  der  Optik,   auf  dem   sodann 
Bunsen  und  ganz  besonders  Kirchhoff  die  übersichtlich   im  Texte  mit- 
getheilten,  wichtigen  Resultate  erhielten.    Vergl.  für  weiteren  Detail  296  und 
448,  sowie  „MonasoOt  R^sumö  d^  nos  connaissances  sur  le  spectre  (Bibl. 
univ.  Arch.  1861),  —  Kirehhofft  Untersuchungen  über  das  Sonnenspectrum 
und  die  Spectren  der  chemischen  Elemente.  Berlin  1862 — 1863,  2  Abb.  in  4., 
—  Andreas  Ijiele^^t  Lehrer  der  Chemie  zu  St  Polten:  Die  Spectralanalyse. 
Weimar  1867  in  8.,  —  Anders  Jons  Angstrom  (Medelpad  1814;  Profeasor 
der  Physik  in  Upsala),  Recherches  sur  le  spectre  solalre.  Berlin  1869  in  4^ 
Atl.  in  foL,  —  Henry  Enfleld  Roscoe  (London  1833;  Professor  der  Chemie 
in  Manchester) ,  Spectrum  Analysis.   London  1869  in  8. ,  —  Thomas  Joaeph 
Heinrich  Sehellen  (Kevelaer  bei  Düsseldorf  1818;  Director  der  Realschulen 
zu  Münster  und  Cöln),  Die  Spectralanalyse  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Stoffe 
der  Erde   und  die  Natur  der  Himmelskörper.   Braunschweig  1870  in  8-,  — 
etc.^.   —  Während  Frannhofer  bei  seinen   ersten  Versuchen   einfach    ein 
Fernrohr  auf  die  Spalte  ajüstirte,   und   dann  ein  Prisma  vor  das  Objectiv 
setzte,  wendet  man  jetzt  eigens  construirte  Spectroseope  an,  von  welchen 

y.  z.  B.  das  von  Mechaniker  Hofinann  in  Paris  ver-> 

/    \      fertigte,  sehr  beliebte  1  aschen-Spectroscop  folgende 

Einrichtung  hat :  Das  Prisma  ist  nach  dem  Vorgänge 


z 
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von  Giovanni  Battista  Amlei  (Modena  1786;  Professor  der  Mathematik  zu 
Modena  und  Florenz),  dessen  Namen  es  auch  trägt,  entsprechend  beistehender 
Figur,  aus  fünf  Prismen  zusammengesetst,  von  denen  das  zweite  und  vierte 
ans  Fiintglas,  die  übrigen  aus  Crownglas  besteben,  und  deren  Winkel  so  ge- 
wählt sind,  dasB  die  austretenden  farbigen  die  Richtung  der  einfallenden 
Strahlen  haben;  es  sitzt  mitten  in  einem  Rohr,  —  hat  vor  sich  eine  Sammel- 
linse, und,  um  die  Brennweite  Letzterer  weiter  entfernt,  die  Spalte,  so  dass 
die  dlvergirend  einfallenden  Strahlen  parallel  werden,  —  hinter  sich  ein  ge- 
wöhnliches kleines,  auf  unendlich  gestelltes  Femrohr.  Ftir  grössere  Spectros- 
cope,  wie  sie  in  den  Laboratorien  gebräuchlich  sind,  vergl  z.  B.  das  erwähnte 
Werk  von  Schellen,  —  für  Sternspectroscope  448. 

S9B*  Dar  Adiromatismas.  Nach  dem  Durchgänge  durch  eine 
Linse  treffen  sich  die  rothen  Strahlen  später  als  die  violetten,  — 
es  zeigt  sich  die  der  Schärfe  des  Bildes  schädliche  sog.  cbroma« 
tUche  oder  Farbenabwelchung  9  die  jedoch  zum  Glücke  ge- 
hoben werden  kann:  Während  nämlich  bei  Anwendung  zweier 
gleicher  Prismen,  deren  brechende  Winkel  eine  verkehrte  Lage 
haben,  mit  der  Farbenzerstreuung  gleichzeitig  auch  die  Brechung 
gehoben  wird,  so  gibt  es  dagegen  auch  Körper,  welche  bei  nahe 
gleicher  Brechung  sehr  verschieden  zerstreuen.  Lässt  man  z.  B. 
einem  Crownglasprisma  von  25^  ein  verkehrt  liegendes  Flintglas- 
prisma von  12^  folgen,  so  wird  die  Zerstreuung,  nicht  aber  die 
Brechung  gehoben,  und  man  hat  ein  achromatisches  Prisma 
construirt.  Analog  kann  man  aus  einer  Convexlinse  von  Crownglas 
und  einer  Concavlinse  von  Flintglas  eine  achromatische  Linse  zu- 
sammensetzen. 

Schon  nm  1733  gelang  es  einem  Engländer  Cheater«  Esqnire  of  More« 
Hall  in  Essex,  von  dem  schon  durch  David  Gregory  l>etonten  Achromatis- 
mus  des  Auges  ausgehend,  einen  kleinen  Achroma^en  darzustellen  (s.  Monthly 
Notices  28) ;  aber  es  scheint  sein  Versuch  vereinzelt  und  unbekannt  geblieben 
zu  sein.  Erst  als  Enler  neuerdings  und  -wiederholt  auf  das  Auge  hinge- 
wiesen, und  Samuel  Klingenstjerna  (Tollefors  1698  —  Stockholm  1765; 
Professor  der  Mathematik  zn  Upsala  und  später  Informator  des  schwedischen 
Kronprinzen;  vergl.  seine  Vita  in  Nova  Acta  Upsal.  3)  experimentel  die  Un- 
richtigkeit von  Newton's  Annahme  (s.  293)  nachgewiesen  hatte,  gelang  es 
etwa  1757  John  Dollond  (^pitalflelds  bei  London  1706  —  London  1761; 
erst  Seidenweber,  dann  Optiker)  die  eigentliche  Fabrication  von  farbenfreien 
Femröhren  in's  Leben  zu  rufen,  welche  sodann  Ißul'er  in  seiner  Schrift 
„Constructio  lentium  objectivarum  ex  duplici  vitro.  Petropoli  1762  in  4.^ 
wissenschaftlich  behandelte.  Als  es  sodann  Pierre-Louis  Cialnand  (Corbati^re 
bei  Chaux-de-Fonds  1748  —  Corbatiöre  1824;  von  1805 — 1814  im  optischen 
Institute  von  Benedictbeoem  mit  der  Olasfabrlcation  betraut,  und  in  dieser 
Richtung  der  Lehrer  von  Fraunhofer;  vergl.  Bd.  2  meiner  Biographieen), 
später  Fraunhofer  selbst,  Iheodnr  Dagnet  (Vuippens  im  Canton  Freiburg 
1795  —  Freiburg  1870;  erst  Apotheker,  dann  Flintglasfabricant  in  Solothurn 
lind  Freiburg),  etc.,  nach  und  nach  gelang;  die  anfänglich  poch  ziemlich  im 
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Algen  gelegene  FUntglnefabriection  sn  Teirollkonininen,  begann  entspTeehead 
dnreh  Tt  ■■■h>ff  r  nnd  seinen,  jetst  noch  in  einem  Sohne  Sigmnnd  foii^ 
lebenden  Nachfolger  C&e^r^  WUwu  (Biehl  bei  Beoedicibenern  1793  —  Mfknehen 
1867),  welehe  die  meisten  der  grossen  Befractoren  unserer  Sternwarten  er- 
stellten, —  durch  Bobert-AglaA  €a«db«lx  (Cormeüles-en-Parisis  1776  — 
Denfl  bei  Montmorency  1845;  Optiker  in  Paris),  der  das  Crownglas  hinllg 
dnreh  BergkristaU  ersetste,  —  Simon  PlMd  (Wien  1794  —  Wien  1868; 
Optiker  in  Wien),  der  sich  besonders  durch  seine  Dialyten  und  Feldsteeher 
auaseiehnete ,  —  etc.,  die  immer  vorsttgUehere  Constmetion  der  Fernrohren, 
welcher  wir  uns  gegenwlrtig  erfreuen.  Wihrend  a.  B.  HagMM  fUr  seine 
Zeit  etwas  Ansgeaeichnetes  leistete,  als  er  bei  einem  13flls8igen  Fernrohr 
die  Yergrösserung  60  erreichte,  entsprechen  sieh  jetst  etwa 

Oeftiung  W"        31"*  62'"  6"  14" 

Unge  34"  48"  6'  8'  Sl' 

VergrOsserung       40        64—216      64—324      86—466      140-1200 

Spiegelteleskope  werden  jetst  last  nur  noch  von  Inebhabem,  oder  in  FUlen 
constmirt,  wo  kolossale  Dimensionen  verlangt  werden:  Daa  grosse  Spiegel« 
teleskop,  welches  sich  Wilhelm  Hersehcl  (Hannover  1788  —  Slou^  1822; 
erst  Musiklehrer,  dann  Privatastronom  Georg  in.  von  England)  um  1789 
baute,  hatte  auf  49 Vi"  OelTnung  40',  —  dasjenige  von  William  Parsons  Earl 
of  Hmwe  (Parsonstown  in  Irland  1800—1867)  auf  72"  Oeifnung  64'  Focal- 
distans.  Die  in  neuerer  Zeit  von  Stelfthell  und  F^ncaiilt  beliebte  Ver- 
wenduog  yersUberter  Glasspiegel  empfiehlt  sich  allerdings  gegenfiber  den  koai- 
baren  und  schweren  Metallspiegeln,  —  aber  blind  werden  sie  eben  auch  in 
▼erhftltniBsmAssig  kurzer  Zeit,  während  eine  Linse  bei  sorgfSltiger  Behandlung 
sich  80  £u  sagen  immer  gleich  bleibt 

S96«  Illt6]fereilZ  Ud  Beugung.  Gewisse  farbige  Erscheiniingen, 
die  beim  Zosammentreffen  paralleler  oder  nahezu  paralleler ,  durch 
stumpfwinklige  Prismen ,  dünne  Oelschichten,  etc.  erhaltenen  Licht- 
strahlen, oder  beim  Vorbeigehen  derselben  an  Gitterwerken,  an  den 
Rändern  undurchsichtiger  Körper,  etc.  entstehen,  und  unter  dem 
Namen  der  Interferenz-  und  BeoffunKspliSnoniene  bekannt 
sind,  haben  zunächst  der  Undulationstheorie  (283)  zum  Siege  ver- 
helfen. Unter  der  Annahme,  dass  den  verschiedenen  Farben  Licht- 
wellen von  verschiedener  Länge  entsprecl^n,  und  zwar  roth  Wellen 
von  etwa  62,  orange  58,  gelb  55,  grün  51,  blau  48,  indigo  45 
und  violet  42  Hunderttausendstel  eines  Millimeters,  —  lassen  sich 
in  der  That  jene  Erscheinungen  theoretisch  reconstruiren:  Beträgt 
nämlich  die  Wegdifferenz  zweier  Lichtwellen  ein  Vielfaches  der 
Wellenlänge,  so  verstärken  sich  dieselben,  —  beträgt  sie  dagegen 
ein  ungerades  Vielfaches  einer  halben  Wellenlänge,  so  schwächen 
oder  vernichten  sie  sich,  —  und  wie  ein  Theil  eines  Strahles  auf- 
gehoben wird,  so  tritt  nothwendig  die  complementäre  Farbe  hervor. 

Steht  zwei,  einen  kleinen  Winkel  9  mit  einander  bildenden  Spiegeln   ea 
und  CA|  ein  leuchtender  Ponct  L  gegenüber,  bo  werden  die  von  ihm 
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gehenden  Strahlen  von  den  Spiegeln  nach  284  so  reflectirt^  wie  wenn  sie  von 

den  sn  L  in  Beviehnog  auf  dieselben  symme- 
trischen Puncten  b  und  b|  kommen  würden, 
nnd  da  c  von  L,  b  und  b|  nothwendlg  die 
gleiche  Distans  r  hat,  so  ergibt  sich  die 
Gleichheit  der  in  der  Figur  mit  9  beceich* 
neten  Winkel  nach  124  und  89.  Wird  .bb| 
von  c  o  =  q  unter  rechtem  Winkel  in  d 
halblrt,  nnd  ist  ein  Schirm  AB  ||  bb|,  so  hat 
o  von  b  und  bj  gleichen  Abstand,  —  also 
hat  auch  das  von  L  mit  Hülfe  der  beiden 
Spiegel  nach  o  kommende  Licht  gleich  langen 
Weg  zurückzulegen,  während  dagegen  das 
nach  jedem  andern,  auf  «4  yi  liegenden,  von 
o  einen  Abstand  p  besitzenden  Puncto  m 
kommende  Idcht  für  die  beiden  Spiegel  eine 

WegdÜfereni 

Ab  =  mbi  — mb=  Vod*-f  (bj  d  +  om)«  —  fo  d«  +  (bd  — om)« 

=  V(r  Cos  9  +  q)«  +  (r  Sin  9  +  p)«  —  V(j  Cos  9  -f  q)*+  (r  Sin  9  —  p)« 
hat,  welche  man  somit  für  kleine  Werthe  von  9  nnd  p  sehr  angenähert 

Av      /    .     nFt  A    .  2pr9  8inl^^^      •■ /C       2pr9Sinr*1      2pr9^1'' 

setzen  kann.  Ist  das  Licht  homogen,  so  muss,  wenn  die  Undnlationstheorie 
richtig,  sobald  die  Wegdifferenz  ein  Vielfaches  der  entsprechenden  Wellen- 
länge X  ist,  der  Punct  m  doppeltes  Licht,  —  sobald  sie  dagegen  ein  un- 
gerades Vielfaches  der  halben  Wellenlänge  ist,  kein  Licht  erhalten;  es 
müssen  also  o  und  alle  von  o  um 

Sinl^r^r/  * 


P  = 


nAz=2n 


2r9Sinl'' 
abstehenden  Puncto  hell»  —  alle  von  o  um 


4  9  Sin 


P  = 


'  +  q 


.(3n  +  l).i-=(3n  +  l)-j*^(l+-l) 


2r9Öinl''    ^       •   y    2  ""^"~  '  '^  49  Sin 

abstehenden  Puncto  dagegen  dunkel  erscheinen,  —  und  zwar  werden  zwei 
auf  einander  folgende  helle  oder  dunkle  Puncte  nach  2  und  3  den  Abstand 

A  X  /^   1    q\  V  V  j  .        2dr9Sinl"         ^ 

d  =  "5 — Qi    ^  ii  I  ^  +  ~  i  haben,  so  dass  X  = ■^, 4 

29 Sin  1''  \     '    r/  '  q  +  r 

aus  Messung  desselben  berechnet  werden  kann,  nnd  jener  Abstand  zur  Wellen- 
länge proportional,  zum  Winkel  der  Spiegel  reciprok  ist,  beim  Nähern  der 
Lichtquelle  und  beim  Entfernen  des  Schirmes  zunimmt.  Der  wirkliche  Ver- 
such, welchen  Fresnel  Anfangs  der  Zwanziger- Jahre ,  vergl.  seine  Abhand- 
lung „Sur  la  lumi^re  (Snppl.  zu  einer  Paris  1822  durch  RifiTault  veröffentlich- 
ten Uebersetznng  von  Thomson's  Chemie)^,  mit  solchen  Spiegeln  unternahm, 
zeigte  genau  die  oben  theoretisch  erhaltenen  Erscheinungen,  und  zeugte  damit 
nicht  nur  für  die  Richtigkeit  der  Undnlationstheorie,  sondern  erlaubte  Fresnel, 
welcher  den  Schirm  durch  eine  mikrometrische  Vorrichtung  ersetzte,  in  oben 
angegebener  Weise  die  Wellenlängen  für  die  einzelnen  Farben  zu  messen,  — 
Messungen,  deren  Resultate  oben  im  Texte  mitgetheilt  sind,  und  die  später 
Vrannhofer  in  etwas  anderer  Weise  wiederholt  und  an  seine  Linien  ange- 
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buDden  hat  Letzterer  fand  fOr  die  Linie 


mm 


A    .  .  .    0,0007610  E     .  .  .    0,0005260 

B  6878  F  4843 

C  6588  G  4291 

D  5888  H  8928 

Ben  letBten  merklichen  Wftrmestrahlen   ausser  roth  (vergl.  294)  boU  etwa 
die  Wellenl&nge   0,0048000,  —  den   letzten  flnorescirenden  Strahlen   ausser 
violet  etwa  0,0008090  entsprechen.  —  Aus  dieser  verschiedenen  Wellenlinge 
folgt  nach  2—4  unmittelbar,  dass,  wenn  L  weisses  Licht  gibt,  sich  zwar  bei 
o  noch  weisses  Licht  zeigt,  dann  aber  zunftchst  violet  erlöscht  und  seine 
Complementftrfarbe  auftritt,  etwas  weiter  ab  blau,  —  etc.,  kurz  ein  farbigea 
Bild   entsteht,   und   in   ähnlicher  Weise  vermag  die  Undulationstheorie  die 
Farbenerscheinungen  bei  dünnen  Bl&ttchen,  beim  Lichtdurchgange  durch  enge 
Spalten,  etc.  leicht  zu  erklären,  und  nach  allem  Detail  vorauszuberechnen.  — 
Zuerst  wurde  auf  die  Interferenz-  und  Beugungs-Erscheinungen  Grimaldi 
aufmerksam,  beschrieb  sie  in  dem  nach  seinem  Tode  erschienenen  Werke 
„Physico-Mathesis  de  lumine,  coloribus  et  iride  libri  II,  nee  non  de  hactenus 
inoognita  luminia  dlifusione,  de  refraotione  et  dÜTractione.   Bononi»  1665  in 
4.^,  und  hob  bestimmt  hervor,  dass  Licht  zu  Licht  hinsugefligt  unter  Um- 
ständen Dunkelheit  hervorbringen  könne,  —  während  sich  ujigefähr  gleich- 
zeitig Boyle  in  seinen  „Experiments  and  considerations  upon  colours.  1663 
(Lat  Amst.  1667  in  16.)^  und  Hooke  in  seiner  „Micrographia.  Lond.  1665 
in  foL^  speoiell  mit  den  Farben  dUnner  Blftttchen,  deren  Gesetze  bald  darauf 
Newton  in  seiner  Optik  (vergL  288}  definitiv  auf  experimentellem  Wege 
festetellte,   beschäftigten.    Einen    neuen   Aufschwung   nahmen   sodann   diese 
Untersuchungen  durch  „Yoan^f  On  the  theory  of  light  and  colours  (Phil. 
Trans.  1802)^  und  „Fresnel«  Memoire  snr  La  dÜTraction  de  la  lumine  (1815 
dem  Institut  vorgelegt,  1819  von  demselben  gekrönt,  und  1826  in  den  M6m. 
erschienen)^,  welche  Arbeiten  der  Undulationstheorie  zum  Durchbruche  ver- 
halfen.   Aus   neuerer  Zeit  mögen  noch  die  Schriften  ^Alry»  Mathematical 
Tracts  on  the  lunar  and  planetary  theories,  the  undulatory  theory  of  opticS) 
etc.  2.  ed.  Cambridge  1831  in  8.  (3.  ed.  1842),  —  Friedrich  Magnus  Schirerd 
(Osthofen  in  Rheinbayern  1792;   Professor  der  Mathematik  zu  Speyer),   Die 
Beugungserscheinungen  aus  den  Fundamentalgesetzen  der  Undulationstheorie 
analytisch  entwickelt   Mannheim  1836  in  4.,  —  Cauchy»  Mtooire  snr   la 
dispersion  de  la  lumi^re.  Prague  1836  in  4.,  —  etc.^  zur  Ergänzung  der   in 
283  gegebenen  Literatur  angeführt  werden. 

S9V«  Die  Doppeltbrechnog.  Manche  krystallinische  Körper,  na- 
mentlich der  rhomboedrische  Doppelspath,  lassen  das  Licht  nacli 
zwei  Richtungen  durch.  Betrachtet  man  z.  B.  durch  einen  Doppel- 
spath einen  Punct,  so  sieht  man  ihn  doppelt,  und  zwar  dreht  sicli 
das  dem  ungewöhnlichen  Strahle  entsprechende  Bild  beim  Drehen 
des  Krystalles  um  das  andere  in  einem  Kreise,  dessen  Halbmesser 
einem  Winkel  von  6®  12'  =  372'  entspricht;  um  eben  so  viel  wird 
der  Mittelpunct  eines  Kreises  versetzt,  und  wenn  somit  die  beiden 
Bilder  eines  auf  einer  fernen  Tafel  verzeichneten  Kreises,  die  man 
durch  einen  vor  das    Ocular   eines  Fernrohrs  gebrachten  Doppel* 
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spath  sieht,  sich  tangiren,  so  ist  sein  scheinbarer  Durchmesser  2q> 
durch  das  Femrohr  auf  372'  gebracht,  d.  h.  es  ist  die  Vergrösse- 
rung  des  Letztem  gleich  S72:2q>.  Eine  Gerade  erscheint,  wenn 
sie  in  einer  durch  die  stumpfen  Ecken  des  Rhomboeders  gehenden 
Ebene,  einem  sog.  HaDptochnitley  hegt,  einfach,  sonst  immer 
doppelt. 

Die  durch  die  beiden  stampfen  Ecken  a  und  b  eines  KAlkspath-Rhom- 
boeders  gehende  Diagonale  ab  heisst  Hauptaxe  und  Jede  zu  ihr  Parallele 
optische  Axe»  —  jede   durch   eine  optische  Axe  gelegte  Ebene,   voraus 

aobd,  Hauptsehnltt«  Fällt  ein  Strähl  so  ein 
dasB  er  parallel  zur  optischen  Axe  gebrochen 
wird,  so  geht  er  einfach  durch,  und  es  ent- 
spricht ihm  das  Breohungsverh&ltniss  1,654,  — 
in  jedem  andern  Falle  dagegen  theilt  sich  der 
gebrochene  Strahl  so,  dass  dem  einen  Theile,  wel- 
chen man  den  gewöhnllehen  nennt,  noch  das- 
selbe BrechungsYerh&ltniss,  dem  andern  ansser* 
gewöhnlichen  aber  ein  um  so  kleineres  ent- 
spricht, je  welter  er  von  der  optischen  Axe 
abweicht,  —  ein  kleinstes  1,488,  wenn  er  zu  derselben  senkrecht  durchgeht 
Aehnliche  VerhlUtnisBe  zeigen  sich  beim  Anatas,  Korund,  Smaragd,  etc.; 
dagegen  gibt  es  auch  Krystalle,  wie  Amethyst,  Bergkrystall,  Zirkon,  etc., 
bei  welchen  dem  ausserge wohnlichen  Strahle  das  grössere  BrechungsverhUt- 
niss  entspricht.  Die  Undnlationstheorie  hat  diese  Erscheinungen  als  Folgen 
davon  nachgewiesen,  dass  die  Elasticit&t  des  Aethers  in  diesen  Krystallen 
nach  verschiedenen  Richtungen  verschieden  ist,  und  dadurch  eine  Zerlegung 
der  Schwingungen  nach  der  Richtung  der  grOssten  und  kleinsten  Elasticit&t 
bewirkt  wird.  —  Die  Doppeltbrechung,  deren  im  Texte  erw&hnte  Anwendung 
zur  Bestimmung  der  Vergrösserung  Ara^o  zu  verdanken  ist,  findet  sich 
zuerst  in  „Barthollnns*  Experimenta  cry stall!  islandici  disdiaclastici  quibus 
mira  et  insolita  refractio  detegitur.  Havnin  1669  in  4.^  beschrieben,  und  wurde 
dann  bald  darauf  auch  durch  Hugcns  in  seinem  283  erw&hnten  Trait^  ein- 
l&sslich  behandelt  Aus  neuerer  Zeit  sind  namentlich  noch  die  Schriften 
„IMalna»  Theorie  de  la  double  r^fraction.  Paris  1810  in  4.,  —  Blott  Sur  la 
nature  des  forces  qui  partagent  les  rayons  lumineux  dans  les  orlstaux  dou^ 
de  la  double  röfractiön  (M^m.  de  l'Inst.  1813—1815),  —  Fresnel,  Memoire 
sur  la  double  r^fraction  (M^m.  de  l'Acad.  1827),  —  etc.^  zu  erwähnen. 

998«  Die  PolarisatiOQ.  Wenn  ein  Lichtstrahl  unter  einem  Winkel 
von  54 V2®  auf  einen  geschwärzten  Glasspiegel  einfällt,  so  erhält 
er  durch  die  Reflexion  verschiedene  Eigenschaften,  die  ihm  den 
Namen  eines  polarisirten  Strahles  zugezogen  haben:  Fällt  er  unter 
gleicher  Neigung  auf  einen  zweiten  Spiegel  ein,  so  wird  er,  je 
nachdem  die  neue  Einfallsebene  zu  der  ersten  parallel  oder  senk- 
recht steht,  noch  oder  nicbt  mebr  reflectirt,  —  fällt  er  auf  einen 
doppeltbrechenden  Körper,  so  erleidet  er  nur  die  STt^wOhnllChe 
oder  nur  die  ungewObnllChe  Brechung,  je  nachdem  der   durch 
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ihn  und  die  Hanptaxe  gehende  Hanptsehnitt  zur  Beflexionsebene 
parallel  oder  senkrecht  steht ,  etc.  Die  Undnlationstheorie  hat  unter 
der  Annahme,  dass  Iftngs  einem  polarisirten  Strahle  einander  parallele, 
zur  Fortpflanzungsrichtnng  senkrechte  Vibrationen  statt  haben,  auch 
diese  Erscheinungen  als  nothwendig  nachgewiesen. 

Gibt  mm  den  swei  Spiegeln  A  und  B,  welche  am  Besten  ans  schwar- 
xem  nur  oberfllchlich  epiegelndem  Obeldiang^e  bestehen,  eine  Neigung  von 

90— 64Vt  =  36Vt*   gegen    die   Aze    ab 
der   Röhre,    an   welchen   sie   angesteckt 
sind,   stellt  B||A,   und  lisst   einen  ge- 
wöhnlichen Lichtstrahl  so  anf  A  einfallen, 
dass  er  nach  ab  anf  B  fUlt,  so  wird  er 
▼on  B  ohne  merklichen  Lichtyerlnst  refleo- 
tirt;   dreht  man  sodann  die  Hfilse  von  B 
nm  ab,  so  seigt  sich  ein  immer  grösserer 
Idchtverlnst,  und  wenn  die  Drehung  bia 
W^  angenommen  hat,  so  wird  gar  kein 
liicht  mehr  reflectirt;  wird  die  Drehung 
noch  weiter  fortgesetst,  so  nimmt  bis  180^  die  Intensität  wieder  an,  dann 
neuerdings   ab,  —  etc.,  gana   entsprechend  dem  im   Texte  Gesagten.    Der 
Spiegel  A   heiest  polarisirend  oder  P^arisatort  ^  B  analysirend   oder 
Polarlaeop«  —  die  Lage  der  Einfallsebene  auf  B  bei  Yollstftndiger  ReflexioB 
PolaiiaatloBsebene*  ->-L&88t  man  einen  Lichtstrahl  unter  dem  Winkel 

▼on   64 Vi®   auf  eine   8&nle  A  paraUeler 
Glas-  oder  GUmmerplatten  faUen,  so  wird 
ein  Theil  reflectirt,  ein  anderer  gebrochen. 
Fingt  man  die  beiden  Theile  b  c  und  d  e 
mit  swei  andern,  au  A  parallelen  8&ulen 
B  und  C  auf,  so  wird  bc  reflectirt,  aber 
nicht  durchgelassen,  —  de  durchgelassen, 
aber  nicht  reflectirt;   dreht  man  dagegen 
B  und  C  um  b  c  und  d  e  Je  tun  90<^,  so  wird  umgekehrt  b  c  durchgelassen 
und  de  reflectirt,  so  dass  die  Polarisationsebene  ftlr  bc  mit  der  Einfalls- 
ebene  zusammenfällt,  fflr  de  su  ihr  senkrecht  steht,  oder  bc  und  de  ent- 
yegengeaetst  polarlalrt  sind.  So  sind  auch  die  beiden  aus  einem  Doppel- 
spath  austretenden  Lichtstrahlen  entgegengesetst  polarisirt,  —  der  gewöhnlielie 
im  Hauptschnitte,   der  aussergewöhnliche  senkrecht  zu  demselben,  —  und 
wenn  man  sie  durch  einen  zweiten  Doppelspath  anff&Dgt,  so  geht  bei  paralleler 
oder  um  180®  verschiedener  Lage  der  gewöhnliche  nur  gewöhnlich  und  der 
aussergewöhnliche  nur  aussergewöbnlich,  bei  Drehung  um  90®  aber  der  ge- 
wöhnliche nur  auBsergewöhnlich  und  der 
auBsergewöhDllche  nur  gewöhnlich  dureb, 
w&hrend  in  allen  Zwischenlagen  beide    in 
beider   Weise,    aber   geschw&cht   dureb— 
passiren.    Bezeichnen  g  und  a  die   dureb 
den  ersten  Doppelspath  gesehenen  Bilder 
eines  Punctes,  so  erh&lt  man  fflr  die  ver- 
schiedenen Stellungen  des  aweiten  die    in 
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beistehender  Figur  angedeuteten  Varietäten.  ^  Gerade  durch  diese  Erschei— 
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nnngen  am  Doppelspathe  wurde  Bohon  Hoffen«  auf  die  Polarisatton  des 
Lichtes  aufinerkeam ;  aber  ihre  Gesetze  traten  erst  kh  Tage,  als  Maloi  in 
der  297  erwähnten  Abhandlung  die  Polarisation  durch  Spiegel  lehrte,  und 
Brewster  bald  darauf  in  seiner  Abhandlung  „Laws  whioh  regulate  the 
Polarisation  of  light  by  reflection  (Phil.  Trans.  1815)^  unter  Andenn  nach- 
wies, dasB  die  Tangente  des  Polarisationswinkels  dem  Brechungsexponenten 
des  Mittels  gleich  sei,  oder  also,  da  aus 

Tgp  =  n        und         ^.    l  =n        sofort        b  =  90*--p 

folgt,  der  unter  dem  Polarisationswinkel  reflectirte  Strahl  (bc  in  Fig.  2)  an 
dem  gebrochenen  Strahle  (b  d)  senkrecht  stehe.    Seither  ist  die  Polarisation 
des  Lichtes  sehr  eingehend   studlrt  worden,  so  i.  B.  von  Amgo  in  seinen 
Abhandlungen   „Sur  une  modification   remarquable   qu'^prouvent  les  rayons 
lumineux  dans  leurs  passages  k  travers  certains  corps  diaphanes  et  sur  quel- 
ques äutres  nouv.  phönomönes  d'optique  (M^m.  de  l'Inst.  1811}"  und  „Sur 
l'action  que  les  rayons  de  lumiöre  polarls^s  exercent  les  uns  sur  les  autres 
(Ann.  de  phys.  1819)^,  —  von  Blot  in  zahlreichen  Abhandlungen,  von  denen 
besonders  diejenige  „Sur  les  rotations   que    certaines   substances   impriment 
aux  axes  de  polarisation  des  rayons  lumineux  (Mte.  de  l'Acad.  1819)"  her- 
vorzuheben sein  dürfte,  —  von  Fresoel»  dessen  wichtigste  Abhandlungen 
schon  in  296  und  297  angeführt  wurden,  —  von  Heriehel«  neben  dessen  in 
283  citlrter  Theorie  des  Lichtes  beispielsweise  noch  die  Abhandlung  „On  the 
action  of  crystallized  bodies  on  homogeneous  light  (Phil.  Trans.  1820)"  an- 
geführt, und  zugleich  bemerkt  werden  mag,  dass  ihm  (s.  Gehler  VII  786)  die 
Einführung  der  aus  zwei  parallel  zur  Axe  geschnittenen  Turmalinplatten  be- 
stehenden TurmaliiiBaiiye   zur  Untersuchung   von   Krystailplatten   zuge- 
schrieben wird,  —  von  Karl  Michael  Marx  (Carlsruhe  1794 ;  erst  Lehrer  bei 
Pestalozzi  in  Yverdon,  dann  Professor  der  Physik  und  Chemie  zu  Braun- 
schweig), dem  ebenfalls  Manche  die  Erfindung  des  letzt-erwUmten  Polari- 
sationsapparates zuschreiben,  —  von  William  IVIeol  (1768?  —  Edinburgh 
1851;   Lehrer  der  Physik  in  Edinburgh),  in  dessen  Abhandlung  „A  method 
of  increasing  the  divergence  of  the  two  rays  in  calcareous  spar,  so  as  to 
produce  a  Single  Image  (Jameson*a  Joum.  1828)"  das  nach  ihm  benannte,  aus 
einem  nach  daj  ||  cbj  (vergl.  297  Fig.)  abgeschliffenen,  senkrecht  zum  Haupfr- 
schnitte  und  zu   da|   zerschnittenen,  und  mit  einer  Schichte  von  dem  stark 
brechenden   Canada- Balsam   wieder  gekitteten  Kaikspathe  bestehende,   den 
gewöhnlichen  Strahl  an  der  Schnittfläche  ablenkende  Prisma  beschrieben  ist, 
das  jetzt  bei  keinem  Polarisationsapparate  fehlen  darf,  —  von  Ludwig  Fried- 
rich  Wilhelm  August   Seebeek   (Jena  1806  —  Dresden  1849;    Sohn  von 
Thomas  Johann  in  817;   Lehrer  der  Physik  zu  Berlin,   dann  Director  der 
technischen  Bildungsanstalt  zu  Dresden),  vergl.  dessen  „Observationes  circa 
nexam   intercedentem   inter    corporum    lucem    simpliciter    refrlngentlum    vim 
refringentem  et  angulos  incideDiisB  sub  quibus  luminis  ab  illorum  superflciebus 
refiexi  polarisatio  fit  perfectisaima.   Berol.   1830  in  4.,  —  von  Franz  Ernst 
IVeumann  (Ukermark  1798;  Professor  der  Physik  und  Mineralogie  in  Königs- 
berg),  der  unter  Anderm  eine  „Theorie  der  elliptischen  Polarisation  durch 
Metalle  (Pogg.  Annal.  1832)  schrieb,  —  von  Joh.  Gottlieb  Christian  IVSrFeiD« 
berg  (Putzenbach  in  Rhelnpreussen  1787  —  Stuttgart  1862;  Professor  der 
Mathematik  und  Physik  zu  Darmstadt  und  Tübingen),  der  namentlich  den 
PolarieationBapparat  vervoUkomnmete,  —  eto. 
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XXX.  Die  Wärmelehre. 

t99.  Das  Wesen  der  Wbme.  Die  sog.  Wärme  ist  mit  dem 
Lichte  verwandt  und  häufig  verbunden,  strahlt  wie  dasselbe,  wird 
nach  denselben  Gesetzen  reflectirt  und  gebrochen,  —  ja  in  neuerer 
Zeit  ebenfalls  nicht  mehr  als  Stoff,  sondern  als  eine  Bewegungs- 
form betrachtet.  Das  Ausstrahlungsvermögen  warmer  Körper  hängt 
von  ihrer  Beschaffenheit  ab,  und  nimmt  namentlich  mit  der  Rauhig- 
keit ihrer  Oberfläche  zu. 

Fttr  die  Wärmelehre  vergleiche:  „Lambert*  Pyrometrie.  Berlin  1779  in 
4.,  —  Benjamin  Thompson,  Graf  von  Rumford  (Rumford  in  Massachusetts 
1753  —  Auteuil  bei  Paris  1814;  erst  Schulmeister,  dann  Militär,  zuletst 
Privatgelehrter  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris ;  vergl.  Cuvier,  Eloges  II), 
M^moires  sur  la  chaleur.  Paris  1804  in  8.,  —  John  Leslie  (Itargo  in  Schott- 
land 1766  —  Coates  bei  Largo  1832;  Professor  der  Mathematik  und  Physik 
zu  Edinburgh) ,  Ezperimental  inquiry  into  the  nature  and  properties  of  heat. 
London  1804  in  8.,  --  Pierre  Prevost  (Genf  1751  —  Genf  1839;  Professor 
der  Philosophie  und  Physik  in  Berlin  und  Genf),  Du  calorique  rayonnant. 
Genöve  1809  in  8.  ($uppl.  1832),  und:  Deux  trait^s  de  physlque  m^canique, 
comme  simple  ^diteur  du  premier  (par  G.  L.  Lesage)  et  comme  auteur  du 
aecond.  Gen^ve  1818  in  8.,  —  Fourlcrt  Thöorie  analytique  de  la  chaleur. 
Paris  1822  in  4.,  —  Badi  Carnot  (Paris  1796  —  Paris  1832;  Sohn  des  Utem 
Garnot  in  4.,  etc.;  Ingenieurhauptmann),  Kefiexions  sur  la  puissance  motrice 
du  feu  et  sur  les  machines  propres  k  dävelopper  cette  puissance.  Paris  1824 
in  8.,  —  Jean- Claude-Eugene  Peclet  (Besangon  1793  —  Paris  1857;  Professor 
der  Physik  zu  Marseille  und  Paris),  Trait^  de  la  chaleur  considöräe  dans  ses 
applications  aux  arte  et  manufactures.  Paris  1828,   2  Vol.  in  8.  (3  ^d.  1860), 

—  Polflson«  Thöorie  math^matique  de  la  chaleur.  Paris  1835  in  4.  (Buppl. 
1837),  —  J.  R.  Mayer  (s.  4),  Bemerkungen  ttber  das  mechanische  Aequi- 
valent  der  Wärme.  Heilbronn  1851  in  8.,  und:  Die  Mechanik  der  Wärme. 
Stuttgart  1867  in  8.,  —  Zeuoer*  Grundzüge  der  mechanischen  Wärmetheorie. 
Freiberg  1860  in  8.  (2.  A.  1866 ;  franz.  durch  Arnthal  und  Cazin,  Paris  1869), 

—  Gustav  Adolf  Hirn  (Logelbach  bei  Colmar  1815;  Civilingenieur  zu  Logel- 
bach), Exposition  analytique  et  exp^rimentale  de  la  thöorie  m^canique  de  la 
chaleur.  Paris  1862  in  8.  (2  ^d.  in  2  Vol.  1865—1868),  —  Tyndall,  Heat 
considered  as  a  mode  of  motion.  London  1863  in  8.  (2.  ed.  1865;  franz.  von 
Moigno,  Paris  1864;  deutsch  von  Helmholtz  und  Wiedemann,  Braunschweig 
1867),  —  Clausius«  Abhandlungen  über  die  mechanische  Wärmetheorie. 
Braunschweig  1864 — 1867,  2  Abth.  in  8.,  —  Charles-Pierre-Math ieu  Combe« 
(Gabors  1802;  Professor  an  der  £cole  des  mines  und  Mitglied  der  Academie 
zu  Paris),  Expos^  des  principes  de  la  thäorie  m^canique  de  la  chaleur  et 
de  ses  applications  principales.  Paris  1867  in  8.,  —  Briott  Theorie  m^ca^- 
nique  de  la  chaleur.  Paris  1869  in  8.,  —  etc.^  —  Für  die  Geschichte  und  die 
ersten  Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  vergleiche  die  folgenden 
Sätze  und  namentlich  306. 

•00*  Die  Wirmeleitnog.  Das  Verhalten  der  Körper  gegen  das 
Durchlassen  der  Wärmestrahlen  weicht  von  dem  gegen  die  Licht- 
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Strahlen  bedeutend  ab.  Ein  sehr  dlathermaner  Körper  ist  z.  B. 
das  Steinsalz,  während  der  fast  gleich  durchsichtige  Alaun  schon 
bei  sehr  geringer  Dicke  alle  Wärme  absorbirt,  d.  h.  sehr  atberman 
ist.  —  In  Beziehung  auf  das  durch  innere  Strahlung  bewirkte  Ver- 
breiten der  absorbirten  Wärme  in  einem  Körper,  theilen  sich  die 
Körper  in  gute  und  schlechte  Wärmeleiter.  Zu  den  erstem  gehören 
Metalle  und  Steine,  zu  den  letztem  Glas,  Kohle,  Wolle,  Erden, 
etc.  Von  unten  erwärmte  Flüssigkeiten  und  Gase  scheinen  bessere 
Wärmeleiter  zu  sein,  als  sie  wirklich  sind,  —  es  entstehen  nämlich 
Strömungen,  auf  denen  z.  B.  die  Luft-  und  Wasserheizungen  be- 
ruhen. 

Die  Luftheizung  soU  zuerst  in  der  jetzt  gebr&ncblichen  Weise  1792  der 
englische  IndustrieUe  Strutt  zu  Belper  in  seiner  mechanischen  Spinnerei  ein- 
geführt haben,  —  in  gewisser  Art  scheint  sie  aber  schon  bei  den  Römern 
gebräuchlich  gewesen  zu  sein;  sehr  empfohlen  wurde  sie  durch  „Paul  Trau- 
gott Meissner  (Medias  in  Siebenbürgen  1778 ;  Professor  der  Chemie  in  Wien), 
Die  Heizung  mit  erwärmter  Luft.  Wien  1821  in  8.  (8.  A.  1827)^^  Die  Ein- 
führung der  Wasserheizung  wird  Jakob  Perklns  (1766?  —  London  1849; 
erst  Kupferstecher  in  Philadelphia,  dann  Civilingenieur  in  London)  zuge- 
schrieben. 

SOI.  Die  AnsdehBling.  Da  für  ein  kleines  d  sehr  nahe  (1  +  d)' 
=  l  +  nd,  80  kann  die  Volumenausdehnung  eines  Körpers  durch 
die  Wärme  gleich  dem  Dreifachen,  die  Flächenausdehnung  gleich 
dem  Doppelten  der  Längenausdehnung  gesetzt  werden.  Um  Letztere 
zu  messen,  kann  man  z.  B.  nach  dem  Vorschlage  von  Lavoisier 
und  Laplace  das  freie  Ende  des  zu  untersuchenden,  in  einem  Oel- 
bade  erwärmten  Stabes  auf  einen  Hebel  wirken  lassen,  mit  dem 
zugleich  ein  Femrohr  verbunden  ist,  dessen  Stellung  an  einer  ent- 
fernten Scale  abgelesen  werden  kann.  —  Hat  ein  Originalmaass 
seine  gesetzliche  Länge  1  bei  tP  C,  so  ist,  wenn  a  die  Ausdehnung 
der  Längeneinheit  für  1®  C.  bezeichnet,  seine  L9,nge  bei  T® .  C. 

L  =  l[l  +  a(T  — t)]  1 

Wenn  man  somit  diess  Maass,  anstatt  bei  t^,  bei  T®  anwendet,  so 
findet  man  die  Entfernung  X  statt  x,  so  dass 

x.l  =  X.L  oder         x  =  X  [l  +  a(T  — t)]  t 

Um  eine  Uhr  gegen  die  (nach  255)  schädliche  Einwirkung  der 
Wärme  auf  die  Pendellänge  zu  compensiren,  ersetzt  man  entweder 
nach  Graham  die  Linse  durch  ein  Gefäss  mit  Quecksilber,  oder 
unterbricht  nach  Harrison  die  Pendelstange  durch  einen  Kost  (s. 
Fig.),  bei  dem  die  nach  oben  wirkenden  Stäbe  z  aus  einem  Metalle 
(z.  B.  Zink)  bestehen,  das  sich  bedeutend  stärker  als  das  Metall 
der  Pendelstange  (meist  Eisen)   ausdehnt.  —  Bezeichnen  v  und  y' 
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die  Volumina  eines  Gases  bei  b  nnd  b'  Zollen  Barometerstand,  t 
und  t'  Centesimalgraden  Erwärmung,  so  ist  sein  Volumen  bei  28'' 
und  00 

^_         bv         _         Vv'  ,  bv    _   l  +  «t    ^ 

''"■  28(H-at)  -  28(l  +  at0  ^^  "^^  VV  ""  1  +  aif  * 
das  auf  verschiedene  Temperaturen  erweiterte  Mariotte'sche  Gesetz 
ist.  Da  a  =  0,003665  oder  nahe  =  1 :  273 ,  so  muss  nach  3  für 
t  =  —  273*^  C.  nothwendig  v  =  0  werden,  imd  man  kann  daher 
den  um  273  ^  C.  unter  dem  Eispuncte  liegenden  Punct  unbedenklich 
als  einen  jeder  Wärme  haaren  absoluten  IVallponct  betrachten. 

Die  RoBt-Compensation  soll  George  Graham  (Horsgills  in  Cnmberland 
1675  —  London  1751;   Uhrmacher  nnd  Mechaniker  in  London)   schon  um 

1715  erfunden,  dann  aber  zu  Qnnsten  der  Qneoksilber-Com- 
pensation,  von  welcher  er  in  der  Abhandlung  „A  contrivance 
to  avoid  the  irregularities  in  a  elock's  moüon  occasioned  by 
the  action  of  heat  and  cold  on  a  pendnlum  rod  (Phil.  Trana. 
1726)^  Nachricht  gab,  wieder  verlassen  haben.   81e  wurde 
sodann  von  John  Harrison  (Foulby  1693  —  London  1776; 
Uhrmacher  in  London),   mnthmasslich  ohne  von  Oraham's 
früherer  Idee  zn  wissen,  au^nommen,  und  in  der  jetst  ge- 
bräuchlichen Form  etwa  1725  in  die  Pendeluhren  eingeführt,  —  von  dem 
gleichen  Manne,  dem  es  auch  suerst  gelang,  durch  die  Krümmung  einer  aus 
Stahl  und  Messing  zusammengesetsten  Feder  die  Unruhe  der  tragbaren  Uhren 
zu  compensiren,  und  sie  so  zu  wirklichen  Chronometern  zu  erheben.  —  Be- 
zeichnen p  und  V  Expansivkraft  und  Volumen  eines  Oases  bei  0®  W&rme  und 
soll  dasselbe  entweder  bei  gleichem  Volumen  doppelte  Expansivkraft  oder  bei 
gleicher  Expansivkraft  doppeltes  Volumen  erhalten,  so  muss  entsprechend  8 

p(l  +  «t)=:2p  oder  v(l  +  «t)  =  2v 

werden,  also  in  beiden  F&llen  « t  =  1  oder  t  Z3  V^^  =  ÜIS^  =  a  sein,  wofür  8  in 

b.v:b'.v'  =  (a  +  t):(a  +  tO  41 

übergeht,  so  dass  das  Product  aus  Druck  und  Volumen  der  absoluten  Tem- 
peratur proportional  ist.  —  Anhangsweise  mag  noch  der  von  Josiah  Wed* 
^wood  (Burslem  in  ßtaffordsbire  1730  —  Etruria  bei  Newcastle  1795;  Töpfer) 
zur  Messung  sehr*  hoher  Temperaturen  erfundene  Pyrometer  erw&hni 
werden,  der  auf  der  Annahme  beruht,  dass  Thon  proportional  der  Hitze 
schwinde;  DulOD^  und  Alexis-Thörtee  Petit  (Vesoul  1791  —  Paris  1820; 
Professor  der  Physik  in  Paris)  haben  ihn  durch  den  sog.  Gewiehtstlierfli»» 
meter»  ein  s.  B.  bei  0  und  100 ^^  mit  Quecksilber  gefülltes,  und  beide  Male, 
sowie  sodann  bei  jeder  Temperaturbestimmung  genau  abgewogenes  Gefftss 
mit  engem  Halse,  —  Poulllet  aber  durch  eine  Art  LnflUieriiieneter 
(vergl.  dasjenige  von  Galilei  in  247)  mit  Platinkugel  zu  ersetzen  gesucht,  — 
und  Leonhard  Elsner  (Neustadt  in  Oberschlesien  1802;  Lehrer  der  Chemie 
und  Arcanist  der  k.  Porzellanfabrik  in  Berlin)  soll  auf  ähnliche  Weise  ge— 
fnnden  haben,  dass  wfthrend  des  zwOlfstündigen  Gutofenfeuers  schon  bei 
einer  Temperatur  von  2000  bis  2500  Graden  die  meisten  Gesteine  und  Metalle 
sich  voUstftndlg  verflüchtigen,  so  dass  man  vielleicht  (s.  294)  etwa 
Temperatur  auf  der  Sonne  vermuthen  dürfte. 


—  Die  Wftnnelehre.  —  417 

SOS«  Spacillsdie  Wlrme.  Die  Wärmemenge,  welche  die  Ge- 
wichtseinheit Wasser  von  0^  (ein  Kilogramm)  erfordert,  damit  die 
Temperatur  anf  1^  steige,  nimmt  man  als  Wärmeeinheit  oder  Ca* 
lorle  an,  und  nennt  sodann  die  in  dieser  Einheit  ausgedrückte 
Wärmemenge,  welche  irgend  ein  anderer  Körper  erfordert,  damit 
die  Temperatur  einer  Gewichtseinheit  desselben  um  1^  steige,  seine 
specifiscbe  W9rine  oder  £lg;enw8rine.  —  Taucht  man  einen 
Körper  der  specifischen  Wärme  s,  des  Gewichts  g  und  der  Tem- 
peratur t|  in  ein  Kilogramm  Wasser  der  Temperatur  tg,  so  hat  man, 
wenn  kein  Wärmeverlust  entsteht,  und  t  die  durch  die  Ausgleichung 
entstandene  Temperatur  bezeichnet, 

g8(ti  — T)  =  T  — tj         oder         8=  A~\n 

gl^tj  —  t) 

Bei  Gasen,  oder  eigentlich  strenge  genommen  bei  allen  Körpern, 

hat  man  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  und 

die  bei  constantem  Drucke  zu  unterscheiden,  je  nachdem  man 

bei  der  Wärmezuführung  das  Volumen  der  Masse  constant  erhält, 

oder  indem  man  zwar  dem  Körper  eine  Ausdehnung  gestattet,  dabei 

aber    den   von    aussen   stattfindenden  Druck   constant  erhält.    Für 

atmosphärische  Luft  ist  z.  B.  die  specifische  Wärme  bei  constantem 

Volumen  0,1687,  und  die  bei  constantem  Drucke  0,2377. 

Bei  Bestimmung  der  speciftBchen  W&rme  einer  Reihe  fester  Körper  fanden 
Dulony  und  Petit  das  merkwürdige  Gesets,  dass  das  Product  der  speci- 
fischen W&rme  eines  Körpers  in  sein  Atomgewicht  nahezu  eine  oonstante 
Orösse  ist;  vergl.  ihre  Abhandlung  „Recherches  sur  quelques  points  impor- 
tans  de  la  th^orie  de  la  chaleur  (Annal.  de  phys.  1819)^. 

SOS«    Die   gebundene  Wime.   Während    ein  Körper   in   einen 
hohem  Aggregationszustand  übergeht,  wird   alle   ihm  zufliessende, 
gewöhnlich  in  Calorieen  ausgedrückte  Wärme  zu  dieser  Formände- 
rung verbraucht,  d.  h.,   wie  man  sagt,  ST^banden  oder  lateut, 
—   eine  Vermehrung   des  Wärmezuflusses   hat  keine  Temperatur- 
erhöhung,  sondern  eine  Beschleunigung  des  Processes   zur  Folge. 
Umgekehrt  wird  bei  Erniedrigung   des  Aggregationszustandes  eine 
entsprechende  Wärmemenge  trelf  worauf  z.  B.  die  Anwendung  des 
Dampfes   zum  Heizen,  Kochen,  Waschen,  etc.  beruht.  —  Wenn 
ein  Körper  während  der  Wärmezuführung  sich  ausdehnt,  und  unter 
einem   äussern  Drucke   steht,    so   wird   während  der  Ausdehnung 
Arbeit,  sog.  Süssere  Arbeit ,  verrichtet,  und  dieser  Arbeit  ent- 
spricht,  nach    den   Grundsätzen   der   mechanischen   Wärmetheorie, 
eine  gewisse  Wärmemenge,  welche  verscb windet*   Die  einer  Ca- 
lorie  entsprechende  Arbeit,  ein  sog.  mechanisches  WSrme-EquI- 
vskienif  beträgt  nahezu  424  Ealogrammeter. 

Wolf,  Haadbttoh.    L  27 
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Den  Begriff  der  latenten  Wftrme  scheint  Joseph  Black  (Bordeaux  1738 
bis  Edinburgh  1799;  Professor  der  Chemie  sn  Glasgow  und  Edinburgh)  etwi 
1763  zuerst  aufgestellt  su  haben.  Um  die  Benutsung  der  beim  Niederschlagen 
des  Dampfes  frei  werdenden  Wftrme  zum  Heisen,  Kochen,  etc.  machte  sieh 
lieben  Rumford  (vergl.  299)  besonders  Thomas  Tredgpold  (Branden  bei 
Durham  1788  —  London  1829;  zuerst  Tischler,  zuletzt  Civilingenieur  in  Lon- 
don) verdient,  dem  man,  neben  einschlagenden  Versuchen,  auch  „Principles 
of  warming  and  ventilating  public  buildings.  London  1824  in  8.  (8.  ed.  \nth 
appendix  of  T.  Bramah  1836;  deutsch  von  O.  B.  KtUm,  Leipzig  1826  und 
1837)  verdankt  —  Wenn  sich  in  einem  Cylinder  von  1  Quadratmeter  Omnd- 
flftche  ein  Kubikmeter  Luft  von  0®  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphlre  be- 
findet, so  muss  die  (nach  278)  1,293  Kilogramme  wiegende  Luft,  um  doppelte 
Expansivkraft  zu  erhalten,  nach  301  um  273®  erw&rmt  werden,  und  Ar  jedes 
Grad  und  jedes  Kilogramm  bedarf  es  (302)  0,1687  Calorieen,  also  im  Osnsea 
die  W&rmemenge  w  =:  0,1687  X  273  X  1,293  =  69,65  Calorieen.  Soll  dag^en 
die  Luft  auf  das  doppelte  Volumen  ausgedehnt  werden,  so  bedarf  es  zwar 
(301)  noch  273  <>,  aber  für  jeden  Grad  und  jedes  Kilogramm  (302)  bis  auf 
0,2377  Calorieen,  also  die  Wftrmemenge  w' =  0,2377 x 273 x  1,293  =  88,90 
Calorieen.  Der  Unterschied  w'  —  w  =  24,36  Calorieen  ist  demnach  notb- 
wendig,  um  die  Ausdehnung  ohne  Verminderung  der  Temperatur  zu  be- 
wirken, und  dabei  ist,  weil  der  Kolben  um  ein  Meter  vorw&rts  geschoben 
wurde  und  der  Druck  der  Luft  auf  einen  Quadratmeter  (278)  10384  Kilo- 
gramme betrSgt,  die  Arbeit  gleich  10334  KUogranuneter  zu  setzen,  —  oder 
es  ist  also  das  Arbeitsequivalent  von  einer  Calorie  gleich  10334 :  24,36  :=  424 
Kilogrammeter,  wie  diess  Joule  (vergl.  Phil.  Mag.  1846,  1847)  auch  durch 
dlrecte  Versuche  dargethan  hat 

S04*  Die  Verdaostang.  Die  Flüssigkeiten  gehen  schon  unter 
der  Siedehitze  in  den  expansibehi  Zustand  über,  jedoch  nur  an  der 
Oberfläche,  —  sie  verdansten ;  dabei  wird  auf  Kosten  der  um- 
gebenden Körper  ebenfalls  Wärme  gebunden,  —  es  entsteht  die  sog. 
VerdunstungskSlte.  Auf  ähnliche  Weise  entsteht  beim  Mischen 
von  Schnee  mit  Salz,  —  beim  Auflösen  von  6  Th.  Salmiak  und 
15  Th.  Salpeter  in  16  Th.  Wasser,  —  etc.,  eine  sog.  kOnstllcbe 
K9lte«  —  Um  die  Spannkraft  des  Wasserdampfes  zu  messen,  lässt 
man  in  den  einen  zweier  Barometer  einen  Wassertropfen  steigen, 
und  beobachtet  die  verschiedenen  Temperaturen  entsprechenden  Ver- 
kürzungen seiner  Säule;  für  höhere  Temperaturen  lässt  man  den 
Dampf  auf  ein  Manometer  (274)  wirken.  [XI.] 

Durch  Mischung  von  1  Theil  Salmiak  und  2  Theilen  Wasser  erhUt  man 
nach  Wfillner  eine  Abkühlung  von  +  10  auf  ^  10<>  C,  —  bei  MiscliiiBg 
von  1  Kilogramm  Schnee  und  Vs  Kilogramm  Kochsala  eine  flftssige  Masse  der 
Temperatur  —  21  ®  C. ,  —  etc. 

S4IS.  Aagiist*8  Psychrometer  nod  das  Hntton*8che  Princfp.  Be- 
zeichnen t|  und  t2  die  Angaben  eines  trockenen  und  eines  benetzten 
Thermometers  bei  b"^  Barometerstand^  e|  und  e^  aber  die  diesen 
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Temperaturen  entsprechenden  Spannkräfte,  so  gibt  nach  Augast 

die  Spannkraft  des  in  der  Luft  enthaltenen  Wasserdampfes,  wobei 
der  untere  Factor  anzuwenden  ist,  wenn  sich  das  benetzte  Thermo- 
meter mit  einer  Eisrinde  überzieht;  E  heisst  absolute 9  das  ge- 
wöhnlich in  Procenten  gegebene  Verhältniss  E:e|  aber  relative 
FeDCbtigkeit«  —  Wenn  zwei  mit  Feuchtigkeit  gesättigte  Luft- 
massen von  ungleicher  Temperatur  t|  und  t^^  also  auch  ungleicher 
Spannkraft  Sf  und  S2,  zusammentreffen,  so  entspricht,  wie  Hutton 
lehrte  (vergl.  XI),  ihrer  Mischungstemperatur  T  =  72(*i  +  *2)  ®hie 
Spannkraft  S-<:r  VsCsi  +  s^?  luid  es  findet  daher  ein  Niederschlag, 
sei  es  in  Form  einer  Wolke,  sei  es  als  Regen ,  Schnee,  etc.,  statt; 
sind  sie  nicht  gesättigt,  so  werden  sie  zum  mindesten  feuchter. 
Aehnliche  Vorgänge  haben  statt,  wenn  eine  feuchte  Luftschichte 
über  einer  Nachts  durch  Strahlung  erkalteten  Stelle  der  Erde  liegt, 
und  dann  Thau  oder  Reif  absetzt,  —  oder  wenn  über  warmem 
feuchtem  Boden  oder  Gewässern  aufsteigende  Dämpfe  auf  feuchte 
Luftschichten  treffen,  und  Nebel  entsteht,  —  etc. 

Die  Hygrometrie  kann  man  als  durch  den  von  Lambert  gegebenen 
^Eesai  d'hygromötrie  (M6m.  de  Berl.  1769,  1772;  deutsch,  Augsburg  1774—1775 
in  8.)^  begründet,  und  als  durch  Sanssnre  (vergl.  280)  wesentlich  vervoll- 
kommnet, beaeichnen.  —  Das  von  John  Frederic  Danlcll  (London  1790  — 
London  1846;  Professor  der  Chemie  in  London)  in  seiner  Abhandlung  „On  a 
new  Hygrometer  (Quart  Joum.  of  Science  1820)"  beschriebene,  nach  ihm 
benannte,  und  spftter  von  Re|^aiill»  vergl.  dessen  „Etudes  eur  l'hygromötrie 
(Annal.  de  chim.  1846)",  verbesserte  Hygrometer  bestimmt  die  Temperatur, 
bei  welcher  sich  jeweilen  Thau  niederschlägt,  und  daraus  (XI)  die  Spann- 
kraft des  gleichzeitig  in  der  Luft  vorhandenen  Wasserdampfes,  —  ist  aber 
leider  fast  nur  in  eigentlichen  Observatorien  verwendbar,  während  der  von 
Ernst  Ferdinand  Anglist  (Premslau  1796;  Professor  der  Mathematik  in  Berlin), 
vergl.  dessen  Schriften  „Ueber  die  Anwendung  des  Psychrometers  sur  Hygro- 
metrie. Berlin  1828  in  4.,  und :  lieber  die  Fortschritte  der  Hygrometrie.  Berlin 
1830  in  4.^,  eingef&hrte  und  im  Texte  beschriebene  Psychrometer,  sich  zwar 
allerdings  eher  für  meteorologische  Stationen  eignet,  dafttr  aber  bei  raschen 
Temperaturwechseln  in  der  Nähe  des  Nullpunctes  zuweilen  überschnappt 
—  Beispielsweise  mag  angeführt  werden,  dass  sich  1861  VIU  16  zu  Interlaken 
um  2^  bei  b  =  712,8"^  die  Ablesungen  t^sdOV  und  t^c=20<^,6  ergaben, 
welchen  (IX)  e^  =  82,29"'  und  6,^18,62™"  entsprechen;  also  hat  man 
nach  1 

E  =  18,62  —  0,000804  X  9,9  X  712,8  =  12,86""         —  =  -^^  =  40% 

und   dasselbe   würden  wir   erhalten   haben,   wenn   wir   1,   gestützt  auf  die 
Regnault'sehen  Versuche,  die  Formel 


(0,000800  K^       ^^ 
^  =  ^-{o;o0069l}(*^-*«)- 
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aubstitulrt  hätten.  —  Ausaer  den  von  August  in  seiner  bereite  citirten  Schrift 
gei^benen  Tafeln  kann  man  znr  Abkftnnng  der  Rechnung  anch  „Hennann 
8uble  (Potedam  1830),  Psychrometertafeln,  welche  den  Dunstdmck  und  die 
relative  Feuchtigkeit  fQr  Zehntelgrade  beider  Thermometer  des  Psychrometer's 
enthalten.  Cdthen  1866  in  4.,  —  Lndwig  Friedrich  Kamts  (Treptow  in  Pommern 
1801  —  Petersburg  1867 ;  Professor  der  Physik  in  Halle  und  Dorpat,  suleUt 
Director  des  physikalischen  Centralobservatoriums  in  Petersburg),  Tafeln  cur 
Berechnung  und  Rednction  meteorologischer  Beobachtungen.  Dorpat  1868  in 
4.,  —  etc.''  benutzen.  —  Will  man  nur  die  relative  Feuchtigkeit  in  Proceoten 
berechnen,  und  ist  der  Barometerstand  bz=760 — ^b,  so  kann  man  nach  1 
oder  2  dieselbe 

=  100.  e«-''(*.-*.)a«0- Ab)  ^^_^3    Ab 


e 


Ci  '         100 


setzen,  wo  u  den  8  oder  7  Zehntausendstel  betragenden  Erfahrungsfactor  be- 
zeichnet, A  die  Feuchtigkeit  bei  760*^  und  B  den  Zuschlag,  welchen  sie  fUr 
100"^  Abnahme  des  Barometerstandes  erleidet  Die  Tafel  XI ^  gibt  in  einer 
für  die  meiaten  Fälle  hinreichenden  Ausdehnung  ffir  die  Argumente  t,  und 
t,  —  i^  diese  A  (in  grösserer)  und  B  (in  kleinerer  Schrift),  und  man  erhält 
z.  6.  nach  derselben  fQr 
ti=zlo,8        t,  =  — lö,6        b  =  677,9"'"        also        ti  — tj=r2,8        Ab  =  82 

ohne  Mühe 

e  =  62,0  +  4 . 0,82  =  66% 

Für  weitere  Ausführung  der  zweiten  Abtheilung  des  Textes  vergl.  391. 

S06«  Der  Dampfdruck.  Wenn  bei  verdunstenden  oder  siedenden 
Flüssigkeiten  die  entstehenden  Dünste  oder  Dämpfe  nicht  wegge- 
schafft werden,  so  entsteht  nach  kurzer  Zeit  ein  Gleichgewicht 
zwischen  der  E&pansivkraft  der  Dünste  oder  Dämpfe  und  dem  auf 
der  Flüssigkeit  ruhenden  Drucke:  Solche  Dämpfe  sind  gesättigt 
oder  saturirt.  Bei  vermehrtem  Wärmezufluss  nimmt  dann  einerseits 
die  Flüssigkeit  eine  'höhere  Temperatur  an,  und  anderseits  erreichen 
die  Dünste  oder  Dämpfe  eine  höhere  Expansivkraft,  —  so  bei  dem 
sog.  Papinianischen  Topfe.  —  Wenn  1  Kil.  Wasser  von  0®  Tem- 
peratur unter  dem  der  Temperatur  t  entsprechenden  Dampfdrucke 
erhalten  und  erwärmt  wird,  so  geht  seine  Temperatur,  ehe  die 
Dampfbildung  beginnt,  auf  t  über.  Die  Wärmemenge,  welche 
hiebei  dem  Wasser  zuzuführen  ist  (Flüssigkeitswärme),  beträgt  nach 
Regnault 

q  =  t  +  0,00002 12 -f  0,0000003 1»  Ä 

Bei  weiterer  Wärmezuführung  geht  das  Wasser  in  Dampf  über 
und  hiebei  überwindet  die  Masse  während  der  Volumenvergrösse- 
rung  einen  äussern  Druck,  verrichtet  also  Arbeit.  Ist  dieser  Drixch 
constant,  so  ist  die  dieser  Arbeit  entsprechende  Wärmemenge  L 
(äussere  latente  Wärme),  die  nach  der  mechanischen  Wärmetheorie 
hiebei  verschwindet,  (nach  Zeuner)  pro  1  Kil.  verdampftes  Wasser 

L  =  31,10  + 1,096 .  t  —  q  9 
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Diejenige  Wärmemenge  ^,  welche  1  Kil.  gesättigter  Wasserdampf 
mehr  enthält  als  1  Kil.  Wasser  von  gleicher  Temperatur  t  (innere 
latente  Wärme  nach  Zeuner)  ist 

Q  =  575,40  —  0,791 .  t  S 

Die  beiden  Werthe  L  und  g  zusammen  geben  den  Werth,  den  man 
gewöhnlich  (vergl.  303)  kurzweg  latente  Vl^rme  (Verdampfungs- 
wärme  nach  Clausius)  nennt.  Die  Summe  q  +  L  +  p  ist  die  sog. 
GesammtwSrme  H,  welche  man  1  Eil.  Wasser  von  0^  zuführen 
muss,  um  es  unter  constantem  Drucke  in  gesättigten  Dampf  ton 
t"  zu  verwandeln,  und  für  welche  man  auch  (nach  Begnault) 

H  =  606,5  +  0,305.t  4 

hat.  Das  Volumen  v  der  Gewichtseinheit  (1  Kil.)  gesättigten  Wasser- 
dampfes findet  sich,  wenn  p  den  Druck  des  Dampfes  pro  Quadrat- 
meter bedeutet, 

V  =  424  —  -h  0,001  Cubikmeter  S 

P 
oder  einfacher  nach  der  Formel  von  Zeuner,  die  zugleich  für  Ober- 

bltzten  Wasserdampf  gilt, 

pv  =  BT  — CV^  « 

wo  T  =  273-ht  und  p  in  Atmosphären  einzusetzen  ist,  die  Con- 
stanten aber  B  =  0,0049287,  0  =  0,187815  sind.  Die  Dichtigkeit 
y  des  Dampfes  oder  das  Gewicht  von  einem  Cubikmeter  ist  end- 
lich y  =  1 :  V.  [XI.] 

Die  299  vorläufig  berührte  mechanische  Wärmetheorie  bemht  auf  swei 
Hauptaätsen,  dem  8atze  von  der  AequlTalens  von  Wärme  und  Arbeit* 
und  dem  Satze  von  der  Aequivalena  der  Verwandlungen  t  Der  erste 
dieser  Sätze,  der  sich  schon  in  803  angedeutet  findet,  und  den  Mayer 
(vergl.  299)  in  seinen  „Bemerkungen  über  die  Kräfte  der  unbelebten  Natur 
(Liebigs'  Annalen  1842}^^  suerst  deutlich  ausgesprochen  hat,  läset  sich  ana^ 
lytisch  durch  die  Gleichung 

dQ  =  dU  +  A.dW  =  dU  +  A.p.dv  t 

ausdrttcken,  wo  Q  die  einem  Körper  während  seiner  Zustandsändemng  mit- 
getheilte  Wärmemenge  beseichnet,  —  ü  die  von  Clausius  in  seiner  Abhand- 
lung „lieber  die  bewegende  Kraft  der  Wärme  und  die  Gesetze,  welche  sich 
daraus  für  die  Wärmelehre  selbst  ableiten  lassen  (Pogg.  Annal.  1850)^'  ein- 
geführte Summe  der  vom  Körper  aufgenommenen  freien  und  der  zu  innerer 
Arbeit  in  demselben  verbrauchten  Wärme,  für  welche  W.  Thomson  (Phil. 
Mag.  1855)  den  Namen  Energie  des  Körpers  vorgeschlagen  hat,  —  A  das 
Wärmeequivalent  eines  Kilogrammeters,  oder  das  (vergl.  803)  V414  einer 
Calorie  betragende  sog.  ealorisehe  Aequivalent  der  Arbeit«  —  und  W 
endlich  die  während  der  Zustandsänderung  gethane  äussere  Arbeit,  deren 
Element  man  bei  sog.  umkehrbarem  Processe  auch  gleich  dem  Producte  aus 
dem  Drucke  p  auf  die  Flächeneinheit  und  dem  entsprechenden  Elemente  dv 
der  Volumenvermehrung  gleich  setzen  kann.  —  Der  zweite  der  angeführten 
8ät8§  findet  sich  schon  bei  €l^^DOl  in  4^^  ?99  citir^i}  Schrift,  sowie  darauf 
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gestatst  in  der  Abhandlmig  „BteoitF-Piene-Emile  GlapvyvMl  (Paris  1709; 
ProfeBsor  an  der  £cole  des  ponte-ei-chanBB^ea  in  Paris),  Memoire  svr  la 
puissance  motrice  du  feu  (Journ.  de  l'öc.  polyt  Nr.  28,  1834}  angedeutet; 
namentlich  aber  hat  ihn  Glanslns  in  seiner  Abhandlung  „üeber  eine  ver- 
ftnderte  Form  des  zweiten  Hauptsatses  der  mechanischen  W&rmetheorie  (Pogg. 
Anoal.  1854)^'  deutlich  ausgesprochen:  £r  beruht  auf  der  Annahme,  dass  die 
W&rme  die  kleinsten  Theile  der  Körper  von  einander  xu  entfernen,  ihre  sog. 
Dis|^re|;atlon  sn  vermehren  suche,  und  dass  sie  dabei,  v  und  p  propor- 
tionale, innere  und  Äussere  Widerstände  su  überwinden  habe,  also  Wiime 
in  Werk  umgewandelt  werden  müsse,  —  besagt,  dass  bei  einem  auch  um- 
kehrbaren Kreisprocesse  die  algebraische  Summe  aller  dieser  Verwandlungen 
gleich  NuU  sei,  —  und  lässt  sich  analytisch  durch  die  Oleiohung 


/ 


^  =  0  oder  dQ  =  T.dS 


ausdrücken,  wo  Q  die  frühere  Bedeutung  hat,  —  T  =  27S^  -{~  ^  ^®  (nach  801) 
dem  Producte  p .  v  proportionale  absolute  Temperatur  des  Körpers  sn  der 
Zeit  beseichnet,  wo  er  das  Wärmeelement  dQ  aufnimmt,  —  das  Integral 
jedes  Mal  Null  werden  muss,  so  oft  der  Körper,  dessen  Veränderungen  von 
irgend  einem  Anfangszustand  beginnen,  nach  Durchlaufung  beliebiger  anderer 
Zustände  wieder  in  den  Anfangssustand  surückgelangt,  —  und  8  eine  nur 
von  dem  augenblicklichen  Zustande  des  Körpers  abhängige,  Entropie  ge^ 
nannte  Ghrösse  ist,  so  dass  /dS  ebenfalls  Je  nach  Vollendung  des  ELreia- 
processes  Null  wird.  —  Betrachtet  man  U,  8  und  t  als  Functionen  von  v 
und  p,  und  sotst  sur  Abkürzung 


=  A.X  -| |-Ap  =  A.Y 


folgUch 


dp  dv 

dY        dX        1   /    d»ü      ,    ^  d«U    \ 

dp         dv        A\dv.dp    "^  dp.dv/^ 


so  erhält  man  aus  7 

dQ=47--dp+4?"-^''+^p^^=^^*p+^^^j        " 

während  aus  8 

dQ  =  T(4|dp+41av) 

folgt,  80  dass  in  Vergleichung  mit  11 

AX  =  T.4^  AY  =  T.4^ 

dp  dv 

sein  muss,  und  somit  nach  10 

\dp       dv/       A\    *dv.dp"*"dv'dp  'dp.dv      dp"dv/""~ 

dt  dt 

=  Y.-=^-.X.-fl  19 

dp  dv 

Es  können  also  7  und  8  durch  11  und  12  ersetzt  werden,  und  es  sind  «nefa 
diese  letstem  Gleichungen,  sowie  die  aus  ihnen  durch  Elimination  von  Y  oder 
X  hervorgehenden  Gleichungen 


dQ=zA[xdp  +  dv(T  +  xii):-ALJ  =  A[X.dt  +  T.dv]: 
dQ  =  A[dp(Y|i-T):4i  +  Y.dv]  =  A[Y.dt-T.dp]: 


dt 
dp 

dt 
dv 


ms 
m« 
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durch  Seuer  an  die  Spitze  der  mechaniBchen  Wärmetheorie  gestellt,  und 
besondere  13  und  14  als  sehr  fruchtbar  bezeichnet  worden,  wie  diess  aneh 
wirklich  aus  folgender  Anwendung  auf  das  Verhalten  der  Oase  hervorgeht: 
Fflr  die  permanenten  Oase  hat  man  nach  301 :  4 ,  wenn  R  eine  Constante 
bezeichnet, 

und,  wenn  man  sie  bei  constantem  Druck  oder  Volumen  erwärmt,  und  mit 
Cp  und  Ct  die  speciflsche  Wärme  bei  constantem  Druck  oder  constantem 
Volumen  bezeichnet,  so  wird  im  ersten  Falle  mit  Hülfe  von  14 

Cp.dt  =  dQ  =  AYdt:-ii  =  -^^^dt       oder       Y  =  -£^.p        16 

und  im  zweiten  Falle  mit  Hülfe  von  13 

CT.dt=:dQ  =  AXdt:4^c=^^^^dt        oder        X  =  -^.v         U 

dp  V  AR 

Da  man  bei  Oasen  Cp  und  Ov  als  constant  ansehen  kann,  so  ergibt  sich 
somit  nach  10 

^^ ^=zl  oder  Cp  — c^  =  AR  18 


AR       AR 

welche  Oleichung  für  A  auf  denselben  Werth  führt,  welchen  die  Versuche 
ergaben  (vergl.  303).  —  Betzt  man 

—  =:k         und  somit  nach  18  CT(k  — 1)  =  AR  19 

Ct 

wo  sich  f\ir  permanente  Oase  aus  verschiedenartigen  Versuchen  k  =  1,410 
ergeben  hat,  so  gehen  mit  Hülfe  von  15 — 17  für  solche  Oase  11,  18  und  14 
nach  leichter  Reduction  in 

dQsr-j^-j-.Cv.dp  +  k.p.dv)  90 

dQ  =  CT.[dT  +  (k  — l)-^.dvl  M 

[Ir 1        T  1 

dT j_i.-L.dpj  99 

über,  in  welcher  Form  sie  Zeuner  nicht  nur  für  Oase,  sondern  auch  für  über- 
hitzte oder  ungesättigte  Dämpfe  gibt,  nur  dass  er  für  solche  den  Werth  von 
Ct  als  variabel  ansieht  und  als  eine  Function  des  Druckes'  und  der  Temperatur 
entwickelt  —  Dehnt  sich  ein  Oas  ohne  Zuführung  und  Entziehung  von  Wärme 
aus,  80  ist  dQ  =  0,  also  nach  20 

— 2-  +  k.— ^=0  oder  p.vk  =  Const.  9S 

p     '  v  ' 

Die  graphische  Darstellnng  des  durch  diese  Oleichung  ausgesprochenen  Aende- 

rungsgesetzes  von  p  und  v  nennt  man  nach  dem  Vorgange  von  William  John 

Macquom  Ranklne  (Edinburgh  1830;  Civilingenieur  in  Olasgow)  die  adla- 

batlsehe  Curre«  —  Hat  die  Ausdehnung  bei  constanter  Temperatur  statt, 

oder  ist  dTs=0,  so  ergeben  sich  nach  21  und  22 

It 1 

Qs  —  Op — =- — Tlogp  +  ConBtci:CT(k  — l)T.logv  +  Con8t. 

oder,  wenn  p^  und  V|  die  Anfangswerthe  von  p  und  v  bezeichnen. 
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und  sugleioh  ist  nach  15 

p.y=3RT  =  Con8t.  9B 

80  dass  in  diesem  Falle  die  graphische  Darstellang  des  Aendemngsgeeeties 
von  p  und  y  nach  147  eine  gleichseitige  Hyperbel  ergibt,  weiche  Ranhioe 
Isothermlsche  Curre  geheissen  hat  —  Noch  im  Yorbeiweg  bemerkend, 
dass  man  die  Hauptgleiohung  für  Oase  (immer  aber  nur  unter  der  alten  Vor- 
aussetzung umkehrbarer  Processe)  nach  21,  19,  15  auch  auf  die  Form 

dQ  =  Cv.dt-|-A.p.dv  96 

bringen  kann ,  muss  hier  fttr  weitere  Deductionen  und  Anwendungen  auf  die 
in  299  aufgezi&hlten  Bpecialwerke  verwiesen  werden.  Einige  der  fttr  Waaser- 
dampf  erhaltenen  Resultate  sind  neben  empirischen  Formeln  im  Texte  auf- 
geführt worden.  —  Zum  Schlüsse  mag  noch  auf  die  Schriften  „Papln»  La 
mani^re  d'amolir  les  os.  Amsterdam  1688  in  12.,  —  Job.  Heinrich  SEIe^ler 
(Winterthur  1738  —  Winterthur  1818;  Arzt  und  Rathsherr  in  Winterthur), 
De  digestore  Papini,  ejus  structura,  effectu  et  usu.  Basil.  1769  in  4.,  — 
Kiimts»  Untersuchungen  über  die  Expansivkraft  der  Dämpfe.  Halle  1826  in 
8-,  —  Regnault»  Relation  des  expöriences  entreprises  pour  d^terminer  lee 
principales  lois  et  les  donnöes  numöriques  qui  entrent  dans  le  calcul  dee 
machines  h  vapeur  (M^m.  de  Par.  Vol.  21  et  26),  Paris  1847—1862,  2  VoL 
in  4.,  —  etc.^^  hingewiesen  werden. 

SOV.  Die  DampfinaSGhiQe.  Die  doppelte  Eigenschaft  der  Wasser- 
dämpfe, einerseits  einer  grossen  Expansivkraft  fähig  zu  sein,  ander- 
seits dem  Volumen  nach  durch  Erkältung  plötzlich  fast  ganz  ver- 
nichtet zu  werden  (1  Vol.  Dampf  von  1  Atm.  Spannkraft  gibt 
0,00059  Wasser)  begründet  ihre  technisch  so  wichtige  Anwendung 
auf  die  Dampfiiiascliine,  bei  welcher  die  im  Dampfkessel  (mit 
Sicherheitsventil)  erzeugten  Dämpfe  mittelst  der  Steaerang  ab- 
wechselnd über  und  unter  den  Kolben  im  Dampfsylinder  und 
von  da  in  den  Condensator  geführt  werden,  und  dadurch  eine 
va  et  vient  genannte  Bewegung  des  Kolbens  hervorbringen,  die 
durch  ¥Vatt*sclies  Paralleloiirraiiiin  und  Balancier  in  eine 
rotirende  Bewegung  verwandelt,  und  durch  Scliwuni^rad  und 
Res^lator  gleichmässig  erhalten  wird.  Dampfmaschinen,  welche 
mit  Dampf  von  mehreren  Atmosphären  Spannkraft  arbeiten,  können 
den  Condensator  entbehren  und  heissen  dann  Hochdrackmascbi* 
nen«  Da  der  Druck  einer  Atmosphäre  auf  1*»*"  nahe  1,033  Kil. 
beträgt,  so  stellt  (264) 

A  =  1,033  .  n .  V .  f  Kilogrammeter 
für  eine  Druckfläche  von  f ^*"  und  eine  Geschwindigkeit  von  v"  die 
mechanische  Arbeit  von  n  Atmosphären  in  1*  vor. 

Ohne  über  die  Dampfkanone  von  Arehlmed«  die  Dampfkugeln  von  Hero 
und  VItrnv»  und  die  überhaupt  schon  der  ältesten  Zeit  angehörende  Idee 
n Wasser  durch  Feuer  in  Luft  zu  verwandelnd^,  näher  einzutreten,  —  oder  die 
durch  die  neueste  Kritik  beseitigten  Ansprüche  des  Franzosen  Salomon  de 
Caus  (1576—1626;  Ingenieur  Friedrich  Y.  von  der  Pfalz)  und  des  iZpgläiideni 
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Edward  Somerset  Marqais  of  Worcester  (16..  — 1667;  reicher  Edelmann) 
SU  besprechen,  welche  man  früher  aus  des  Erstem  Schrift  ^Lies  ralsons  des 
foroes  mouvantes.   Franofort  1615"  und  des  Letztern  ,,A  Century  of  Inven- 
tions.  London  1663"  begründen  wollte,  —  ist  hervorzuheben,  dass  man  wohl 
mit  Recht  die  erste  Idee  einer  wirklichen  Dampfmaschine  Papln  (s.  4)  su- 
schreibt  Nachdem  dieser  ausgezeichnete  Mann  1681,  wo  er  sich  bei  Boyle  in 
London  aufhielt,  den  nach  ihm  benannten  Topf  (s.  306)  erfunden  hatte,  ent- 
deckte er  1690  die  Kapitale  Eigenschaft  des  Dampfes,  sich  durch  Abkühlung 
niederschlagen  zu  lassen  (s.  Acta  Erudit.  1690),  und  damit  die  sog.  atmo- 
sphärische Dampfmaschine,  die  nun  allerdings  nachträglich  durch  den  eng- 
lischen Capit&n  Thomas  Saveryt  den  Schmid  Thomas  Neweonieii  in  Dar- 
mouth,  etc.,  und  den  Knaben  H.  Poltert  welcher,  um  der  ihm  langweiligen 
Handhabung  der  Hähne  zu  entgehen,   dieselben  durch  Schnüre  mit  bewegten 
Theilen  verband,  und  so  eine  erste  selbstthätige  Steuerung  erstellte,  —  noch 
viele  Verbesserungen  erhielt,  um  dann  freilich  später  durch  die  von  Watt 
(s.  4)  im  Jahre  1765  durch  Beigabe  eines  eigenen  Gondensators  ermöglichte, 
1784  mit  dem  nach  ihm  benannten  Parallelogramme,  und  1799  durch  den  von 
Leeds  gebürtigen  Murray  mit  der  sog.  Schiebersteuerung  versehenen  Maschine 
von   doppelter   Wirkung  verdrängt  zu  werden.    Auch   die   Anwendung   der 
Dampfmaschine  auf  die  Schifffahrt  wurde  schon  1707  durch  Paplo»  1786 
durch  den  Engländer  Jonathan  Hall  und  1775  durch  den  Franzosen  Marquis 
de  Jouffroy  versucht,  doch  mit  durchschlagendem  Erfolge  erst  1807  durch 
Fulton  (s.  4),  —  ebenso  diejenige  auf  Wagen  1770  durch  Nicolas- Joseph 
Cognot  (Void  im  D6p.  Meuse  1725  —  Paris  1804;  Oenie-OfÜcier)  und  1808 
durch  Oliver  Evaas  (Philadelphia?  1755  »  New-York  1819;  Mechaniker  in 
New- York),   doch  eigentlich  aber  mit  vollem  Erfolge  und  zum  Betriebe  der 
Eisenbahnen  erst  von  1814  an  durch  Stepheoson  (s.  4),  als  er  die,  aller- 
dings schon  1724  durch  Jakob  Lenpold  (Planitz  bei  Zwickau  1674  —  Leipzig 
1727;    Mechaniker  in  Leipzig)   in   seinem  „Theatrum   machinarum  generale. 
Leipzig  1728—1739,  9  Vol.  in  fol."  vorgeschlagene,  aber  bald  wieder  ver- 
gessene Hochdruckmaschine  dafür  anwenden,  und  später  (1829)  noch  die  für 
hinlängliche  Dampflieferung  nothwendige  Erfindung  der  Heizröhren  von  Mgnln 
(s.  4  und  Arago  Oeuvres  V)  benutzen  konnte.  —  Vergleiche  für  weitern  Detail 
nArago»  Notice  bistorique  sur  les  macbines  h  vapeur  (Annuaire  1829,  1880, 
1837 ;  Oeuvres  V),  —  Jean-Nicolas-Pierre  Haehette  (M6ziÄres  1769  —  Paris 
1834;  Professor  der  darstellenden  Geometrie  in  Paris),  Histoire  des  machlnes 
h  vapeur.  Paris  1880  in  8.,  —  Stuart«  History  of  the  Steam-Engine.  London 
1831  in  8.,   —   Christ.  Bernoulil»  Dampfmaschinenlehre.  Basel  1888  in  8. 
(5.  A.  von  Böttcher,  Stuttgart  1865),  —  Fran^ols-Marie  GKiyonneau  Comte  de 
Pambour  (Noyen  1795 ;  Artillerie-Offtcier),  Traitö  th^orique  et  pratique  des 
macbines  locomotives.   Paris  1835  in  8.  (2.  öd.  1840;  deutsch  von  Sohnuse, 
Braunschweig  1840),  und:   Theorie  analytique  des  macbines  h  vapeur.  2  öd. 
Paris  1844  in  4.,  —  Tred^id»  On  the  Steam-Engine  and  on  Steam-Navi- 
gation.   London  1839,   2  Vol.  in  4.,  —  Batallle  et  Pallien»  Traitö  des 
machlnes  k  vapeur.   Paris  1847—1849  in  4.,  —  Zennert  Vortrag  fiber  die 
Dampfmaschine,  das  Dampfschiff  und  die  Locomotive,  nebst  deren  Geschichte 
(Zflrch.  Blätter  für  Kunst  und  Literatur  1857),  und:  Die  Schieberstaurungen. 
Freiberg  1858  in  8.  (3.  A.  Leipzig  1868;  franz.  durch  A.  Deblze  et  E.  M^r^ot, 
Paris  1869;  engl,  durch  M.  Mflller,  London  1869),  —  Ranktne»  A  Manual 
of   the  Steam-Engine  and   other  Prime- Movere.    London  1859   in   8.,  — 
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Renleanz»  Kvrsgefaeste  Qeschicfate  der  Dampfmasohine  (Anhang  rar  Ö.  Aufl. 
von  Scholl's  Führer  des  MaBchinlateii,  Braunschweig  1860),  —  F.  Jaeqnia» 
Professor  an  der  l^oole  des  ponts-ei-chauss^es  In  Paris:  Des  machines  h 
vapeur.  Paris  1870,  2  Vol.  in  8.,  »  etc^ 

SOS.  Die  YbmeenengnDg.  Ausser  dem  Erzeugen  der  Wärme 
durch  mechanische  Arbeit  (pneumatisches  Feuerzeug,  Feuermachen 
der  Indianer),  und  ihrem  Freiwerden  bei  Erniedrigung  des  Aggre- 
gationszustandes  (303)  wird  bei  Concentration  und  Absorption  der 
Sonnenstrahlen  (Brennpunct,  schwarze  Tücher,  etc.),  bei  chemischen 
Processen  (Zündlampe,  etc.),  etc.,  Wärme  erhalten.  Besonders  wich- 
tig ist  jedoch  die  Erzeugung  der  Wärme  beim  Verbrennen;  damit 
dasselbe  aber  fortdauern  kann,  müssen  nicht  nur  Brennstoff  und 
Zündstoff  hinlänglich  vorhanden  sein,  sondern  auch  der  Erstere 
durch  das  Verbrennen  hinlänglich  erwärmt  werden. 

Die  Beleuchtung  und  Beheizung  mit  Gas  soU  PhiUppe  Lebon  (Bracbay 
en  Haute-Mame  1768  —  Paris  1804)  erfunden,  und  darauf  1798  ein  Patent 
erhalten  hahen,  nachdem  er  zuerst  als  Narr  behandelt  worden  war.  —  Die 
nach  Joh.  Wol^ang  Döberelaer  (Bug  bei  Hof  1780  —  Jena  1849;  Proüeasor 
der  Chemie  in  Jena)  benannte  ZUndlampe  beruht  auf  der  Eigenschaft  dea 
Platinschwammes,  von  einem  durch  Luft  auffallenden  Strom  von  Wasserstoff- 
gas  bis  zum  Glühen  erhitzt  zu  werden,  und  dann  diesen  zu  entzfinden,  — 
die  von  Davy  zu  Gunsten  der  Grubenarbeiter  erfiindene  Sicherheitslampe 
dagegen  auf  dem  Umstände,  dass  eine  Flamme  durch  umgebendes  Draht- 
geflecht verhindert  wird,  dem  äussern  Räume  hinlängliche  Wärme  sn  geben, 
um  durchschlagen  zu  können.  —  Zum  Schlüsse  mag  auch  noch  der  Lampen 
mit  doppeltem  Luftzuge  gedacht  werden,  welche  den  Namen  ihres  Erfinders 
Argand  tragen ;  vergl.  dessen  Schrift  „Dicouverte  des  lampes  ä  courant  d'air 
et  h  cylindre.  Gen^ve  1786.^ 

XXXI.  Der  Hagnetismiu. 

B09.  Die  magDetischeD  KArper.  Manche  Körper,  besonders  der 
sog.  Magneteisenstein,  besitzen  die  Eigenschaft,  kleine  Stacke  Eisen, 
Stahl,  Kobalt,  etc.  anzuziehen,  nnd  bei  freier  Beweglichkeit  eine 
bestimmte  Richtung  gegen  die  Weltgegenden  anzunehmen,  —  sie 
heissen  mafl^etiscli«  An  jedem  Magnete  sind  Paare  von  Stellen 
vorhanden,  in  denen  sich  diese  Anziehungskraft  concentrirt,  die  sog. 
Pole 9  von  denen  der  Eine,  entsprechend  den  sofort  zu  entwickeln- 
den Eigenschaften,  Nordpol 9  der  andere  Südpol  heisst,  —  und 
wenn  man  einen  Magnet  zerbricht,  so  zeigt  jedes  Bruchstück  wieder 
beide  Pole. 

Den  Namen  Magnet-Eisenstein  leitet  man  von  der  Stadt  Magnenta  In 
Lydlen,  unweit  dem  heutigen  Smyrna,  ab,  bei  der  dieses  Mineral  raerst  ge- 
funden worden  sein  soll,  ^chon  Cajus  Secundus  PUnlug  (Como  oder  Verona 
28 — 79  Vm  25  bei  Untersuchung  des  furchtbaren  Vesuv-Ausbruches,    der 
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Heronlanum  und  Pompeji  verschttttete ;  römischer  Rechtegelehrter,  Pr&fekt 
und  Admiral)  spricht  in  seinem  berühmten  Sammelwerke  ^Historia  natoralis  s. 
historia  mnndi  libri  XXXYII  (Parma  1481  in  foi.,  und  sp&ter  wiederholt  lat 
und  flbers.,  so  z.  B.  franz.  von  Poinsinet  de  Bivry,  Paris  1771—1782,  12  YoL 
in  4.)*^  anedraoklich  davon,  dass  dieses  Mineral  ans  Distani  Eisen  anziehe  und 
festhalte,  —  die  polaren  Eigenschaften  scheinen  dagegen  erst  wesentlich  sp&ter, 
nnd  vielleicht  (vergl.  314)  zuerst  in  China  entdeckt  worden  zu  sein.  —  Vergl. 
für  die  Lehre  vom  Magnetismus  ausser  der  in  246  gegebenen  allgemeinen 
Literatur  und  den  in  818  aufgezählten  Specialschriften:  „William  Gilbert 
(Colchester  1540  —  London  1608;  Leibarzt  von  Elisabeth  und  Jakob  I.)»  I^e 
magnete,  magneticisque  corporibus  et  de  magno  magnete  tellure,  physlologia 
nova.  Londini  1600  in  4.  (Auch  Stettin  1628  und  1688),  —  KIreher»  Magnes 
sive  de  arte  magnetica  opus  tripartitnm.  Rom»  1654  in  fol.,  —  Musseh en* 
broek*  Dissertatio  physica  de  magnete.  Vienne  1754  in  4.,  —  Antoine-G^ar 
Becqnerel  (Ch&tillon-sur-Loing  im  D^p.  Loiret  1788;  Professor  und  Mitglied 
der  Academie  in  Paris),  Traitö  de  Pdlectrlcitö  et  du  magnötisme.  Paris  1884 
bis  1840,  7  Vol.  in  8.,  —  Moasson»  Bemerkungen  über  die  richtende  Kraft 
der  Magnete.  Zürich  1846  in  4.,  —  Mattencdt  Cours  spMal  sur  l'induetion, 
le  magn^tisme  de  rotation,  le  dlamagnötisme,  et  sur  les  relations  entre  la 
force  magn^tique  et  les  actions  mol^culaires.  Paris  1854  in  8.,  —  Beer» 
Einleitung  in  die  Electrostatik,  die  Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Electro- 
dynamik.  (Herausg.  von  Plücker).  Braunschweig  1865  in  8<^  —  etc^ 

SlO»  Die  GnudeigenschafteD.  Nähert  man  dem  einen  Pole  eines 
Magneten  den  einen  Pol  eines  andern  Magneten,  so  findet  Anziehung 
oder  Abstossnng  statt,  je  nachdem  die  beiden  Pole  ungleichnamig 
oder  gleichnamig  sind;  nähert  man  ihm  dagegen  das  eine  Ende 
eines  des  Magnetismus  fähigen  Stabes,  so  findet  nicht  nur  immer 
Anziehung  statt,  sondern  das  andere  Ende  zeigt  sofort  gleichnamigen 
Magnetismus  mit  dem  diese  sog.  Vertbellani^  bewirkenden  Pole, 

—  wenn  man  aber  den  Stab  zurückzieht,  so  behält  oder  verliert 
er  seine  magnetischen  Eigenschaften,  je  nachdem  er  aus  Stahl  oder 
weichem  Eisen  besteht  Man  ist  hiedurch  auf  die  Idee  gekommen, 
dass  jeder  des  Magnetismus  fähige  Körper  aus  kleinen  Magneten 
bestehe,  bei  denen  aber  ursprünglich  die  Pole  nach  den  verschieden- 
sten Richtungen  hin  liegen  und  sich  neutralisiren,  —  dass  ein  sol- 
cher Körper  sodann  zum  Magnete  werde,  wenn  man  durch  äussern 
Einfluss  die  Theilchen  so  drehen  könne,  dass  die  gleichnamigen 
Pole  wenigstens  annähernd  nach  derselben  Richtung  hin  liegen,  — 
dass  diess  (aber  sodann  auch  das  Rückdrehen  nach  Entfernung  der 
Ursache)  um  so  leichter  gehe,  je  weniger  Widerstand  gegen  solche 
Drehungen  vorhanden  oder  je  kleiner  die  sog.  Coereltlvkraft  sei, 

—  etc. 

Weiches  Eisen  wird  beim  Annähern  an  einen  Magneten  augenblicklich 
magnetisch,  während  Stahl  eine  geraume  Zeit  braucht,  um  eine  Spur,  eine 
noch  grössere,  um  ein  Maximum  von  Magnetismus  ea  erhalten. 
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Sil«  Die  Ullftlicheil  lagnate.  Künstliche  Magnete  werden  ans 
Stahlstäben  durch  Streichen  mit  einem  Magnete  erzengt:  Beim  sog. 
einfachen  Strirlie  wird  der  Magnet  wiederholt  mit  dem  einen 
Pole  auf  die  Mitte  des  zn  magnetisirenden  Stabes  aof gesetzt ,  und 
dann  bis  an's  Ende  fortgeführt,  wodurch  diess  Ende  den  ungleich- 
namigen Pol  erhält.  Beim  sog.  Doppelfltriche  setzt  man  dagegen 
die  beiden  Pole  eines  Hufeisenmagneten  in  der  Mitte  des  zu  magneti- 
sirenden Stabes  auf,  bewegt  beide  Pole  bis  an  das  eine  Ende  des 
Stabes,  führt  sie  dann,  ohne  die  Lage  zu  verändern,  über  den 
ganzen  Stab  bis  an  das  andere  Ende,  und  dann  wieder  bis  zur 
Mitte  zurück,  wodurch  jedes  Ende  in  Vergleich  mit  dem  ihm  zu- 
nächst gekommenen  Pol  einen  ungleichnamigen  Pol  erhält  Ver- 
bindet man  die  beiden  Pole  durch  ein  Stück  weiches  Eisen,  einen 
sog.  Anker  9  und  belastet  letztern  von  Zeit  zu  Zeit  etwas  mehr 
(oder  speist  den  Magneten),  so  steigert  sich  die  magnetische  Kraft, 
während  das  Abreissen  des  Ankers  sie  schwächt. 

Das  Eneugen  kUnstUofaer  Magnete  durch  Streichen  kannte  Georg  Hart- 
maiin  schon  um  1543.  Die  Hufeisen-Magnete  und  deren  Annimng  fahrte 
Bp&teatens  um  die  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  Johannes  Dietrich  (Basel 
17..  —  Basel  1768;  Mechaniker  in  Basel)  ein;  inwieweit  ihn  dasu  Daniel 
Bernonlll  veranlasste,  weiss  man  nicht,  dagegen  ist  es  gewiss,  dass  Letsterer 
durch  Versuche  mit  solchen  Dietrich'schen  Magneten  das  Gesets  fand:  Die 
Iragkraft  der  Hufeisen-Magnete  ist  proportional  ihren  Oberfl&ehen  oder  den 
dritten  Wurzeln  aus  den  Quadraten  ihrer  Gewichte. 

Sit.  Der  DiamagDetismilg.  Während  sich  ein  zwischen  die 
Pole  eines  Hufeisen-Magneten  gebrachter  magnetischer  Körper  axial 
stellt,  so  nehmen  dagegen  manche  andere  Körper  (Wismuth,  Holz, 
etc.),  wie  wenn  der  Magnet  sie  ebenfalls  polar  erregen,  aber  dabei 
jeder  seiner  Pole  sich  in  ihnen  gleichnamige*  Pole  gegenübersteUen 
würde,  eine  dazu  senkrechte  äquatoriale  Lage  an,  und  beissen 
dlamagnetlsch* 

Faradey  wies  in  einer  vom  November  1846  datirenden  Abhandltmg  ^On 
new  magnetic  actione  and  on  the  magnetic  conditlon  of  all  matter  (Phil.  Trans. 
1840)"  zuerst  nach,  dass  es  wohl  keinen  gegen  den  Magnet  gans  indifferenten 
Körper  gebe,  und  theilte  die  KOrper  in  paramagnetische  (voraus  Eisen)  und 
diamagnetische  (voraus  Wismuth)  ein.   Das  Weitere  siehe  im  Texte. 

SIS«  Der  ErdmagnetismilS.  Hängt  man  eine  Stahlnadel  in  ihrem 
Schwerpuncte  an  einem  ungedrehten  Coconfaden  auf,  und  macht 
sie  sodann  magnetisch,  so  nimmt  sie  nach  einer  Reihe  von  Sch^n- 
gungen  nicht  nur  eine  Ruhelage  an,  welche  eine  bestimmte  Ab- 
weichung vom  Meridiane  oder  eine  sog.  Declinatlon»  und  eine 
bestimmte  Abweichung  von  der  Horizontalen  oder  eine  sog.  Incll« 
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natlon  zeigt,  sondern  setzt  auch  einen  von  bestimmter  Intensltllt 

zeugenden  Widerstand  entgegen,  wenn  man  sie  ans  dieser  Lage 
entfernen  will.  —  Bezeichnet  I  die  Intensität  des  Erdmagnetismus, 
H  ihre  horizontale,  V  ihre  verticale  Componente,  E  das  Trägheits- 
moment, m  die  Masse  und  d  die  Entfernung  eines  Poles  der 
Magnetnadel  ,yon  ihrer  Drehaxe,  also  d.ms=M  das  sog.  ma^^ne- 
tische  MomeDt  der  Nadel,  so  hat  man,  da  eine  Magnetnadel 
offenbar  wie  ein  Pendel  schwingt, 


M.H  -"""  ^    M.I  •'  ^    M.V       • 

wo  t|  die  Schwungzeit  einer  horizontal,  tg  die  einer  im  magnetischen 
Meridiane,  und  i^  die  einer  senkrecht  zu  demselben  schwingenden 
Nadel  ist.   Für  die  Inclination  i  hat  man  sodann 

Sini  =  V:I  =  t2«:t32  S 

und  wenn  ein  Magnetstäbchen  von  a""  Länge,  b""  Breite  und  p"^ 
Gewicht  zu  einer  einfachen  Schwingung  t'  braucht,  und  in  einer 
zum  magnetischen  Meridiane  senkrechten  Lage  eine  in  der  Entfer- 
nung r  befindliche  Nadel  um  den  Winkel  v  ablenkt,  so  setzt  man 
nach  Gauss 

H=:   ^-j/^+^lp  V  =  H.Tgi  1  =  -^     8 

rt   "^    orTgv  '^  °  Cosi 

Declination,  Inclination  und  Intensität  sind  aber  verschiedenen,  an 
längere  und  kürzere  Perioden  gebundenen  Variationen  unterworfen 
(s.  392),  und  um  diese  zu  bestimmen,  hat  Gauss  eigene  Magneto* 
meter  construirt:  Das  zur  Bestimmung  der  Declinationsvariationen 
bestimmte  ünllllar-llIai^Detoineter  besteht  aus  einem,  an  einem 
ungedrehten  Coconfaden  aufgehängten  Magnetstabe,  an  dessen  einem 
Ende  ein  verticaler  Spiegel  sitzt;  an  einem  6 — 8'  vom  Spiegel  ent- 
fernten Pfeiler  ist  ein  Fernrohr,  und  unter  demselben  eine  Scale 
festgemacht;  die  Beobachtung  besteht  darin,  dass  man  die  im  Spiegel 
sichtbare  Scale  mit  einem  fixen  Striche  vergleicht,  den  man  an 
einer  doppelt  so  fernen  Wand  hinter  dem  Magnetometer  gemacht 
hat.  Das  zur  Bestimmung  der  Variationen  der  Horizontalintensität 
bestimmte  Blfilar-Mai^netometer  besteht  dagegen  aus  einem 
Magnetstabe,  der  an  zwei  von  seinem  Schwerpuncte  gleich  weit 
entfernten  und  gleich  langen  Drähten  aufgehängt  ist,  die  hinwieder 
an  einer  drehbaren  Scheibe  befestigt  sind;  Letztere  wird  sodann 
gedreht,  bis  der  Magnetstab  senkrecht  zum  magnetischen  Meridiane 
steht;  die  von  Länge  und  Abstand  der  Drähte  und  dem  Gewichte 
des  Stabes  abhängige  und  also  constante  Torsion  steht  nun  augen- 
blicklich mit   der  horizontalen  Intensität  im  Gleichgewichte;    wie 


Bich  aber  Letztere  verUndert,  ao  Terfindert  sicli  anch  die  Lage  dea 
Stabea,  imd  diese  wird  analog  wie  beim  IJnifilar  beobaclitet 

Die  DediDfttion  der  HftgneUiadel  wur  ichoD  vor  Cbiiatoph  CslnaibBi 
(Oeona  1486  —  ValladoUd  1606),  dem  berOhmten  Entdecker  toh  Amerika, 
bekannt,  dagegen  Bchelnt  ihm  die  Entdeckung  der  Örtlichen  Verschiedenheit 
derselben  (p.  893)  ingeschrfeben  werden  an  mUasen.  Die  Ineltnatlon  eikannte 
Hartnann  um  1644,  and  aodana  wahTachelnlich  onabhKDgig  von  ihm  etwai 
'  BpKter  auch  der  eoglische  Compaaemacber  Robert  IVarmaan  in  Ratcllff,  der 
mit  einem  von  ihm  coDBtmirten  iDclInatorlom  1676  die  magDetiache  Nelgmig 
In  London  an  11'  60'  besUsimte.  —  Schon  Daniel  Bemonlll  bemDhIe'  atch 
mit  Erfolg,  die  InBtmmente  lar  Beatimmung  der  DecUnaUon  nnd  Incllnation 
■u  vorbeaaem,  —  aelne  Abhandlnng  qSur  la  meilleure  manläre  de  conatmin 
loa  botuBolea  d'lncllnaleon  (Hirn,  de  Par.  1748)"  wurde  von  der  Pariser' 
Aeaderole  gekrOnt,  —  und  die  Ton  Dietrich  nach  «einen  Ideen  conatmirtai 
InstrameDte  fanden  vielen  Befall;  aber  erst  Gauss  gelang  ea  auf  die  in 
Texte  angegebene  Welae  in  Theorie  und  Praxis  feate  Ordnnng  nnd,  zum 
TheQ  allerdings  mit  Benntanng  schon  frflher  ansgesprocbener  Ideen,  wie  a.  B. 
von  „Po(gcndorf>  Nenea  Inatrament  inm  Meaaen  der  magnetlachen  Ab- 
welchnng  (Pogg.  Annal.  1831)",  gvte  BOlfsmlttel  elntntUhren ,  vergL  seine 
Schrift  „Intenaltas  via  magnetlds  terreatrla  ad  mensuram  abaolntam  revocata. 
Oottlog.  1888  In  4.  (Auch  Comm.  Oott  Vm  nnd  deutsch  In  Bd.  38  von  Pogg. 
AnnaL)"  und  mehrere  Abhandlungen,  welche  er  in  die  von  ihm  and  Wüh. 
Weber  heranagegebenen  nResnltate  aus  den  Beobaohtnngen  des  magnetischen 
T«relnea.  OSttingen  1637—1841,  6  Hefte  In  8."  einrflckte.  —  Zum  Sctaltuae 
mag  noch  elnerseita  angetOhrt  werden,  daaa,  wenn  i  die  Neigung  der  Magnet- 
nadel  Im  magnetiachen  Meridian,  I'  diejenige  In  einer  mit  demselben  den 
Winkel  d  bildenden  Ebene  beaelohnet,  nach  Daniel  lemonlU 

Tg  i'  =  Tg  1 .  See  d  4 

alao  die  IncllnaÜon  Im  magnetiachen  Meridian  am  kleinsten  Ist,  —  andemeita, 
daas  Jwan  UlchaUowltsch  Slmoneff  (Äatrachan  I7SB  —  Kasan  1866;  ProfesBor 
der  Astronomie  In  Eaaan)  1841  In  Omnerta  Ar- 
ohiv (lU  2ia— 317)  lelgU,  daaa,  wenn  nuui  am 
Bfldende  einer  priamatischen  Magnetnadel  ein 
Spiegelchen,  am  Nordeude  ein  den  horlaootalea 
Stand  bewirkendes  Gegengewicht  anbringe,  —  ndt 
einem  Sextauten  die  Dlatana  d  der  Sonne  von 
,  Ihrem  Bplegelbllde  messe,  ~  endlich  fllr  die  B^ 
obaobtnngsaelt  Ailmuth  a  und  ZenlthdlstaaB  a 
der  Sonne  berechne,  aus  der  Formel 

81n~=:BlnB.Coa(a— «}  K 

oder,  wenn  man  auch  noch  nach  der  Cnlmlnatlon  der  Sonne  eine  coTreapoa- 
dlrende  Beobachtung  S  mache,. ohne  vollkommene  HorliontalltU  der  Nadel 
voraoaaetMn  su  mllaaen,  ans  der  Fonnel 

an«.81nK.81na  =  Sin-^l^.Cofli±l  t 

das  Aalmnth  b  der  Nadel  gefunden  werden  kSnne,  —  endlich,  dasa  Jobann 
l.am«iit  (Braemar  In  Schottland  1806;  Conaervator  der  Sternwarte  Bogt»- 
hausen  bei  Mtluohen)   fflr  Reisende  unter   dem  Namen  eines  mainrintlnidiaa 
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Theodoliten  eine  Art  betreffendes  Unlversalinstmment  erstellt  nnd  In  seinem 
^Handbacli  des  Erdmagnetismus.  Berlin  1849  in  8."  beschrieben  hat 

S14«  Dio  BOQSSOlO.  Eine  über  einem  horizontal  gestellten,  ge- 
theilten,  mit  einem  Diopterlineal  oder  Fernrohr  verbundenen  Kreise 
schwingende,  gegen  die  Ihclination  equilibrirte  Magnetnadel  heisst 
Boassole  oder  CompasS)  und  kann  theils  bei  Eenntniss  der  De- 
clination  dazu  dienen,  die  Weltgegenden  oder  die  Orientirung  irgend 
eines  Punctes  aufzufinden,  —  {heils,  unter  Annahme  einer  während 
der  Messung  unveränderlichen  Declination,  und  wenn  etwa  Fehler 
von  10^  übersehen  werden  können,  zum  Winkelmessen,  indem  man 
am  Kreise  die  Differenz  des  Standes  der  Nadel  abliest,  welche  ent- 
steht, wenn  man  Diopter  oder  Femrohr  successive  auf  zwei  Winkel- 
objecte  einstellt. 

Der  Compass  wurde  muthmasslich  durch  den  bertthmten  venetianischen 
Reisenden  Marco  Polo  (1250?  — 1323?)  aus  China  nach  Europa  gebracht, 
und  jedenfalls  nicht  erst,  wie  früher  vielfach  gelehrt  wurde,  um  1302  durch 
den  neapolitanischen  Lootsen  Flavio  Gloja  erfunden.  Seinen  frfiher  sehr 
verbreiteten  Gebrauch  zum  Winkelmessen  verdankte  er  hauptsächlich  dem 
Umstände,  dass  bei  ihm  jede  Richtung  im  Vergleiche  mit  derselben  Grund- 
richtung gegeben,  und  somit  z.  B.  beim  Polygonisiren  (vergl.  215)  je  das 
Winkelmessen  an  der  zweiten  Ecke  flberflttosig  wird. 

XXXn.  Blektridt&t  nid  Galvanismu. 

SlB«  Die  elektrische  AnnehlUlg.  Manche  Körper  erhalten  dutch 
Reiben,  namentlich  Glas  und  Harze  durch  Reiben  mit  Seide  und 
Wolle,  eine  Anziehungskraft,  welche  sich  von  der  magnetischen 
dadurch  unterscheidet,  dass  sie  auf  jeden  leichten  Körper  wirkt 
und  nicht  an  Pole  gebunden  ist,  —  man  heisst  sie  elektrische  An- 
ziehung. Andere  Körper  werden  dagegen  durch  Reiben,  wenigstens 
scheinbar,  nicht  elektrisch ;  nähert  man  ihnen  aber  einen  elektrischen 
Körper,  so  theilt  sich  die  Elektricität  ihrer  ganzen  Oberfläche  mit. 
Solche  Körper,  wie  Metalle,  Kohle,  lebende  oder  feuchte  Gegen- 
stände, etc.,  heissen  Leiter  oder  Condactoren^  —  Körper  der 
ersten  Art  dagegen,  wie,  ausser  Glas  und  Harzen,  Seide,  trockene 
Luft,  etc.  IVlchllelter  oder  Isolatoren« 

Die  elektrische  Anziehung  wnrde  schon  von  den  Alten  beim  Bernstein 
(tjUnTQw)  bemerkt,  nnd  so  z.  B.  von  Pllnlos  in  seiner  Naturgeschichte  er- 
w&bnt  Nach  und  nach  wurden  dann  auch  noch  andere  derselben  f&hige 
Körper  entdeckt,  und  schon  Will.. Gilbert  führt  in  seiner  Schrift  ,^e  magneie 
(vergl.  800)^  an,  dass  man  dieselbe  durch  Reiben  bei  Qlas,  Schwefel,  Siegel- 
lack, etc.  hervorrufen  könne.  Otto  von  Gnerlke  construirte  sich  etwa  1672 
aus  einer  Schwefelkugel  eine  erste  Elektrlsirmaschine,  bemerkte  das  elektrische 
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liicht,  den  Wechsel  von  Anstellen  nnd  Abstossen,  etc.,  —  Bsyle  find  mn 
dieselbe  Zeit,  daas  Trockenheit  nnd  Wanne  der  Elektricitit  gftnatig  seien,  — 
IWewton  rieb  etwa  1675  eine,  anf  einem  messingenen  Ringe  mhende  Olas- 
platte,  sah  darunter  liegende  Papierchen  hQpfen,  nnd  flbersengte  sieh,  dass 
der  Versuch  besser  gelang,  wenn  er  mit  seinem  Rocke  (Wolle),  als  wenn  er 
mit  einer  Berviette  rieb,  —  Francis  Hawkabce  (16..  — 1713?;  Cnrator  of 
experiments  bei  der  Roy.  Society)  bemerkte  im  Anfange  des  18.  Jahrhunderts 
das  Oerinsch  des  Ausströmens,  das  Gefühl  von  Spinnewebe,  etc.,  —  Stephen 
Gray  machte  um  1727  zuerst  in  deutlicher  Weise  auf  den  im  Texte  be- 
rflhrten  Unterschied  swischen  Conduotoren  und  Isolatoren  aufmerksam,  und 
sprach  schon  1734  aus,  dass  die  elektrische  Kraft  mit  Donner  und  Blits  von 
gleicher  Natur  sein  mOchte,  —   Dofiiy  wiederholte  fast  gleichseitig  Oray's 
Versuche,  zog  Funken  aus  dem  menschlichen  Körper,  wies  den  Unterschied 
von  Glas-  und  Hara-Elektricit&t  nach,  —  etc.    8o  bildete  sich  im  Laufe  der 
Zeit  eine  neue  physikalische  Disciplin  aus,  fDr  deren  weitere  Geschichte  auf 
die  folgenden  Nummern  verwiesen  werden  mag,  während  hier  vorl&uüg  noch 
eine  kurze,  ttbrigens  auch  in  316  u.  f.  erg&nzte  Literatur  angehängt  werden 
soll:    „Hawkabeet    Physico-mechanical    experiments    on   various  subjeets 
touching  light  and  electricity.  London  1709  in  4.,  —  üollet»  Essai  sur  l'^ee- 
tricitö  des  Corps.  Paris  1747  in  12.  (Auch  1760,  1764,  1771),  und:  Lettres  snr 
P^lectricit^  des  corps.  Paris  1753,  3  Vol.  in  12.  (Auch  1760),  —  Jean  Jallabert 
(Genf  1712  —  Nyon  1768;  Professor  der  Physik  und  sp&ter  Syndic  in  Genf; 
vergl.  Bd.  4  meiner  Biographieen),  Exp^riences  sur  l'^lectridt^  Gen^ve  1748 
in  8.  (Paris  1749 ;  deutsch  Basel  1760  und  1771),  —  Priestley»  Hisiory  and 
present  State  of  Electricity.   London  1766,  2  Vol.  in  8.  (1767  in  4.;   deutach 
von  Krfinitz,  Berlin  1772),  —  Ami  Lnllln  (Genf  1748  —  Genf  1816;  Syndic 
von  Genf)  et  Sauaanre»  Dissertatio  physlca  de  electricitate.  Genevas  1766 
in  8.,  —  Galiranl*  De  viribus  electrlcitatis  in  motu  musculari  Commentaiins 
(Comm.  Bonon.   1791   und   „cum  Jo.  Aldini  dissertatione  et  notis",   Matüus 
1792  in  4.),  —  P.  Soe  (ainö;  Professor  der  Medlcin  in  Paris),  Hiatoire  du 
galvanisme.  Paris  1802,  2  Vol.  in  8.  (2  6d.  1806,  4  Vol.),  —  Charles-Bemard 
Deaormes  (Dijon  1777  —  Verberie  in  Oise  1862;   technischer  Chemiker  In 
Verberie)  et  Hachette»  M^moires  pour  servir  k  l'histoire  de  cette  partie  de 
r^ectrlcitö  qu'on  nomme  galvanisme  (Annal.  de  Chim.  44),  —  Volta    (an- 
geblich Configliachi) ,  L'identitä  del  fluide  elettrico  col  cosi'detto  fluide  gal- 
vanico  vittoriosamente  dimostrata.   Pavia  1814  in  4.,  —  Giuseppe  Zamtb^ni 
(Verona  1776  —  Verona  1846;  Professor  der  Physik  zu  Verona),  L'elettro- 
motore  perpetuo.  Verona  1820 — 1822,  2  Vol.  in  8.,  —  Oeratcdt  Experimenta 
circa   effectum   conflictus  electrici  in  acum  magneticam.    Hafnin  1820  in   4. 
(Deutsch   in  Oilberi's  Annalen  66),   —   Poggendorft  Physisch-chemiadie 
Untersuchungen  zur  nähern  Kenntnlss  des  Magnetismus  der  Volta'schen  B&ole 
(Oken*s  Isis  1821),  —  Fölix  Savary  (Paris  1797  —  Estagel  1841;  Profeaaor 
der  Astronomie  zu  Paris),  Memoire  sur  Papplication  du  caicul  aux  ph^nom&aes 
^lectrodynamlqnes.  Paris  1823  in  4.,  —  Georg  Simon  Ohm  (Erlangen  1787 
—  München  1864;  älterer  Bruder  des  Berliner-Mathematikers  Martin  Obm; 
Lehrer  der  Mathematik  zu  Nidau,   Neuenburg,  etc.,  zuletzt  ProfeasoT    der 
Physik  zu  Mflnchen),  Die  galvanische  Kette,  mathematisch  bearbeitet.  Berlin 
1827  in  8.,  —  Faradeyt  Experimental  researches  in  Electricity.    8er.  1 — SO 
(Phil.  Trans.  1881—1866),  —  Johann  Heinrich  Jakob  Mfiller  (Cassel  1309; 
Professor  der  Physik  zu  Freiburg;  vergl.  PouiUet  246),  Kurze  Darstelluiig 
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des  GalvanismnB.  Dannstadt  1836  in  8.,  und:  lieber  den  Sftttigangspmict  der 
Elektromagnete  (Pogg.  Annalen  1851 — 1852),  —  Morita  Hermann  Jaeobl 
(Potsdam  1801;  Uterer  Bruder  des  Mathematikers  in  4.;  erst  Baumeister  in 
Königsberg,  dann  Professor  der  Baukunst  zu  Dorpat,  jetst  Aeademiker  in 
Petersburg),  Die  Galvanoplastik.  Petersburg  1840  in  8.,  —  Giovanni  Antonio 
Amedeo  Plana  (Vogbera  1781  —  Turin  1864;  Neffe  von  Lagrange;  Professor 
der  Astronomie  und  Director  der  Sternwarte  au  Turin,  aul^w&rtiges  ICitgUed 
der  Pariser^ Academie),  Memoire  sur  la  distribution  de  l'^lectricitö  k  la  surface 
de  deux  sphöres  conductrices.  Turin  1845  in  4.,  —  IVemnann»  Üeber  ein 
allgemeines  Princip  der  matbemattscben  Theorie  inducirter  elektrischer  BtrOme 
(Berl.  Abb.  1847),  —  Otto  Ernst  Julius  Seyffer  (Stuttgart  1823;  Professor 
der  Physik  in  Stuttgart),  Geschichtliche  Darstellung  des  Galvanismns.  Stutt- 
gart 1848  In  8.,  —  Schellen»  Der  elektromagnetische  Telegraph  in  den 
Hauptstadien  seiner  Entv^icklung.  Braunschweig  1850  in  8.  (4.  A.  1867),  — 
Peter  Theophyl  Ricss  (Berlin  1805;  Professor  und  Aeademiker  in  Berlin), 
Die  Lehre  von  der  Reibungselektricit&t  Berlin  1853,  2  Bde.  in  8.,  —  und: 
Abhandlungen  au  der  Lehre  von  der  Reibungselektricität  Berlin  1867  in  8.,  — 
De  la  RlTe»  Trait6  de  l'^ectricit^  th^orique  et  appliqu^.  Paris  1854—1858, 
3  Vol.  in  8.  (Engl.  London  1858—1863),  —  Elvin  Bruno  Clurlstoffel  (Mont- 
joie  1829;  Professor  der  Mathematik  in  Zürich  und  Berlin),  De  motu  per- 
manenü  electricitatis  in  corporibus  homogenis.  Berolini  1856  in  4.,  —  Ernst 
Christian  Julius  Seheiinf^  (Sandbergen  bei  Lflneburg  1833;  Professor  der 
Mathematik  zu  Göttingen),  Zur  mathematischen  Theorie  elektrischer  BtrOme. 
Göttingen  1857  in  8.,  —  J.  GaTanret»  Professor  der  Physik  in  Paris:  Traitö 
de  r^lectricit^.  Paris  1857,  2  Vol.  In  8.  (Deutsch  von  Arendt,  Leipaig  1860), 
—  Briggs»  Story  of  the  Telegraph.  London  1858  in  4.,  —  Taliaferro  P. 
Shaffkier  of  Kentucky:  The  Telegraph  Manual.  New-York  1859  in  8.,  — 
Gustav  Heinrich  Wlcdemann  (Berlin  1826;  Professor  der  Physik  in  Basel 
und  Karlsruhe),  Die  Lehre  vom  Galvanismns  und  Elektromagnetismus.  Braun- 
schweig 1861—1863,  2  Bde.  in  8.,  —  Christoph  JuUus  Diib  (Berlin  1817; 
Lehrer  in  Berlin),  Die  Anwendung  des  Elektromagnetismus  mit  besonderer 
Berücksichtigung  der  Telegraphie.  Berlin  1863  in  8.,  —  etc.^ 

BIS.  GmndelgenschafteQ.  Um  diese  Erscheinungen  zu  erklären, 
nimmt  man  gewöhnlich  zwei  Flüssigkeiten,  die  positive  oder  Glas- 
£leklrlcllflt  9   und  die  negative  oder   Harz-ElektrldtSt  an, 

deren  Trennung  den  elektrischen  Zustand  begründet;  dabei  stösst 
sich  gleichnamige  Elektricität  ab,  während  sich  ungleichnamige 
anzieht,  wie  sich  diess  z.  B.  bei  den  sog.  Elektroskopen  aus 
HoUundermarkkügelchen ,  dem  elektrischen  Glockenspiele,  Tanze 
und  Hagel,  etc.  zeigt.  —  Nähert  man  einem  elektrischen  Körper 
einen  isolirten  Leiter,  so  wird  Letzterer  durch  Vertheilung  ebenfalls 
elektrisch,  —  die  ungleichnamige  Elektricität  wird  angezogen,  die 
gleichnamige  abgestossen.  Bei  grösserer  Annäherung  wächst  die 
elektrische  Spannung,  und  wird  am  Ende  stark  genug,  um  die 
Bchlechtleitende  Luft  zu  durchbrechen,  —  es  entsteht  ein  Funke, 
und  der  Leiter  ist  nun  ganz  mit  derselben  Elektricität  bedeckt,  wie 

Wolf,  Hndb««h.    I.  ^ 
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der  elektrische  Körper.  Hätte  man  aber  vor  dem  Ueberschlagen 
den  Leiter  zurückgezogen,  so  hätte  er  keine  Spur  von  Elektricität 
gezeigt,  —  dagegen  die  dem  elektrischen  Körper  entgegengesetzte, 
wenn  man  ihm  vor  dem  Zurückziehen  durch  Berührung  des  ahge- 
wandten  Theiles  die  abgestossene  Flüssigkeit  entzogen  hätte.  Hierauf 
beruht  das  sog.  Ijaden  des  einer,  z.  B.  durch  Lederkissen  mit 
Mussivgold  geriebenen  Glastafel  gegenüberstehenden  Conductors, 
oder  die  sog.  Elektrlslrmasdilne^  —  einer  beidseitig  metallisch 
belegten  sog.  Frankllo'sclien  Tafel  oder  der  Ijejrdnerfflasche, 
—  des  auf  einen,  mit  einem  Fuchsschwanz  gepeitschten  Harzkuchen 
aufgesetzten  Metalldeckels  oder  der  sog.  Elektroplior^  etc. 

Franklin  schlug  vor,  die  Glaselektricität  posItiTe  Elektricität  zn  ncDnen, 
die  Harzelektricität  negative»  da  er  in  der  erstem  einen  Ueberschnss,  in 
der  zweiten  einen  Mangel  an  Elektricit&t  zu  erkennen  glaubte ;  Georg  Christoph 
Lichtenberg  (Ober-Ramstädt  bei  Darmstadt  1744  —  GOttIngen  1799;  Pro- 
fessor der  Physik  in  Göttingen;  vergl.  sein  Elogium  durch  K&stner  in  Gomm. 
Gott    14)    führte    dagegen    in   seinen   Abhandlungen  „Super  nova  methodo 
motum  ac  naturam  fluid!  electrici  investigandi  (Gomm.  Gott.  1777—1778}^  den 
gegenwärtigen  Gebrauch  ein,  durch  die  Bezeichnungen  positiv  und  negativ 
nur  schlechtweg  den  Gegensatz  anzudeuten,  und  machte  zugleich  Letztem 
durch  die  nach  ihm  benannten  strahligen  oder  aus  concentrischen  Ringen  be- 
stehenden Figuren  sichtbar,  welche  man  beim  Aufstreuen  von  Harzstaub  auf 
einen  Harzkuchen  erhftlt,  je  nachdem  man  in  denselben  mittelst  eines  auf- 
gesetzten Metallringes   einen   positiven  oder  negativen  Funken  überschlagen 
lässt.  —  Den  sog.  Conductor  der  Elektrisirmaschlne  soll  Georg  Matthias  Bose 
(Leipzig  1710  —  Magdeburg  1761;  Professor  der  Physik  in  Wittenberg),  einer 
der  eifrigsten  und  namentlich  durch  seine  „Tentamina  electrica.  Vitebergie  1746 
in  4.^  bekannt  gewordene  Elektriker  seiner  Zeit,  um  1741   erfunden  haben. 
Die  erste  Elektrisirmaschlne  in  neuerer  Gestalt  construirte  Christian  August 
Bansen  (Dresden  1693  —  Leipzig  1743;  Professor  der  Mathematik  zu  Leipzig) 
um  1743,  die  erste  Scheibenmaschine  Martin  Planta  (SHa  1727  —  Marachlins 
1777;  Lehrer  am  Seminar  in  Haldenstein  und  Marschlins;  vergl.  Bd.  2  meiner 
Biographleen)   um   1755;   in    den   letzten  Jahren   sind   aber   allerdings   diese 
Apparate  durch  die  von  A.  Töpfer  und  W.  Boltn  constrairten,  äusserst 
kräftigen  Influenzmaschinen  (vergl.  für  sie  Pogg.  Annal.  125—127)  so  ziemlich 
in  den  Hintergrund  gestellt  worden.  —  Die  Yerst&rkungsflasche  wurde  im 
Herbst  1745  durch  Ewald  Georg  von  Kielst  (17..— 1748;  Hofgerichtepräsident 
zu  Cösslin  in  Uinterpommern) ,  bald  darauf  auch  von  einem  Privatmanne  in 
Leyden,  des  Namens  Cunaeua»  erfunden,  und  von  IWoUet»  der  sie  von  Leyden 
her  kennen  lernte,  mit  dem  Namen  der  Leydner-Flasche ,  von  John  Berin 
(Cid  Sarum  1695  —  London  1771;   praktischer  Arzt  in  London)  aber  zuerst 
mit  Zinnfolie  belegt.   Die  ungefähr  gleichzeitig  von  Franklittf  vergl.  dessen 
„New  experimente  and  observations  on  electricity  made  at  Philadelphia  and 
communicated  in  several  letters  to  Mr.  Collinson   in  London.    London  1751 
in  4.  (Suppl.  1754,  5.  ed.  1774;  deutsch  von  Wüke,  Leipzig  1758)«,  benutzte 
und  nach  ihm  benannte,  belegte  Tafel,  ist  wesentlich  mit  der  Verstärkungs- 
flasche  ein-  und  dasselbe;   wichtiger  sind  seine  Versuche  über  die  Luft- 
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elektrieit&i,  welche  Um  cur  Erfindung  des  elektrischen  Glockenspieles  und  der 
Blüsableiter  führten,  und  durch  welche  er  den  von  Gray  (s.  315)  noch  nicht 
gegebenen  wirklichen  Nachweis  für  die  Identität  des  elektrischen  Funkens 
und  des  Blities  leistete,  —  leider  allerdings  auch  Georg  Wilhelm  Rlehmann 
(Pemau  in  Lifland  1711  —  Petersburg  1753;  Academiker  in  Petersburg)  zu 
den  Versuchen  veranlasste,  welche  ihm  bei  einem  Gewitter  am  26.  Juli  (a.  81) 
1753  den  j&hen  Tod  brachten.  —  Der  im  Texte  beschriebene  Elektrophor 
wurde  1775  durch  Volta  eingeführt,  siehe  dessen  „Lettere  diverse  sull' 
elettroforo  perpetuo  (Scelta  di  opusculi  dl  Milano  1775—1776;  auch  Rozier 
1776)^.  Der  ebenfalls  von  ihm  eingeführte  Eudiometcr»  vergl.  seine  „Des- 
crisione  dell'  Eudiometro  ad  aria  inftammabile  (BrugnatelU's  Annal.  chim. 
1790)^,  beruht  darauf,  dass,  wenn  man  atmosphärischer  Luft  mehr  als  das 
Doppelte  ihres  Sauerstoifgehaltes  an  Wasserstoff  zufügt,  und  durch  das  Ge- 
menge einen  kr&fUgen  elektrischen  Funken  durchschlagen  l&sst,  sich  s&mmt- 
lieber  SauerstoiF  mit  dem  nöthigen  Wasserstoff  (vergl.  250)  zu  Wasser  ver- 
bindet. 

SIT»  Die  galvanischen  StrOme  nnd  Batterieen.  Wie  in  demselben 

Aagenblicke,  wo  entgegengesetzt  elektrische  Körper  durch  einen 
Leiter,  so  z.  B.  die  beiden  Belegungen  einer*  Lejdnerflasche  durch 
einen  sog.  Auslader,  verbunden  werden,  ein  momentaner  elektrischer 
Strom  entsteht,  so  können  auch  dauernde  elektrische,  oder  nach 
ihrem  Entdecker  sog.  Galyanl'sche  Ströme  durch  chemische  Wir- 
kung erregt  werden:  Taucht  man  nämlich  eine  Zinkplatte  iü  ver- 
dünnte Schwefelsäure,  so  entwickelt  sich  Wasserstoffgas,  das  zunächst 
an  der  Platte  aufsteigt,  —  amalgamirt  zeigt  sie  sich  fast  imempfind- 
lich  gegen  die  Säure,  —  setzt  man  aber  noch  eine  Kupferplatte  ( — ) 
in  die  Säure  und  verbindet  sie  metallisch  mit  der  Zinkplatte  (-h)? 
so  entsteht  ein  elektrischer  Strom,  der  durch  das  nunmehrige  Auf- 
steigen des  Wasserstoffgases  am  Kupfer  sichtbar  wird.  —  Einen 
kräftigem  Strom  erhält  man  durch  Vereinigung  mehrerer  Elementen- 
paare zu  einer  Kette:  Entweder  baut  man  eine  Säule,  bei  welcher 
in  gleicher  Folge  Zink,  Kupfer  und  eine  mit  einem  Leiter  (Salz- 
wasser oder  stark  verdünnte  Säure)  befeuchtete  Tuchscheibe  wech- 
seln, eine  sog.  Voita'sche  SSule^  —  oder  man  taucht  in  eine 
Reihe  mit  verdünnter  Schwefelsäure  gefüllter  Zellen  je  ein  Zink- 
und  ein  Kupferelement,  und  verbindet  die  Zinkplatte  einer  Zelle 
metallisch  mit  der  Kupferplatte  der  folgenden  Zelle,  —  oder  man 
theilt  nach  Daniell's  Vorschlage,  um  eine  Batterie  von  etwas  con- 
stanterer  Wirkung  zu  erhalten,  jede  Zelle  durch  eine  poröse  Scheide- 
wand ab,  setzt  in  den  einen  Theil  ein  Zinkelement  in  eine  Lösung 
von  Kochsalz,  in  den  andern  ein  Kupferelement  in  eine  Lösung  von 
Kupfervitriol,  —  etc.  In  allen  Fällen  entsteht  der  Strom,  sobald  die 
äussersten  Elemente  durch  den  sog.  Polardrabt  mit  einander  ver- 
bunden werden.  —  Ebenso  entstehen  elektrische  Ströme,  wenn  man, 

SB* 
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vie  bei  der  sog.  Erdbatterle,  in  die  feachte  Erde  eine  Zinkplatte, 
an  einer  andern  Stelle  eine  Knpferplatte  eingräbt,  und  beide  Platten 
durcb  einen  Drabt  verbindet,  —  oder,  wenn  man,  wie  bei  der 
Bog.  IbermO'elelrtrlseben  SHnle,  ana  zwei  Streifen  veracbiedener 
Metalle  einen  Ring  znsammenlötbet,  und  den  Lötlistellen  verscbiedene 
Temperataren  gibt,  —  etc. 

Der  von  Joh.  Georg  Snlcer  (Wluterthnt  1720  -  Berlin  1719;  Frofewoi 
der  HathemaUk  und  Phttoaopbie  in  Berlin,  aach  Hitglied  der  Academle ;  vetgl. 
Bd.  8   meiner  Blograpbteen)   Im   November   1762   rd   seinen  Freund  Älbrecht 
von  Hallcr  (Bern  IT08  —  Bern  1777;   ProfesBOr   der  Hedicln   in   OBtUngen, 
PiliaideDt  der  dortigen  and  anawBrtlgea  Mitglied  der  Pariaer-Aeademlei  vergl. 
Bd.  3  meiner  Biographleen)   mit  den  Warten   „Un   morceau    de   plomb   on 
d'argent,  appUqvri  i  la  langne  n'y  exeite  aucan  gofit;  ai  on  lea  Joint  enaemble, 
de  maniire  qae  lea  deux  mttaux  ae  toacbent,  alors  an  aent  an  gofit  appro- 
cbant  k  l'algre  du  Vitriol  de  fer"  beacbrlebene  merkwardige,  von  Uiin  ala 
Beweis  einer  entstebenden  Vlbration  angeaebene  Versuch  (vergl.  Blogr.  Hl  806; 
ferner  die   17&4  erachienenen   M^,    de   Berl.   17&3,   etc.)   war   achon   IKngst 
wieder  vergeaseD,  ala  Galrnnl  1790  die  Entdeckung  machte,  das«  entblSaate 
FroBchachenhel ,   welebe   man  bald   nach   elngetrelenem  Tode  mit   iwel  ver- 
schiedenen  Uetallen    berflhrt,   Jedeamal   heftig   incken,   nenn   man    Letitere 
cnaammenbringt.  lialvanl  aucbte  (a.  aebie  Scbrlft  von  I7Ö1  in  SIC)  den  Gmnd 
dieser  Erachelnungen  In  einer  besondem  tbIeriHchen  Blektrtcit&t,  —   wlhrend 
alsbald  VaUb  (b.  seine  „Memoria  Bull'  Ellettrteita  animale;   discorso  recltala 
11  die  5  Maggio  1793,  —  denlach,   Prag  1798"  und  die  eigenUleh  schon  ISOß 
gescbrlebene   Abhandlung  von    1814   In   31G}   su    beweisen   suchte,   daaa   die 
GlektrIcitKt   durch   die  BerOhrang  der  Metalle  hervorgerufen   werde  und   der 
Froacbschenkel  nur  die  untergeordnete  Rolle  eines  Leltera  spiele,  ja  1799  die 
Richtigkeit  seiner  Ansicht  durch  den  Bau  der  nach  ihm  benannten  Slule  be- 
legen   koDUt«.    —   Zum   Bau    einer  Batterie,   welche    w&hrend   Iftngeier  Zelt 
eonstant  wirken   aoH,    sind   die   durch   beiatehende  Figur 
erl&nterten    sog.    Hinotto- Elemente    ni   empfehlen.    B»- 
Eelchnet  man  die  Anaachlftge  an  einer  Tsngentenbonsaole 
(vergl.  830}   von   1  und   S3  Windungen   mit  B,  und  B,„ 
BO   ergab  mir   ein   aolchea  Element  unmittelbar  nach  der 
Füllung   (ohne  einige  Tropfen  Bchwefeleinre  bettufBgen, 
oder    vorher  oonstanten   Bchluas   anzuwenden,   —   durch 
welche  beide  HtUfaverfahren  der  Froceea  aehr  befördert 
werden   kann)   B,,=:30',   —   einen  Tag   splter   40^,   — 
nach   2*":  48»  oder  B,  =  4'',  —  nach  8*:  8",  —  nach  4' :  10»,  —  nach  ö*  (von 
4—5  wahrend  24^  constanten  Scblnaa  gebend) :  20",  was  etwa  in  erlangen  Ist; 
bei   continalriiohein   Gebrauche  gibt   ein   solches   Element   sodann    bei   einem 
Monat,  ~  bei  nur  teitwelaem  Oebranebe  viele  Monate  lang  constanten  Strom. 
'  KiTpf<i>'\     /k—lfi.     ^"^  dagegen  (Bi  knne  Zeit  einen  krUftigen  Linien-Strom 
ll   1^^  "*  ^'''^''^'')  b'h^  ^  Dnttend-K istchen  Ensammengesteltte 

^[   ij^l  Rweisöllige   Elemente  von  Danlell   eu   empfehlen,    bei 

il   ^1  denen  eine  Thonaelle  als  Diaphragma  wirkt,  ein  Enpfer- 

|i  ^4-  draht  logleich  als  Element  und  Verbin dongsdrafh  dient. 

Ein  Dnlaend- Kistchen    gab    anmittelbar    nach    FflUvng 
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B,t  =s  65<^,  —  Dach  xehntägigem  Qebranche  aber  nur  noch  4<*,  —  bei  SpeUung 
mit  pulveriflirtem  Kupfervitriol  sofort  wieder  44® ;  sehn  solche  Kistohen  gaben 
bei  kurzem  Schlüsse  70<^,  bei  60  Eil.  Widerstand  (vergL  318)  noch  60®,  bei 
600  Eil.  noch  40<^.  —  Für  die  von  William^  Robert  Grove  (Svansea  1811; 
Professor  der  Physik  in  London)  vorgeschlagene  Zink-Platin-Batterie  vergl. 
dessen  Abhandlung  „On  ä  new  voltaic  battery  of  great  energy  (Phil.  Mag. 
1839)^',  —  für  die  von  Bunaen  beliebte  Zink-Eohlen-Batterie  dessen  Notis 
„Bereitung  einer  Eohle  als  Ersatz  des  Plaün's  in  der  Qrove'schen  Eette 
(Pogg.  AnnaL  1842)<<,  —  etc.  —  Für  Erdbatterleen  vergl.  z.  B.  meine  ,^e- 
obachtungen  an  einer  Erdbatterie  (Bern.  Mitth.  1855)^.  —  Die  thermoelektri- 
schen  Ströme  entdeckte  1822  Thomas  Johann  Seebeck  (Reval  1770  —  Berlin 
1831;  Mitglied  der  Berliner- Academie),  vergl.  seine  Abhandlung  „Magnetische 
Polarisation  der  Metalle  und  Erze  durch  Temperaturdifferenz  (Berl.  Abh. 
1822— 1823)^^  Ueber  ihre  Anwendung  zur  Messung  der  strahlenden  Wärme 
durch  den  sog.  Thermomultlplieator»  der  in  der  neuern  Zeit  ^m  ur- 
sprünglich von  Joh.  Christoph  Starm  (Hippoltstein  1636  •—  Altdorf  1703; 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  zu  Altdorf)  in  seinem  „Collegium  ex- 
perimentale  curiosum.  Norimb.  1676-- 1685,  2  Vol.  in  4.^'  zu  gleichem  Zwecke 
vorgeschlagene,  und  dann  wieder  von  Leslie  (s.  seine  Schrift  in  209)  neu- 
erfundene  DUTerentialthernionieter  mit  Nutzen  ersetzt  hat,  vergl.  die 
von  seinem  Erfinder  Leopoldo  üoblli  (Trassilico  in  Modena  1784  —  Florenz 
1835;  Professor  der  Physik  zu  Florenz)  gegebene  „Description  d'un  thermo- 
multiplicateur  ou  thermoscope  ölectrique  (Bibl.  univers.  1830)'%  und  die  von 
ihm  mit  Macedonio  Melloni  (Parma  1798  —  Porticl  1854;  Professor  der 
Physik  zu  Parma,  und  später  Director  des  meteorologischen  Observatoriums 
am  Vesuv)  angestellten  „Recherches  sur  plusieurs  ph6nom6nes  caloriflques 
entreprises  au  moyen  du  thermo-multiplicateur  (Bibl.  univ.  1831)'%  etc. 

StS*  Das  Ohm'sche  Gesetz.  Bezeichnet  b  die  Stärke  eines  elek- 
trischen Stromes,  e  die  elektromotorische  Kraft  der  verwendeten 
Elemente,  die  um  so  grösser  ist,  je  weiter  die  dazu  gebrauchten 
Stoffe  in  der  Spannungsreihe  (+  Zink,  Blei,  Zinn,  Eisen,  Wismuth, 
Kupfer,  Platin,  Gold,  Silber,  Kohle,  Graphit  — )  von  einander  ab- 
stehen, m  die  Anzahl  der  Elemente,  f  ihre  in  Quadratdecimetem 
gegebene  Oberfläche,  W|  den  (für  Wasser  sehr  grossen,  durch  Zu- 
satz von  Säuren,  Salzen,  etc.  zu  vermindernden)  Widerstand  eines 
Elementes  der  Oberfläche  1,  1  die  Länge  des  Schliessungsdrahtes 
in  Metern,  d  die  Dicke  desselben  in  Millimetern,  und  w^  den  (für 
Eisen  6,  Platin  7,  Quecksilber  39  mal  so  gross  als  für  Kupfer  ge- 
fundenen) Widerstand  eines  Schliessungsdrahtes  der  Dimensionen  1, 
so  ist  nach  Ohm 

m  d^  e  f         Summe  der  elektromot.  Kräfte 

"~  m  d^  W|  +  f  1 W2  ~  Summe  der  Widerstände. 
Für  Elemente  bestimmter  Art  ist;  je  nachdem  1  klein  oder  gross, 
das  erste  oder  das  zweite  Glied  im  Nenner  von  überwiegender  Be- 
deutung, und  somit  im  erstem  Falle  s  nahe  proportional  der  Grösse, 
in  letzterm  aber  der  Anzahl  der  demente,  so  dass  mm  %*  Bt  für 
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K^e-' 


Locaibatterieen  wenige  grosse ,  für  Linienbatterieen  dagegen  viele 
kleine  Elemente  verwendet 

Für  Ohm  und  seine  classiBche  Schrift  yergl.  316.  —  Zu  betreffenden 
Untersuchungen  dient  der  von  Wheatatone»  vergL  seinen  „Account  of  seve- 
ral  new  Instruments  and  processes  for  determining  the  constants  of  a  voltaic 
Circuit  (Phil.  Trans.  1843)'<  erfundene  Rheostat«  von  dessen  fOr  das  schwei- 

serische  Telegraphennets  benutzter  specieller  Ein- 
richtung  das   beistehende  Schema  einen  Begriff 
gibt:  Die  grosse  Spule  hat  10,  jede  der  kleinen 
1  Kilometer  Draht,  und  werden  somit  die  beiden 
Zeiger  erst  auf  Null,  dann  z.  B.  auf  2  und  10 
gestellt,  so  hat  ein  durchgeführter  Strom  in  lets- 
term  Falle   12  Kilometer  mehr  V^iderstand   au 
überw&ltigen   als    im    ersten.    Der   von   Oustav 
Hasler  (Aarau  1880;  Director  der  Telegraphen- 
werkstätte  in  Bern)  für  mich  conatruirte  Rheo- 
stat  geht  bis  auf  200  KU.,   und  seine  Wider- 
Batterie Standsspulen   sind  für  Eisendraht  von  4""  be- 
rechnet: Ich  erhielt  mit  demselben  bei  zwei  Minotto-Elementen  für 
KU.       0         2        6        10        25        50        100        200 
Bj   =10»        6        4         2  1 
B„=620                                      27        14  6  2 
Da  die   eidgenössischen  Linien  nur  S"""  Drahtdicke  haben,  so  hat  man  somit 
nach  dem  Ohm'schen  Gesetze,  wenn  1  Kilometer  des  Apparates  x  Kilomeiem 
der  eidgenössischen  Linien  entsprechen, 

m .  3* .  e .  f  m .  4* .  e .  f  ,  «  e«    i 

7^ r-:; ^ n r—r-i oder        x  =:  0,56  . 1 

m .  3« .  Wi  +  f .  X .  Wj        m .  4* .  Wi  +  f .  1 .  w, 

so  dass  obige  200  Kilometer  nur  etwa  100  Kilo- 
metern eidgenössischer  Linien  entsprechen.  —  Um 
TAsXerschr,       den  Widerstand  eines  Apparates,  z.  B.  der  Spulen 
Bobs«,    des  Tasterschreibers  (vergl.  341),  mit  dem  Rheo- 


O  staten  zu  bestimmen,  steckt  man  in  dem  Ketten- 
wechsel erst  bei  a  und  c  Stifte,  und  liest  bei 
vorher  auf  Null  gestelltem  Rheostaten  an  der  Boussole  ab ;  dann  steckt  man 
den  Stift  von  a  nach  b  über,  d.  h.  schaltet  den  Tasterschreiber  aus,  und  führt 
mittelst  des  Rheostaten  die  Boussole  auf  den  vorigen  Stand  lurllck;  die 
nunmehrige  Ablesung  am  Rheostaten  gibt  nun  den  Widerstand  des  Apparates 
in  Kilometern. 


S19«  Weitere  BgeiUlclUllleD.  Der  galvanisclie  Strom  erhitzt 
dünne  Leitungsdrähte,  durchläuft  sie  mit  einer  von  Wheatstone 
zu  60000  Meilen  angeschlagenen  Geschwindigkeit,  —  erregt  beim 
Schliessen  oder  Oeflfnen  in  einem  benachbarten  Leiter  einen  sog. 
Indacirten  Strom,  der  z.  B.  in  den  zur  Zeit  vielfach  mediciniscli 
verwendeten  Erschütterungsapparaten  benutzt  werden  konnte,  weil 
er  fortwährend  seine  Richtung  ändert,  nämlich  als  Oeffhungsatrom 
gleiche,  als  Schliessungsstrom  entgegengesetzte  Richtung  wie  der 
erregende  Strom  besitzt,  —  etc.    Auch  ist  der  galvanische  Strom 
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als  chemiBche  Kraft  thätig,  kann  Wasser  zersetzen,  —  Enpfer  ans 
EupfervitrioUösung  in  Wasser,  Gold  ans  Goldchloridlösung  in  Wasser 
mit  unreinem  Cjankalium,  etc.  metallisch  niederschlagen,  und  so 
zur  sog.  GalTanoplastlk  behüläich  sein,  —  etc.  Zwei  parallele 
Polardrähte  ziehen  sich  nach  Ampäre's  Entdeckung  an  oder  stossen 
sich  ab,  je  nachdem  der  Strom  sie  in  gleichem  oder  entgegen^ 
gesetztem  Sinne  durchläuft. 

Ffir  die  Bestimmang  der  Oeschwindigkeit  der  Elektricität  durch  Wbeat- 
•tone  vergl.  dessen  Abhandlung  „An  account  of  some  experiments  to  meosure 
ihe  velocity  of  electricity  and  the  dnration  of  electric  light  (Phil.  Trans.  1834)^. 
Hat  der  Strom  noch  Hindernisse  zu  überwinden,   z.  B.  durch  Apparate  zu. 
gehen,  so  nimmt  seine  durchschnittliche  Oeschwindigkeit  ab;   für  die  circa 
28  Meilen  lange  Linie  Neuenburg-Bem-Zürich  brauchte  er  an  0',015,   ging 
also  nur  mit  einer  Geschwindigkeit  von  circa  1800  g.  Meilen.  —  Auf  die 
Inductionserscheinnngen  machte  zuerst  Faradey  in  der  1832  publloirten  zwei» 
ten  Reihe  seiner  „Researches  (s.  315)'*  aufinerksam;   dann  wurden  sie  auch 
durch  Jacobi*  vergl.  seine  Abhandlung  „Ueber  die  Inductionsph&nomene  beim 
Oeffnen  und  Schliessen  einer  Yolta'schen  Kette  (Bull.  Pet.  1838)^',  —  Elie- 
FrauQois  Wartmann  (Genf  1817;  Professor  der  Physik  zu  Lausanne  und 
Genf),  vergl.  seine  „M^moires  I — YIH  sur  l'induction  (Arch.  de  l'ölectr.  und 
Arch.   des  scieno.  phys.   1844 — 1850)^,  —  etc.,   untersucht.    Die  inducirten 
Ströme  sind  muthmasslich  Schuld,  dass  sich  ein  zwischen  den  Polen  eines 
starken  Elektromagneten  rasch  drehender  Metallzylinder  über  die  Siedehitze 
hinaus  erwärmt.  —  Die  schon  in  317  angedeutete  Wasserzersetzung  durch 
den  galvanischen  Strom,  bei  der  man  beide  Gase  erhalten  kann,  wenn  man 
wenigstens   den   positiven,   den  Sauerstoff  liefernden  Pol  des  Schliessungs- 
drahtes in  ein  edles  (nicht  oxidlrbares)  Metall,  z.  B.  Platin,  auslaufen  läset, 
und  Über  beide  Pole  mit  Wasser  gefOUte  Auffangszylinder  stellt,  entdeckte 
Anthony  GarÜBle  (Stillington  1768  —  London  1840;  Chirurg  in  London)  im 
Jahre  1800,  als  er  gemeinschaftlich  mit  l¥lchol§on  (s.  dessen  Journal  of 
nat  philos.  IV)  experimentirte ,  und  dabei  den  von  der  untersten  Platte  der 
Yolta'schen  Säule  kommenden  Draht  in  einen  auf  der  obersten  Platte  liegenden 
Wassertropfen   tauchte.  —  Für  die  von  JacobI   1838  erfundene  Galvano- 
plastik vergl.  dessen  Schrift  in  815.  —  Faradey  hat  in  der  1834  erschienenen 
7.  Reihe  seiner  „Researches  (s.  315}'^  folgendes  höchst  interessante  Gesetz 
nachgewiesen:    Dieselbe  Elektricitätsmenge ,  welche   aus   9  Kilogr.  Wasser 
1   Eil.   Wasserstoff  ausscheidet,    scheidet  auch  aus  Kupferozyden  32  Eil. 
Eupfer,  aus  Bleiozyden  103  Ell.  Blei,  etc.,  ab,  ~  d.  h.  die  Lösung  chemischer 
Equivalente  (vergl.  250  und  YHI)  bedarf  dieselbe  Elektricitätsmenge.  —  Für  die 
Entdeckung  von  Ampere  vergl.  sein  „Mtooire  sur  la  th^orie  mathtoatique 
des  phönomönes  dlectrodynamiques  uniquement  döduite  de  l'ezp^rience.  Paris 
1826  in  4.« 

S90.  Der  Ilektromagnetismiu  und  die  Telegrapkle.  Der  Polardraht 

hat  auch  magnetische  Kraft:  Bringt  man  ihn  in  den  magnetischen 
Meridian^  so  wird  das  Nordende  einer  über  demselben  schwebenden 
Magnetnadel  für  einen  nach  ihr  sehenden,  Kopf  voran  im  Strome 
sich  schwimmend  denkenden  Beobachter  lin]^8  abgelenkt   Wird  ein 
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weiches  Eisen  mit  einem  isolirten,  mit  Seide  lunsponnenen  Polar- 
drahte umwunden,  so  wird  es  zum  Elektroina8;nete9  verliert 
aber  beim  Oeffnen  der  Kette  seinen  Magnetismus  augenblicklich 
wieder,  —  während  ein  Stahlstab,  den  man  (analog  311)  durch 
eine  solche  Drahtspirale  zieht,  dauernde  magnetische  Sättigung  er- 
hält. Umgekehrt  entsteht,  wenn  einem  Hufeisenmagnete  gegenüber 
ein  mit  einem  isolirten  Kupferdrahte  umwundener  hufeisenförmiger 
Anker  rotirt,  eine  Mafl^elo-Elektrlsinnasclilne*  —  Die  Ab- 
lenknng  der  Magnetnadel  durch  galvanisclie  Ströme  wird  zum 
Messen  der  Letztern  verwendet:  Bei  der  sog.  Tanfs^enlen-Boiusole 
wird  der  Strom  durch  einen  in  die  Ebene  des  magnetischen  Meri- 
dianes  fallenden  Kreis  geführt,  in  dessen  Mittelpunct  eine  verhält- 
nissmässig  kurze  Nadel  hängt;  bei  der  Slnofl-BoaMOle  ist  dieser 
Stromkreis  beweglich  und  wird  der  Nadel  nachgedreht,  bis  sie 
wieder  in  seine  Ebene  fällt  —  Da  der  Strom  auch  den  längsten 
Polardraht  fast  augenblicklich  durchläuft,  und  dieser  überdiess  nach 
Steinheil's  folgenschwerer  Entdeckung  zur  Hälfte  durch  die  Erde 
ersetzt  werden  kann,  so  wird  es  möglich,  in  kürzester  Zeit  auf 
beliebige  Distanzen  Zeichen  zu  geben  oder  elektrtaclie  Tele* 
(l^raplien  einzurichten,  indem  man  an  der  einen  Station  den  Strom 
mit  Hülfe  eines  sog.  Taster*»  abwechselnd  herstellt  und  unter- 
bricht, dadurch  auf  der  zweiten  Station  einen  Elektromagneten 
befähigt,  einen  Anker  abwechselnd  anzuziehen  und  loszulassen, 
folglich  auch  jeden  mit  Letzterm  in  geeigneter  Verbindung  stehen- 
den Apparat,  sei  es  ein  Schreibapparat,  ein  Läutwerk,  eine  sym- 
pathische Uhr,  ein  Chronoskop  oder  Chronograph,  etc.,  in  Thätig- 
keit  zu  setzen. 

Nachdem  Oersted  1820  (s.  seine  Schrift  in  315)  EenntniBS  von  dem  Ein- 
flüsse des  galvanischen  Stromes  auf  die  Magnetnadel  gegeben  und  damit  den 
Elektromagnetismus  entdeckt,  sodann  Ampere  in  seiner  Abhandlung  „Sur 
l'action  des  courans  voltal'ques  (Annal.  de  chim.  et  de  phys.  1820)"  die  im 
Eingange  des  Textes  mitgetheilte  Regel  ausgesprochen,  und  Poygendorf 
(s.  seine  316  erwähnte  Abhandlung)  den  elektromagnetischen  Midtipllcatort 
von  welchem  die  Im  Texte  beschriebenen  Boussolen  als  Abarten  anzusehen 
sind,  erfunden  hatte,  fand  Faradey  1831,  s.  seine  erste  Serie  der  „Researches 
(vergl.  315)",  auch  die  Magnetoelektricitftt,  und  bald  entstanden  durch  den 
Pariser-Mechaniker  Pixll  (vergl.  Annal.  de  chim.  et  de  phys.  1832),  durch 
Ettlngshanseii  (spätestens  1837;  vergl.  Oehler  IX),  durch  EmU  Stöhrer 
(Deutsch  in  Sachsen  1813;  Mechanikus  in  Leipzig  und  Dresden),  vergl.  seine 
Mittheilung  „Ueber  die  Construction  magneto-elektrischer  Maschinen  (Pogg. 
Annal.  1844)",  etc.  kräftige  Magnetoelektrisirmaschinen  nach  dem  im  Texte 
angegebenen  Principe.  —  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  des  Elektro- 
magnetismus bilden  entschieden  die  elektrischen  Telegraphen:  Schon  lange 
ehe  die  beiden  Brüder,  der  französische  Finanzbeamte  Ignace-Urbainf^JeMi 
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Gbappe  (1760—1828)  and  der  Abb4  Claude  Ghappe  (1763—1805)  im  Jahre 
1792,  vergl.  des  Erstem  „Histoire  de  la  t^lägraphie.  Paris  1824,  2  Vol.  in  8.^, 
der  framsösischen  Nationalversammlung  zu  belieben  wussten,  den  seit  alten  Zeiten 
fOr  Zeichen  in  die  Feme  gebräuchlichen  Feuersignalen  die  schon  von  Hocke 
(s.  Phil.  Trans.  1684)   empfohlenen  optischen  Telegraphen  mit  beweglichen 
Gliedern  zu  subsütuiren,  nämlich  schon  1774,  hatte  Lesa^  (vergl  das  Werk 
von  Schellen  in  316:4  A.,  pag.  294)  die  Idee,  zwei  Punote  mit  24  isolirten, 
den  einzelnen  Buchstaben  entsprechenden  Drähten  zu  verbinden,  an   deren 
Enden  Paare  von  Hollunderkttgelchen  angehängt  waren,   welche  am  einen 
Ende  auseinander  gingen,  sobald  das  andere  Ende  mit  dem  Conduotor  einer 
Elektrisirmaschlne  verbunden  wurde,  —  und  nach  Entdeckung  der  Wasser- 
zersetzung durch  den  galvanischen  Strom  brachte  Samuel  Thomas  Somme- 
rinfi^  (Thom  1756  •—  Frankfurt  1830 ;  erst  Professor  der  Medicin  in  Gassei 
und  Mainz,    dann  llitglied   der  Münchner -Academie,   und  zuletzt  Arzt  in 
Frankfurt)   durch  seine  Abhandlung  „lieber  einen  elektrischen  Telegraphen 
(Münchn.  Denkschr.  1809 — 1810)  in  Vorschlag,  die  Enden  der  Drähte  zu  ver- 
golden und  in  Wassergläschen  ausmfinden  zu  lassen.  Nach  Entdeckung  des 
Elektromagnetismus  lag  es  nahe,  die  Sömmering'schen  Gläschen  durch  Magnet- 
nadeln zu  ersetzen;   dagegen  war  es  ein  wesentlicher  Fortschritt,  als  1832 
einerseits  Pavel  Lwowitsch  Scbllliny  von  Ganstadt  (Reval  1786  —  Peters- 
burg 1837;  russischer  Staatsrath),  und  anderseits  ttanss  und  Weber  zeig- 
ten,  daes  man  mit  zwei  Drähten,  einem  Httlfsapparate  zur  Umkehrung  des 
Stromes,  und  der  Gombination  von  Nadelausschlägen  nach  rechts  und  links 
für  alle  Zeichen  ausreiche,  —  und  als  sodann  1838  Stelnhellt  vergl.  seine 
Abhandlung    „Ueber   Telegraphie,    insbesondere    durch    galvanische   Kräfte. 
München  1838  in  4.^,  noch  die  brillante  Entdeckung  machte,  dass  der  zweite 
Draht  durch  die  Erde  ersetzt  werden  könne,  so  war  der  praktische  Betrieb 
auf  weiten  Strecken  ermöglicht,  und  damit  auch  die  Erfindung  aller  Arten  von 
Zeiger-,  Schreib-  und  Druck-Apparaten  der  Mlihe  werth.  —  Von  den  Schreib- 
apparaten ist  der  von  Samuel  Finlay  Breese  Morse  (Gharlestown  in  Massa- 
chusetts 1791 ;  früher  Maler,  später  Professor  der  Naturgeschichte  in  New- 
Haven)  1835  Erfundene,  mit  den  aus  .  (di)  und  —  (doo)  combinirten  Buch- 
staDen  *  a  •  — "*,  a  •  — "• .  ■""*}   o  "^  •  •  ■  j  ^  ^""  •  ""*  •  j  ^  *"""  ••}  ®*>  *••  ^^  •  j  g  "~"  ^^  •• 
n....,    1..,   j.  ^^  ^■"  ^■" ,   K. "— • » — ■" ,   1  .  ^^  *  *  9   '^^  ^^  ^""  I    ^  ^"~  •  j    ®  ^^ """  ^""j 
o  ■"""  *^~  ^^ . ,    p  •  ^^  ^""  •  j    ^  "^"  ^^  •  ^"^  5   r  » — ^ .,    B..a,    V  '■  ~,   u  . .  ^^ ,   u  •  •  ^^  ^~", 
v...— ,   w.  — — •,   X—..—,    y""»""*"")   z— — ..,    ch— —  — — ,   und 

Ziffem:    0 ,    1. ,    2..  — ,    3... ,   4.... — , 

5 ,   6  — ....,    7  —  — ...,   8—  —  — ..,   9—  —  —  — .,   immer  noch  am 

gebräuchlichsten.  —  Für  den  Chronographen  vergl.  341,  —  für  das  von 
Wheatotone  um  1840  erfundene  und  sodann  von  Bttpp  wesentlich  ver- 
besserte Ghronoscop,  sowie  überhaupt  für  weiteren  Detail  die  in  315  ver- 
zeichnete Literatur. 


Einige  Ziisfttze. 


Zu  4.  Vergleiche  „Didion,  Notice  sur  la  vie  et  les  ouvrages  dn  G6näral  J.  V. 
Poneelet*  Paris  1869  in  8.,  —  Bence  Jones,  The  life  and  letters  of  Faradey. 
London  1870,  2  Vol.  in  S.^ 

Zu  !••  Nach  ,,Frans  Woepeke  (Dessau  1826  —  Paris  1864;  meist  in  Paris 
und  Rom  lebend),  Memoire  snr  la  propagation  des  chiffres  Indiens  (Jonrn. 
asiat)"  sind  muthmasslich  etwa  im  8.  Jahrhundert  mit  den  Anfangsbuch- 
staben der  Zahlwörter  des  Sanscrit  Übereinstimmende  Zahlseichen  durch  die 
Neu-Pythagorfter  in  den  Westen  gekommen,  von  den  Römern  statt  ihrer 
unbequemen  Eerbenschrift  bald  in  Gebrauch  genommen,  und  sodann  nach 
Spanien,  etc.,  verbreitet  worden;  im  8.  Jahrhundert  kamen  über  Bagdad 
nochmals  neue  Zeichen,  von  denen  dann  aber  nur  das  biadahin  fehlende, 
und  sur  Zeit  des  Gebrauches  der  Rechentafel  (Abacus)  auch  noch  nicht  so 
nothwendige  Btellenzeichen  Null  (arabisch :  ciüron,  leer,  —  italienisch :  zephiro 
oder  abgekürzt  sero)  Eingang  fand. 

Zu  40«  Die  Schrift  von  Zeuner  ist  seither  unter  dem  Titel  „Abhandlungen 
aus  der  mathematischen  Statistik.  Leipzig  1869  in  8."  erschienen.  Ferner 
mag  noch  „Wle|^andf  Die  mathematischen  Grundlagen  der  Lebensversiche- 
rungsinstitnte.  Halle  1854  in  8.^'  nachgetragen  werden. 

Zu  n.  Hier  ist  noch  ^,Friedrich  Ludwig  Stegmann  (Frankfurt  1813;  Professor 
der  Mathematik  zu  Marburg),  Lehrbuch  der  Variationsrechnung.  Cassel  1854 
in  8.'^  zu  erwähnen. 

Zu  116«  Seither  ist  „Gelser»  Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie.  Leiprig 
1869  in  8.'<  erschienen. 

Zu  ISl*  Hier  mögen  „Jacques-Philippe-Marie  Blnet  (Rennes  1786  —  Paris 
1856 ;  Professor  der  Astronomie  und  Mitglied  der  Academie  zu  Paris),  Snr 
la  courbure  des  lignes  consid^r^es  comme  provenant  de  l'intersection  mutaelle 
de  deux  snrfaces  donnöes  (Compt  rend.  1844,  Vol.  19)'%  und  „Lamei 
Lebens  sur  les  coordonn^es  curvilignes  et  leurs  diverses  applicaüons.  Paris 
1859  in  8."  nachgetragen  werden. 

Zu  •06*  Vergleiche  auch  „Jean-Baptiste  Bnuiseur  (Esch  in  Luxemburg  1808 
bis  Lidge  1868;  Professor  der  Mathematik  zu  LÜttich;  vergl.  Boncompagni 
1869  VI),  Memoire  sur  une  nouvelle  m^thode  d'application  de  la  g^om6trie 
descriptive  ä  la  recherche  des  propri^t^  de  P^tendue  (M^m.  de  Brox. 
XXIX,  1855)«. 

Zu  SIS«  Soeben  ist  „Tyndall*  Researches  on  Diamagnetlsm  and  magne- 
crystallic  Action.  London  1870  in  8.^<  erschienen. 


.-N.-w-S^>.,-V 


Etnleltung  zu  den  Tafeln« 


I.  Reductionstafel  für  Maasse,  Gewichte  und  Münzen.   Nach  ihr 

findet  man  z.  B.,  dass 

per  Kilometer 

1  fl.  {%)  per  deutsche  MeUe   .    .  =:  O^tSSS  tt, 
1  thlr   ('VO  P^r  preaBBlsche  Meüe  z=  0,4978  » 
1  fr.  per  Schwelzerstnnde     .    .    .  =  0,2063   » 
1  Dollar  («Vj)  per  MUe    .    .    .    .  =  3,3564  „ 
Die  in  kleinerer  Schrift  gedruckten  Zahlen  Bind  bei  L&ngenmaasB   und 
Gewicht  Logarithmen  der  Reductionszahlen ,  —  bei  Fl&chenmaaBB  geben 
sie  die  Anzahl  Pfände,  welche  einen  Quadratzoll  eben  so  belasten,  wie 
ein  Kilogramm  einen  Quadratcentimeter. 
n*.  Factorentafel.    Nach  ihr  ist  z.  B. 

663c=3.221  und  221  =  13.17  also  663  =  3.13.17. 
n**.  Tafel  der  Potenzen,  Wurzeln,  Kreisumfänge,  Kjreisfläclien,  Ra- 
dien und  Reciproken.  In  der  erweiterten  Quadrattafel  gehOren  die 
fetten  ZifTerji  zu  aUen  Columnen,  sind  jedoch  fttr  jeden  Punct  um  eine 
Einheit  zu  vermehren,  so  dass  z.  B.  838*  =  702244;  sie  ist  auch  zum 
Ausziehen  der  Quadratwurzeln  auf  drei  BteUen  zu  gebrauchen. 
in.  Mortalitätstafel  und  Hülfstafel  für  Zinsrechnung.  Von  den  Mor- 
talit&tstafeln  ist  die  erste  diejenige  der  schweizerischen  Rentenanstalt, 
die  zweite  die  von  Gysi  1867  fttr  die  Schweiz  construirte,  die  dritte  die 
in  England  accreditirte  der  sog.  17  OeseUschaften.  Yergl.  für  die  Mor- 
talitätstafel 40^  —  fttr  die  Tafel  zur  Erleichterung  der  Zins-  und  Renten- 
Rechnung  27. 
IV.  Logarithmentafel.  Die  zwei  ersten  Seiten  der  Tafel  geben  die  natür- 
lichen und  gemeinen  Logarithmen  aller  Primzahlen  von  1  bis  1000  auf 
10  SteUen,  und  lassen  mit  Hülfe  von  11  oder  einer  Interpolationsformel 
(49  oder  54)  verh&ltnissmässlg  leicht  auch  andere  Logarithmen  eben  so 
genau  berechnen,  zumal  sie  von  log.  nat.  10  und  log.  e  =  1 :  log.  nat.  10, 
mit  welchen  man  gemeine  oder  natürliche  Logarithmen  multipliciren  muss, 
um  natürliche  oder  gemeine  Logarithmen  zu  erhalten,  die  Vielfachen 
geben.  Die  zwei  folgenden  Seiten  enthalten  eine  Tafel  vierstelliger  ge- 
meiner Logarithmen,  und  geben  z.  B. 

log  237,2  =  2,3747  Num  log  5,2482  =  1771 . . , . 

18.0,2 4  2480 

2,3751  2  j  25  =  ftl. 


444  —  EinleituDg  tu  den  Tafeln.  — 

V.  Trigonometrische  Tafel.    Die  sechs  ersten  Seiten  enthalten  die  ge- 
wöhnlichen trigonometrischen  Logarithmen ,  nnd  geben  z.  B. 
log  Sin  34«  23'  =  »,7513  31  —  13  s=  +  18 

+  5 3.13 

«,7518 
Are  log  Ctg  »,6933  =  90»  —  (26»  10'  +  6')  =  63«  44' 
14 

19  .  10  :  +  32=:  46-14 

+  6 
Bei  den  drei  ersten  Seiten  ist  die  Charakteristik  immer  lu  streichen.  Die 
siebente  Seite  gibt  die  trigonometrischen  Linien  für  den  Radius  Eins. 
VI.  Sehnentafel.  SoUen  s.  B.  Ar  den  Radius  24,0  vu  der  Sehne  31,6  IDttd- 
pnnctswinkel  und  PfeÜ  gefunden  werden,  so  hat  man 

31,6 .  10000  :  24,0  =  13167  =  82«  21' 

121 

252  —  121  =  131 46  .  60 :  131  =  21 

Pfeü  82«  21' =  2453  510  —  453  =  67 

20 21.57:60 

2473  .  24,0  :  10000  =  5,9352 
Vn\  Tafel  der  Bogenlängen  für  den  Radius  1.   Nach  ihr  ist 

Are  63«  24'  17"  =  1,047198 60« 

52360 3« 

5818 20' 

1164 4' 

48 10" 

3^ 7" 

1,106622 
V^^  Tafel  der  Logarithmen  von  a .  Are  1"  =  Sin  a". 
VII^  Reductionstafel  für  Zeit  und  Bogen.   Sie  gibt  s.  B. 

127«  24'  39"  =  S^  29"  38,6'  =  0,353919* 
und  somit  auch,  da  4  >:  0,353919  =  1,415676  ist, 
127«  24'  39"  Sex.  =  141«  56'  76"  Cent 

Vm.  Chemische  Tafel. 
IX.  Physikalische  Tafel. 

X.  Festigkeitstafel  nach  Culmann  und  Zeuner. 
XI".  Tafel  für  Wasserdampf  nach  Regnault  und  Zeuner. 
XI»».  Psychrometer-Tafel.   (Vergl.  305.) 
XIL  Hypsometrische  Tafel.  (Vergl.  273  und  275.) 


1.  ledBoUoBBtefoL 
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IT.  FactnwtifeL 
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* 

« 

3.67 

7.43 

« 

3.167 

« 

* 

3.267 

1753 

2 

« 

2.51 

2.101 

2.151 

2.201 

2J251 

2.301 

>  2.351 

2.401 

2.451 

3 

« 

« 

7.29 

3.101 

13.31 

« 

3.201 

19.37 

11.73 

3.301 

4 

2.2 

2.52 

2.102 

2.152 

2.202 

2.252 

2.302 

2.352 

2.402 

2.452 

5 

« 

3.35 

5.41 

5.61 

3.135 

5.101 

5.121 

3.235 

5.161 

5.181 

6 

2^ 

2.53 

2.103 

2.153 

2.203 

2.253 

2.303 

2.353 

2.408 

2.453 

7 

« 

« 

3.69 

« 

11.37 

ai69 

« 

7.101 

3.269 

* 

8 

2.4 

2.54 

2.104 

2.154 

2.204 

2.254 

2.304 

2.354 

2.404 

2.454 

9 

3.3 

« 

11.19 

3.103 

« 

* 

3.203 

* 

« 

3.303 

10 

2S 

2.55 

2.105 

2.165 

2.205 

2.255 

2.305 

2.355 

2.405 

2.455 

11 

« 

3.37 

« 

« 

3.137 

7.73 

13.47 

3.237 

« 

« 

12 

2.6 

2.56 

2.106 

2.156 

2.206 

2.256 

2.306 

2.356 

2.406 

2.456 

13 

« 

« 

3.71 

« 

7.59 

3.171 

* 

23.31 

3571 

11.83 

14 

2.7 

2.57 

2.107 

2.157 

2.207 

2.257 

2.307 

2.357 

2.407 

2.457 

15 

3.5 

5.23 

5.43 

3.105 

5.83 

5.103 

3.205 

5.143 

5.163 

3.305 

16 

2.8 

2.58 

2.106 

2.158 

2.208 

2.258 

2.308 

2.358 

2.408 

2458 

17 

« 

3.39 

7.31 

« 

3.139 

11.47 

* 

3.239 

19.43 

7.131 

18 

2.9 

2.59 

2.109 

2.159 

2.209 

2.259 

2.309 

2.359 

2.409 

2.459 

19 

* 

7.17 

3.73 

11.29 

* 

3.173 

« 

« 

B37Z 

* 

20 

2.10 

2.60 

2.110 

2.160 

2.210 

2.260 

2.310 

2.360 

2.410 

2460 

21 

3.7 

11.11 

13.17 

3.107 

« 

« 

3.207 

7.103 

« 

3.307 

22 

2.11 

2.61 

2.111 

2,161 

2.211 

2.261 

2.311 

2.361 

2.411 

2.461 

23 

« 

3.41 

* 

17.19 

ai4i 

« 

7.89 

3.241 

* 

13.71 

24 

2.12 

2.62 

2.112 

2.162 

2.212 

2.262 

2.312 

2.362 

2412 

2.4G2 

25 

5.5 

5.25 

3.75 

5.65 

5.85 

3.175 

5.125 

5.145 

3.275 

5.185 

26 

2.13 

2.63 

2.113 

2.163 

2.213 

2.263 

2.313 

2.363 

2.413 

2.463 

27 

3.9 

« 

« 

3.109 

7.61 

17.31 

3.209 

« 

* 

3.309 

28 

2.14 

2.64 

2.114 

2.164 

2.214 

2J264 

2.314 

2.364 

2.414 

2.464 

29 

« 

3.43 

« 

7.47 

3.143 

23.23 

17.37 

3.243 

* 

« 

30 

2.15 

2.65 

2.115 

2.165 

2.215 

2.265 

2.315 

2.365 

2.415 

24fö 

31 

« 

* 

3.77 

* 

* 

3.177 

* 

17.43 

3.277 

7.133 

32 

2.16 

2.66 

2.116 

2.166 

2.216 

2.266 

2.316 

2.366 

2.416 

2Am 

33 

3.11 

7.19 

* 

3.111 

« 

13.41 

3.211 

♦  • 

7.119 

3.311 

34 

2.17 

2.67 

2.117 

2.167 

2.217 

2.267 

2.317 

2.367 

2.417 

2-467 

35 

5.7 

3.45 

5.47 

5.67 

3.145 

5.107 

5.127 

3.245 

5.167 

5.187 

36 

2.18 

2.68 

2.118 

2.168 

2.218 

2.268 

2.318 

2.368 

2.418 

2.468 

37 

« 

« 

3.79 

« 

19.23 

3.179 

7.91 

11.67 

3.279 

« 

38 

2.19 

2.69 

2.119 

2.169 

2.219 

2.269 

2.319 

2.369 

2.419 

2.469 

39 

3.13 

« 

« 

3.113 

« 

7.77 

3.213 

« 

« 

3^13 

40 

2.20 

2.70 

2.120 

2.170 

2.220 

2.270 

2.320 

2.370 

2.420 

2.470 

41 

« 

3.47 

« 

11.31 

3.147 

« 

* 

3.247 

29.29 

^ 

42 

2J31 

2.71 

2.121 

2.171 

2.221 

2.271 

2.321 

2.371 

2.421 

2.471 

43 

« 

11.13 

3.81 

7.49 

« 

3.181 

« 

* 

3.281 

23-41 

44 

2.22 

2.72 

2.122 

2.172 

2.222 

2.272 

2.322 

2.372 

2.422 

2.472 

45 

3.15 

5.29 

5.49 

3.115 

5.89 

5.109 

a215 

5.149 

5.169 

3.315 

46 

2J23 

2.73 

2.123 

2.173 

2.223 

2.273 

2.323 

2.373 

2.42B 

2.473 

47 

* 

3.49 

13.19 

« 

3.149 

« 

« 

3.249 

7.121 

48 

2.24 

2.74 

2.124 

2.174 

2.224 

2.274 

2.324 

2.374 

2.424 

2.474 

49 
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0,00000  00000 
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2,32428  24553 

11 
13 
17 
19 
23 

239789  52728 
2,56494  93575 
2,83321  33441 
2,94443  89792 
3,13549  42159 

1,04139  26852 
1,11394  33523 
1,23044  89214 
1,27875  36010 
1,36172  78360 

223 
227 
229 
233 
239 

5,40717  17715 
5,42495  00175 
5,43372  20036 
5,45103  84536 
5,47646  35519 

2,34830  48630 
2,35602  58572 
2,35983  54823 
2,36735  59210 
2,87839  79009 

29 
31 
37 
41 
43 

3,36729  58300 
3,43398  72045 
3,61091  79126 
3,71357  20667 
3,76120  01157 

1,46239  79979 
1,49136  16938 
1,56820  17241 
1,61278  38567 
1,63346  84556 

241 
251 
257 
263 
269 

5,48479  69335 
5,52545  29391 
5,54907  60849 
5,57215  40322 
5,59471  13796 

2,38201  70426 
2,39967  37215 
2,40993  31233 
2,41995  57485 
2,42975  22800 

47 
53 
.59 
61 
67 

3,85014  76017 
3,97029  19136 
4,07753  74439 
4,11087  38642 
4,20469  26194 

1,67209  78579 
1,72427  58696 
1,77085  20116 
1,78532  98350 
1,82607  48027 

271 
277 
281 
283 
293 

5,60211  88209 
5,62401  75062 
5,63835  46693 
5,64544  68976 
5,68017  26090 

2,432%  92909 
2,44247  97691 
2,44870  63199 
2,45178  64355 
2,46686  76204 

71 
73 
79 

83 
89 

4,26267  98770 
4,29045  94411 
4,36944  78525 
4,41884  06078 
4,48863  63697 

1,85125  83487 
1,86332  28601 
1,89762  70913 
1,91907  80924 
1,94939  00066 

307 
311 
313 
317 
331 

5,72684  77476 
6,73979  29122 
5,74620  31905 
5,75890  17739 
5,80211  83754 

2,48713  83756 
2,49276  03890 
2,49554  43375 
2,60106  92622 
2,51982  79938 

97 
101 
103 
107 
109 

4,57471  09785 
4,61512  05168 
4,63472  89882 
4,67282  88345 
4,69134  78822 

1,98677  17343 
2,00432  13738 
2,01283  72247 
2,02938  37V77 
2,03742  64979 

337 
347 
349 
353 
359 

5,82008  29304 
5,84932  47799 
5,85507  19222 
5,86646  80569 
5,88332  23885 

2,62762  99009 
2,64032  94748 
2,64282  54270 
2,54777  47064 
2,55609  44486 

113 
127 
131 
137 
139 

4,72738  78187 
4,84418  70865 
4,87519  73232 
4,91998  09258 
4,93447  39331 

2,05307  84435 
2,10380  37210 
2,11727  12957 
2,13672  05672 
2,14301  48003 

367 
373 
379 
383 
389 

5,90536  18481 
5,92157  84196 
5,93753  62051 
5,94803  49892 
5,96357  93436 

2,66466  60642 
2,57170  88318 
2,57863  92100 
2,58319  87740 
2,58994  96013 

149 
151 
157 
163 
167 

5,00394  63059 
5,01727  98368 
5,05624  58053 
5,09375  02008 
5,11799  38124 

2,17318  62684 
2,17897  69473 
2,19589  96524 
2,21218  76044 
2,22271  64711 

397 
401 
409 
419 
421 

5,98393  62807 
5,99396  14273 
6,01371  51560 
6,03787  09199 
6,04263  28337 

2,59879  05068 
2,60314  43726 
2,61172  33080 
2,62221  40230 
2,62428  20958 

173 
179 
181 

5,15329  15945 

5,18738  58058 
5,19849  70313 

2,23804  61031 
2,25285  30310 
2,25767  85749 

431 
433 
439 

6,06610  80901 
6,07073  77280 
6,08449  94131 

2,63447  72702 
2,63648  78964 
2,64246  45202 

log  IC 

)X2=  4,60517  0 

3  6,90775  5 

4  9,21034  0 

5  11,51292  5 

1859  88091  36804 
2789  82137  05205 
3719  76182  73(507 
4649  70228  42009 

log  10 

X  6  =  13,81551  OS 

7  16,11809  5€ 

8  18,42068  03 

9  2072326  K 

►579  64274 10411 
»09  58319  78813 
'439  52366  47214 
^9  46411 15616 
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NatürUche 

Oemeine 

Natürliche 

Gemeine 

n 

Logarithmen. 

Logarithmen. 

n 

Logarithmen. 

Logarithmen. 

443 
449 
457 
461 
463 

6,09356  97700 
6,10702  28877 
6,12468  33909 
6.13339  80430 
6,13772  70541 

2.64640  37262 
2.65224  63410 
2.65991  62001 
2,66370  09254 
2,66558  09910 

727 
733 
739 
743 
751 

6,58892  64775 
6,59714  57019 
6.60529  79209 
6,61069  60447 
6,62140  56518 

2,86153  44109 
2,86510  39746 
2,86864  44384 
2.87098  88138 
2,87563  99370 

467 
479 
487 
491 
499 

6,14632  92577 
6.17170  05974 
6.18826  41231 
6,19644  41278 
6,21260  60958 

2.66931  68806 
2.68033  55134 
2,68752  89612 
2,69108  14921 
2,69810  05456 

757 
761 
769 
773 

787 

6,62936  32534 
6,63463  33579 
6,64509  09695 
6,65027  90486 
6,66822  82484 

2,87909  58795 
2,88138  46568 
2,88592  63398 
2,88817  94939 
2,89597  47324 

503 
509 
521 
523 
541 

6,22059  01701 
6,23244  80166 
6,25575  00418 
6,25958  14641 
6,29341  92788 

2,70156  79851 
2,70671  77823 
2,71683  77233 
2.71850  16889 
2,73319  72651 

797 
809 
811 
821 
823 

6,68085  46788 
6,69579  89171 
6,69826  80541 
6,71052  31095 
6,71295  62007 

2,90145  83214 
2,90794  85216 
2,90902  08542 
2,91434  31571 
2,91539  98352 

547 
557 
563 
569 
571 

6,30444  88024 
6,32256  52399 
6,33327  96281 
6,34388  04341 
6,34738  92097 

2.73798  73263 
2,74585  51952 
2,75050  83948 
2,75511  22664 
2,75663  61082 

827 
829 
839 
853 
857 

6,71780  46950 
6,72022  01551 
6,73221  07065 
6,74875  95475 
6,75343  79186 

2,91750  550% 
2,91855  45306 
2,92376  19608 
2,93094  90312 
2.93298  08219 

577 
587 
593 
599 
601 

6,35784  22665 
6,37502  48198 
6,38519  43990 
6,39526  15981 
6,39859  49345 

2,76117  58132 
2.76863  81012 
2,77305  46934 
2.VVV42  68224 
2,77887  44720 

859 
863 

877 
881 
883 

6,75576  89220 
6,76041  46911 
6,77660  69924 
6,78105  76259 
6,78332  52006 

2,93399  31638 
2,93601  07957 
2,94299  95934 
2,94497  59084 
2,945%  07036 

607 
613 
617 
619 
631 

6,40852  87911 
6,41836  49a59 
6,42486  90239 
6,42810  52727 
6,44730  58625 

2,78318  86911 
2,78746  04745 
2,79028  51640 
2,79169  06490 
2,80002  93592 

887 
907 
911 
919 
929 

6,78784  49823 
6.81014  24501 
6,81454  28973 
6,82328  61224 
6,83410  87388 

2,94792  36198 
2,95760  72871 
2,95951  83770 
2.96331  55114 
2,96801  57140 

641 
643 
647 
663 
669 

6,46302  94569 
6,46614  47242 
6,47234  62945 
6,48157  71293 
6,49072  35345 

2,80685  80295 
2,80821  09729 
2.81090  42807 
2,81491  31813 
2,81888  54146 

937 
941 
947 
953 
967 

6,84268  32822 
6,84694  313% 
6,85329  90932 
6,85%1  49037 
6,87419  84955 

2,97173  95909 
2,97358  96234 
2,97634  99790 
2,97909  29006 
2,98542  64741 

661 
673 
677 
683 
691 

6,49375  38399 
6,51174  53296 
6,51767  12729 
6,52649  485% 
6,53813  98238 

2,82020  14595 
2,82801  50642 
2,83058  86687 
2,83442  07037 
2,83947  80474 

971 
977 
983 
991 
997 

6,87832  64683 
6,88448  66520 
6,89060  91201 
6,89871  45343 
6,90475  07700 

2,98721  92299 
2,98989  45637 
2,99255  35178 
2,99607  36545 
2,99869  51583 

701 
709 
719 

6,55250  78870 
6,56385  55265 
6,57786  13577 

2.84571  80180 
2.85064  62352 
2,85672  88904 

log 
log 

e  =  2.71828  18^ 

:  e  =  0,43429  44^ 

10  =  2,30258  50£ 

^84  59045  23536 
il9  03251  82765 
m  94045  68402 

löge: 

><  2  =  0,86858  89€ 

3  1.30288  344 

4  1.73717  792 

5  2,17147  24C 

138  06503  65530 
57  09755  48295 
576  13007  31060 
m  16259  13826 

löge:: 

<  6  =  2,60576  68J 

7  3,04006  131 

8  3,47435  58( 

9  3,90865  03^ 

)14  19510  96591 
r33  22762  79356 
>52  26014  62121 
m  29266  44886 

45G 
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n 

0 

1 

2 

D 

3 

4 

5 

6 

D 

7 

8 

9 

10 

0000 

0043 

0086 

42 

0128 

0170 

0212 

0253 

41 

0294 

0334 

0674 

11 

0414 

0453 

0492 

SO 

0531 

0569 

0607 

0645 

87 

0682 

0719 

0755 

12 

0792 

0828 

0864 

86 

0899 

0984 

0969 

1004 

84 

1038 

1072 

1106 

13 

1139 

1173 

1206 

88 

1239 

1271 

1303 

1335 

89 

1367 

1399 

1430 

14 

1461 

1492 

1523 

30 

1553 

1584 

1614 

1644 

20 

1673 

1703 

1732 

15 

1761 

1790 

1818 

29 

1847 

1875 

1903 

1931 

28 

1959 

1987 

2014 

16 

2041 

2068 

2095 

27 

2122 

^48 

2175 

2201 

20 

2227 

2253 

2279 

17 

2304 

2330 

2355 

25 

2380 

2405 

2430 

2455 

25 

2480 

2504 

2529 

18 

2553 

2577 

2601 

24 

2625 

2648 

2672 

2695 

28 

2718 

»742 

2765 

19 

2788 

2810 

2833 

23 

2856 

2878 

2900 

2923 

22 

2945 

2967 

2969 

20 

3010 

3032 

3054 

21 

3075 

3096 

3118 

3139 

21 

3160 

3181 

3201 

21 

3222 

3243 

3263 

21 

3284 

3304 

3324 

3345 

20 

3365 

3385 

3404 

22 

3424 

3444 

3464 

10 

3483 

3502 

3522 

3541 

3560 

3579 

3596 

23 

3617 

3636 

3655 

10 

3674 

3692 

3711 

3729 

3747 

3766 

3784 

24 

3802 

3820 

3838 

18 

3856 

3874 

3892 

3909 

3927 

3945 

3962 

25 

3979 

3997 

4014 

" 

4031 

4048 

4065 

4082 

4099 

4116 

4133 

26 

4150 

4166 

4183 

17 

4200 

4216 

4232 

4249 

4265 

4281 

4296 

27 

4314 

4330 

4346 

10 

4362 

4378 

4393 

4409 

4425 

4440 

4466 

28 

4472 

4487 

4502 

U 

4518 

4533 

4548 

4564 

4579 

4594 

4fm 

29 

4624 

4639 

4654 

16 

4669 

4683 

4698 

4713 

4728 

4742 

4757 

30 

4771 

4786 

4800 

14 

4814 

4829 

4843 

4857 

4871 

4886 

4900 

31 

4914 

4928 

4942 

14 

4955 

4969 

4983 

4997 

5011 

5024 

5038 

32 

5051 

5065 

5079 

18 

5092 

5105 

5119 

5132 

5145 

5159 

5178 

33 

5185 

5198 

5211 

18 

5224 

5237 

5250 

5263 

5276 

5289 

5308 

34 

5315 

5328 

5340 

18 

5353 

5366 

5378 

5391 

5403 

5416 

5^^ 

35 

5441 

5453 

5465 

13 

5478 

5490 

5502 

5514 

5527 

5539 

5551 

36 

5563 

5575 

5587 

12 

5599 

5611 

5623 

5635 

5647 

5658 

5670 

37 

5682 

5694 

5705 

12 

5717 

5729 

5740 

5752 

5763 

5775 

5786 

38 

5798 

5809 

5821 

11 

5832 

5843 

5855 

5866 

5877 

5888 

5899 

39 

5911 

5922 

5933 

11 

5944 

5955 

5966 

5977 

5968 

5999 

6010 

40 

6021 

6031 

6042 

11 

6053 

6064 

6075 

6085 

6096 

6107 

6117 

41 

6128 

6138 

6149 

11 

6160 

6170 

6180 

6191 

6201 

6212 

6228 

42 

6232 

6243 

6253 

10 

6263 

6274 

6284 

6294 

6304 

6314 

6325 

43 

6335 

6345 

6355 

10 

6365 

6375 

6385 

6395 

10 

6405 

6415 

6425 

44 

6435 

6444 

6454 

10 

6464 

6474 

6484 

6493 

10 

6508 

6513 

6588 

45 

6532 

6542 

6551 

10 

6561 

6571 

6580 

6590 

0 

6599 

6609 

6618 

46 

6628 

6637 

6646 

0 

6656 

6665 

6675 

6684 

0 

6693 

6702 

6712 

47 

6721 

6730 

6739 

0 

6749 

6758 

6767 

6776 

0 

6785 

6794 

6803 

48 

6812 

6821 

6830 

0 

6839 

6848 

6857 

6866 

0 

6875 

6884 

6898 

49 

6902 

6911 

6920 

0 

6928 

6937 

6946 

6955 

0 

6964 

6972 

6981 

60 

6990 

6998 

7007 

0 

7016 

7024 

7033 

7042 

8 

7050 

7069 

70G7 

51 

7076 

7084 

7093 

8 

7101 

7110 

7118 

7126 

8 

7135 

7143 

7158 

52 

7160 

7168 

7177 

8 

7185 

7193 

7202 

7210 

8 

7218- 

7226 

7235 

53 

7243 

7251 

7259 

8 

7267 

7275 

7284 

7292 

6 

7300 

7308 

7316 

54 

7324 

7332 

7340 

8 

7348 

7356 

7364 

7372 

B 

7380 

7388 

7396 
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n 

0 

1 

2 

D 

3 

4 

5 

6 

D 

7 

8 

9 

55 

7404 

7412 

7419 

8 

7427 

7435 

7443 

7451 

8 

7459 

7466 

7474 

56 

7482 

7490 

7497 

8 

7505 

7513 

7520 

7528 

8 

7536 

7544 

7551 

57 

7559 

7566 

7574 

8 

7582 

7589 

7597 

7604 

8 

7612 

7619 

7627 

58 

7634 

7642 

7649 

8 

7657 

7664 

7672 

7679 

8 

7686 

7694 

7701 

59 

7709 

7716 

7723 

8 

7731 

7738 

7745 

7752 

8 

7760 

7767 

7774 

60 

7782 

7789 

77% 

7 

7803 

7810 

7818 

7825 

7832 

7839 

7846 

61 

7853 

7860 

7868 

7 

7875 

7882 

7889 

7896 

7903 

7910 

7917 

62 

7924 

7931 

7938 

7 

7945 

7952 

7959 

7966 

7973 

7980 

7987 

63 

7993 

8000 

8007 

7 

8014 

8021 

8028 

8035 

8041 

8048 

8055 

64 

8062 

8069 

8075 

7 

8082 

8089 

8096 

8102 

8109 

8116 

8122 

65 

8129 

8186 

8142 

7 

8149 

8156 

8162 

8169 

7 

8176 

8182 

8189 

66 

8195 

8202 

8209 

6 

8215 

8222 

8228 

8235 

6 

8241 

8248 

8254 

67 

8261 

8267 

8274 

0 

8280 

8287 

8293 

8299 

6 

8306 

8312 

8319 

68 

8325 

8331 

8338 

6 

8344 

8351 

8357 

8363 

d 

8370 

8376 

8382 

69 

8388 

8395 

8401 

6 

8407 

8414 

8420 

8426 

6 

8432 

8439 

8445 

70 

8451 

8457 

8463 

6 

8470 

8476 

8482 

8488 

6 

8494 

8500 

8506 

71 

8513 

8519 

8525 

6 

8531 

8537 

8543 

8549 

0 

8555 

8561 

8567 

72 

8573 

8579 

8585 

6 

8591 

8597 

8603 

8609 

0 

8615 

8621 

8627 

73 

8633 

8639 

8645 

0 

8651 

8657 

8663 

8669 

0 

8675 

8681 

8686 

74 

8692 

8698 

8704 

6 

8710 

8716 

8722 

8727 

0 

8733 

8739 

8745 

75 

8751 

8756 

8762 

0 

8768 

8774 

8779 

8785 

0 

8791 

8797 

8802 

76 

8808 

8814 

8820 

6 

8825 

8831 

8837 

8842 

6 

8848 

8854 

8859 

77 

8865 

8871 

8876 

6 

8882 

8887 

8893 

8899 

6 

8904 

8910 

8915 

78 

8921 

8927 

8932 

6 

8938 

8943 

8949 

8954 

6 

8960 

8965 

8971 

79 

8976 

8982 

8987 

6 

8993 

8998 

9004 

9009 

0 

9015 

9020 

.9025 

80 

9031 

9036 

9042 

6 

9047 

9053 

9058 

9063 

0 

9069 

9074 

9079 

81 

9085 

9090 

QAQfi 

5 

9101 

9106 

9112 

9117 

6 

9122 

9128 

9133 

82 

9138 

9143 

9149 

6 

9154 

9159 

9165 

9170 

5 

9175 

9180 

9186 

83 

9191 

9196 

9201 

6 

9206 

9212 

9217 

9222 

6 

9227 

9232 

9238 

84 

9243 

9248 

9253 

5 

9258 

9263 

9269 

9274 

6 

9279 

9284 

9289 

85 

9294 

9299 

9304 

5 

9309 

9315 

9320 

9325 

6 

9330 

9335 

9340 

86 

9345 

9350 

9355 

6 

9360 

9365 

9370 

9375 

5 

9380 

9385 

9390 

87 

9395 

9400 

9405 

5 

9410 

9415 

9420 

9425 

6 

9430 

9435 

9440 

88 

9445 

9450 

9455 

6 

9460 

9465 

9469 

9474 

5 

9479 

9484 

9489 

89 

9494 

9499 

9504 

/«^ 

9509 

9513 

9518 

9523 

5 

9528 

9533 

9538 

90 

9542 

9547 

9552 

6 

9557 

9562 

9566 

9571 

5 

9576 

9581 

9586 

91 

9590 

9595 

9600 

5 

9605 

9609 

9614 

9619 

5 

9624 

9628 

9633 

92 

9638 

9643 

9647 

6 

9652 

9657 

9661 

9666 

5 

9671 

%75 

9680 

93 

9685 

9689 

9694 

6 

%99 

9703 

9708 

9713 

4 

9717 

9722 

9727 

94 

9731 

9736 

9741 

4 

9745 

9750 

9754 

9759 

4 

9763 

9768 

9773 

95 

9777 

9782 

9786 

4 

9791 

9795 

9800 

9805 

4 

9809 

9814 

9818 

% 

9823 

9827 

9832 

4 

9836 

9841 

9845 

9850 

4 

9854 

9859 

9863 

97 

9868 

9872 

9877 

4 

9881 

9886 

9890 

9894 

4 

9899 

9903 

9908 

98 

9912 

9917 

9921 

4 

9926 

9930 

9934 

9939 

4 

9943 

9948 

9952 

99 

9956 

9960 

9965 

4 

9969 

9974 

9978 

9983 

4 

9987 

9991 

QQOC 

458 


TrigonoaetEisolie  TafeL 

Log.  Sinus. 


• 

(y 

2^ 

4f 

6' 

8' 

i(y 

12' 

14' 

16' 

18' 

0«  0' 

20 
40 

1  0 
20 
40 

2  0 

20 
40 

3  0 
20 
40 

4  0 
20 
40 

5  0 
20 
40 

6  0 
20 
40 

7  0 
20 
40 

8  0 
20 
40 

9  0 
20 
40 

10    0 

7,7648 
8,0658 

8,2419 
8,3668 
8,4637 

8,5428 
8,6097 
8,6677 

8,7188 
8,7645 
8,8059 

8,8436 
8,8783 
8,9104 

8,9403 
8,9682 
8,9945 

9,0192 
9,0426 
9,0648 

9,0859 
9,1060 
9,1252 

9,1436 
9,1612 
9,1781 

9,1943 
9,2100 
9,2251 

9,2397 

6,7648 
7,8061 
8,0870 

8,2561 
8,3775 
8,4723 

8,5500 
8,6159 
8,6731 

8,7236 

8,7688 
8,8098 

8,8472 
8,8816 
8.9135 

8,9432 
8,9709 
8,9970 

9,0216 
9,0449 
9.0670 

9,0879 
9,1080 
9,1271 

9,1453 
9.1629 
9,1797 

9,1959 
9,2115 
9,2266 

9,2411 

7,0658 
7,8439 
8,1072 

8,2699 
a3880 
8.4807 

8,5571 
8,6220 
8,6784 

8,7283 
8,7731 
8,8137 

8,8508 
8,8849 
8.9165 

8,9460 
8,9736 
8,9996 

9.0240 
9,0472 
9,0691 

9,0900 
9,1099 
9,1289 

9,1471 
9,1646 
9,1814 

9,1975 
9,2131 
9.2280 

9,2425 

7,2419 

7,8787 
8,1265 

8,2832 
a3982 
8,4890 

8,5640 
8,6279 
8,6837 

a7330 

8,7773 
8,8175 

8,a543 
a8882 
a9196 

8,9489 
a9763 
9,0021 

9,0264 
9,0494 
9,0712 

9,0920 
9,1118 
9,1308 

9,1489 
9,1663 
9,1830 

9,1991 
9,2146 
9,2295 

9,2439 

73668 
7,9109 
ai450 

a2962 
8,4082 
8,4971 

8,5708 
a6339 
a6889 

8.73T7 
a7815 
a8213 

8,8578 
8,8914 
a9226 

a9517 

a9789 
9,0046 

9,0287 
9,0516 
9,0734 

9,0940 
9.1138 
9,1326 

9.1507 
9,1680 
9,1847 

9.2007 
9,2161 
9,2310 

9,2454 

7,4637 
7,9408 
ai627 

8.3068 
a4179 
a5050 

a5r76 

a6397 
a6940 

a7423 
a7857 
a8251 

8,8613 
8,8946 
8,9256 

a9545 
a9816 
9,0070 

9,0311 
9,0539 
9,0755 

9,0961 
9,1157 
9,1345 

9,1525 
9,1697 
9,1863 

9,2022 
9,2176 
9,2324 

9,2468 

7,5429 
7,9689 
ai797 

a3210 
8,4275 
8,5129 

a5842 
a6454 
a6991 

a7468 
a7898 
83289 

8,8647 
8,8978 
8,9286 

a9573 
a9842 
9,0095 

9,0334 
9,0561 
9,0776 

9,0981 
9.1176 
9,1363 

9,1542 
9,1714 
9,1879 

9,2038 
9,2191 
9,2339 

9,2482 

7,6099 
7,9952 
ai961 

a3329 
a4368 
8,5206 

a5907 
a6511 
a7041 

a7513 
a7939 
a8326 

83682 
a9010 
a9315 

a9601 
a9868 
9,0120 

9,0857 
9,0583 
9,0797 

9,1001 
9,1195 
9,1381 

9,1560 
9,1731 
9,1895 

9,2054 
9,2206 
9,2353 

9,2496 

7,6678 

ao2oo 

8,2119 

83445 
a4459 

8,5281 

8,5972 
a6567 
a7090 

a7557 
a7979 
83363 

83716 
a9042 
a9345 

a962B 
a9894 
9,0144 

9,0380 
9,0605 
9,0818 

9,1020 
9,1214 
9,1399 

9,1577 
9,1747 
9,1911 

9,2069 
9,2221 
9,2368 

9,2510 

7,7190 
a0435 
8,22n 

83558 
a4549 

8,6<% 
a66» 
8.7140 

a76fß 
83Ö19 
83400 

83749 
a9073 
83374 

0,9600 
a99l9 
9,0168 

ao4a3 

a0626 
9,0638 

9,1040 
9,1^33 
9,1418 

9,1594 
94764 
9,1927 

9,2065 
9.2236 
9,2382 

9,2524 

0' 
4 

8 

12 
16 
20 

24 
28 
32 

36 
40 
44 

48 
52 
56 

60 

100 

9,2397 
2425 
2454 

2482 
2510 
2538 

2565 
2593 
2620 

2647 
2674 
2701 

2727 
2754 
2780 

2806 

110 

9,2806 
2832 
2858 

2883 
2909 
2934 

2959 
2984 
3009 

3034 
3058 
3083 

3107 
3131 
3155 

3179 

120 

9,3179 
3202 
3226 

3249 
3273 
32% 

3319 
3342 
3365 

3387 
3410 
3432 

3455 
3477 
3499 

3521 

130 

9,3521 
3543 
3564 

3586 
3608 
3629 

3650 
3671 
3692 

3713 
3734 
3755 

3775 
3796 
3816 

3837 

140 

9,3837 
3857 

3877 

3897 
3917 
3937 

3957 
3976 
3996 

4015 
4035 
4054 

4073 
4092 
4111 

4130 

150 

9,4130 
4149 
4168 

4186 
4205 
4223 

4242 
4260 
4278 

4296 
4314 
4332 

4350 
4368 
4386 

4403 

160 

9,4403 
4421 
4438 

4456 
4473 
4491 

4508 
4525 
4542 

4559 
4576 
4593 

4609 
4626 
4643 

4659 

170 

9,4659 
4676 
4692 

4709 
4725 
4741 

4757 
4773 
4789 

4805 
4821 
4837 

4853 
4869 
4884 

4900 

ISO 

9,4900 
4915 
4931 

4946 
4962 
4977 

4992 
5007 
5022 

5037 
5052 
5067 

5082 
5097 
5112 

5126 

1*^ 

93126 
5141 
5156 

Ö17C» 
5185 
5199 

5213 
5328 
5^42 

5256 
5270 
5285 

5299 
5313 
5337 

5341 

Y\  Trigonometrische  Tafel. 

Log.  Sinus. 
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20> 

21« 

220 

230 

240 

250 

260 

270 

280 

290 

0' 

9,5341 

9,5543. 

9,5736 

93919 

9,6093 

9,6259 

9,6418 

9,6570 

9,6716 

9,6856 

10 

5375 

5576 

5767 

5948 

6121 

6286 

6444 

6595 

6740 

6878 

20 

5409 

5609 

5798 

5978 

6149 

6313 

6470 

6620 

6763 

6901 

30 

5443 

5641 

5828 

6007 

6177 

6340 

6495 

6644 

6787 

6923 

40 

5477 

5673 

5859 

6036 

6205 

6366 

6521 

6668 

6810 

6946 

50 

5510 

5704 

5889 

6065 

6232 

6392 

6546 

6692 

6833 

6968 

300 

310 

320 

330 

340 

350 

360 

370 

380 

390 

0' 

9,6990 

9,7118 

9,7242 

9,7361 

9,7476 

9,7586 

9,7692 

9,7795 

9,7893 

9,7989 

10 

7012 

7139 

7262 

7380 

7494 

7604 

7710 

7811 

7910 

8004 

20 

7033 

7160 

7282 

7400 

7513 

7622 

7727 

7828 

7926 

8020 

30 

7055 

7181 

7302 

7419 

7531 

7640 

7744 

7844 

7941 

8035 

40 

7076 

7201 

7322 

7438 

7550 

7657 

7761 

7861 

7957 

8050 

50 

7097 

7222 

7342 

7457 

7568 

7675 

7778 

7877 

7973 

8066 

400 

410 

420 

430 

440 

450 

460 

470 

480 

490 

0' 

9,8081 

9,8169 

9,8255 

9,8338 

9,8418 

9,8495 

9,8569 

9,8641 

9,8711 

9,8778 

10 

8096 

8184 

8269 

8351 

8431 

8507 

8582 

8653 

8722 

8789 

20 

8111 

8198 

8283 

8365 

8444 

8520 

8594 

8665 

8733 

8800 

30 

8125 

8213 

8297 

8378 

8457 

8532 

8606 

8676 

8745 

8810 

40 

8140 

8227 

8311 

8391 

8469 

8545 

8618 

8688 

8756 

8821 

50 

8155 

8241 

8324 

8405 

8482 

8557 

8629 

8699 

8767 

8832 

500 

510 

520 

530 

540 

550 

560 

570 

58'» 

590 

0' 

9,8843 

9,8905 

9,8965 

9,9023 

9,9080 

9,9134 

9,9186 

9,9236 

9,9284 

9,9331 

10 

8853 

8915 

8975 

9033 

9089 

9142 

9194 

9244 

9292 

9338 

20 

8864 

•  8925 

8985 

9042 

9098 

9151 

9203 

9252 

9300 

9346 

30 

8874 

8935 

8995 

9052 

9107 

9160 

9211 

9^60 

9308 

9353 

40 

8884 

8945 

9004 

9061 

9116 

9169 

9219 

9268 

9315 

9361 

50 

8895 

8955 

9014 

9070 

9125 

9177 

9228 

9276 

9323 

.  9368 

600 

610 

620 

630 

640 

650 

660 

670 

680 

690 

0' 

9,9375 

9,9418 

9,9459 

9,9499 

9,9537 

9,9573 

9,9607 

9,9640 

9,9672 

9,9702 

10 

9383 

9425 

9466 

9505 

9543 

9579 

9613 

9646 

9677 

9706 

20 

9390 

9432 

9473 

9512 

9549 

9584 

9618 

9651 

9682 

9711 

30 

9397 

9439 

9479 

9518 

9555 

9590 

9624 

9656 

9687 

9716 

40 

9404 

9446 

9486 

9524 

9561 

9596 

9629 

9661 

9692 

9721 

50 

9411 

9453 

9492 

9530 

9567 

9602 

9635 

%67 

9697 

9725 

700 

710 

720 

730 

740 

750 

760 

770 

780 

790 

0' 

9,9730 

9,9757 

9,9782 

»/,i7o06 

9,9828 

9,9849 

9,9869 

9,9887 

9,9904 

9,9919 

10 

9734 

9761 

9786 

9810 

9832 

9853 

9872 

9890 

9907 

9922 

20 

9739 

9765 

9790 

9814 

9836 

9856 

9875 

9893 

9909 

9924 

30 

9743 

9770 

9794 

9817 

9839 

9859 

9878 

9896 

9912 

9927 

40 

9748 

9774 

9798 

9821 

9843 

9863 

9881 

9899 

9914 

9929 

50 

9752 

9778 

9802 

9825 

9846 

9866 

9884 

9901 

9917 

9931 

800 

810 

820 

830 

840 

850 

860 

870 

880 

890 

0' 

9,9934 

9,9946 

9,9958 

9,9968 

9,9976 

9,9983 

9,9989 

9,9994 

9,9997 

9,9999 

10 

9936 

9948 

9959 

9969 

9977 

9985 

9990 

9995 

9998 

aoooo 

20 

9938 

9950 

9961 

9971 

9979 

9986 

9991 

9995 

9998 

0000 

30 

9940 

9952 

9963 

9972 

9980 

9987 

9992 

9996 

9999 

0000 

40 

9942 

9954 

9964 

9973 

9981 

9988 

9993 

9996 

9999 

0000 

50 

9944 

9956 

9966 

9975 

9982 

9989 

9993 

9997 

9999 

0000 
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T>.  THgODOBetrische  Tafel 

Log.  Tangens. 
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2' 


8' 


lO* 


12* 


14' 


16' 


18* 


0« 

0' 
20 
40 

7,7648 
8,0658 

1 

0 
20 
40 

8,2419 
8,3669 
8,4638 

2 

0 
20 
40 

8,5431 
8,6101 

8,6682 

3 

0 
20 
40 

8,7194 
8.7652 
8,8067 

4 

0 
20 
40 

8,8446 
8,8795 
8,9118 

5 

0 
20 
40 

8,9420 
8,9701 
8,9966 

6 

40 

9,0216 
9,0453 

9,0678 

6,7648 

7,806-> 
8,0870 

8,2562 
8,3776 
8,4725 

8,5503 
8,6163 
8,6736 

8,7242 
8,7696 
8,8107 

8,8483 
8,8829 
8,9150 

8,9449 
8,9729 
8,9992 

9,0240 
9,0476 
9,0699 


7,0658 
7,8439 
8,1072 

8,2700 
8,3881 
8,4809 

8,5573 
8,6223 
8,6789 

8,7290 

!  8,7739 

8,8146 

8,8518 
8,8862 
8,9180 

8,9477 
8,9756 
9,0017 

9,0265 
9,0499 
9,0721 


7,2419 

7,8787 
8,1265 

8,2833 
8,3983 

8,4892 

8,5643 
8,6283 
8,6842 

8,7337 
8,7781 
8,8185 

8,8554 
8,8895 
8,9211 

8,9506 
8,9783 
9,0043 

9,0289 
9,0521 
9,0743 


7,3668 
7,9109 
8,1450 

8,2963 
8,4083 
8,4973 

8,5711 
8,6343 
8,6894 

8,7383 
8,7823 
8,8223 

8,8589 
8,8927 
8,9241 

8,9534 

8,9809 
9,0068 

9,0312 
9,0544 
9,0764 


7,4637 
7,9409 
8,1627 

8,3089 
8,4181 
8,5053 

8,5779 
8,6401 
8,6945 

8,7429 
8,7865 
8,8261 

8,8624 
8,8960 
8,9272 

8,9563 
8,9836 
9,0093 

9,0336 
9,0567 

9,0786 


7,5429 
7,9689 

8,1798 

8,3211 

8,4276 
8,5131 

8,5845 
8,6459 
8,6996 

8,7475 
8,7906 
8,8299 

8,8659 
8,8992 
8,9302 

8,9591 
8,9862 
9,0118 

9,0360 
9,0589 
9,0807 


7,6(^9 
7,9952 
8,1962 

a3330 
8,4370 
8,5208 

8,5911 
8,6515 
8,7046 

8,7520 
8,7947 
8,8336 

8,8694 
8,9024 
8,9331 

8,%19 
8,9888 
9,0143 

9,0383 
•9,0611 
9,0828 


7,6678 
8,0200 
8,2120 

8,3446 
8,4461 
8,5283 

8,5975 
8,6571 
8,7096 

8,7565 
8,7988 
8,8373 

8,8728 
8,9056 
8,9361 

8,9646 
8,9915 
9,0167 

9,0407 
9,0633 
9.0849 


7,7190 
8,0435 
8,2272 

8,3559 
8,4551 
8,5356 

8,6038 
a6627 
8,7145 

8,7609 
83)28 
83410 

8,8762 
8,9087 
8,9390 

a9674 
8,9»I0 
9,0192 

9,0430 
9,0656 
9,0870 


0' 
10 
20 
30 
40 
50 


50 

60 

70 

80 

90 

100 

110 

120 

130 

8,9420 

9,0216 

9,0891 

9,1478 

9,1997 

9,2463 

9,2887 

9,3275 

9,3634 

9563 

0336 

0995 

1569 

2078 

2536 

2953 

3336 

3691 

9701 

0453 

1096 

1658 

2158 

2609 

3020 

3397 

.  3748 

9836 

0567 

1194 

1745 

2236 

2680 

3085 

3458 

3804 

9966 

0678 

1291 

1831 

2313 

2750 

3149 

3517 

3859 

9,0093 

0786 

1385 

1915 

2389 

2819 

3212 

3576 

3914 

14« 

93968 
4021 
4074 
4127 
417B 
4230 


0' 
10 
20 
30 
40 
50 


150 

160 

170 

ISO 

190 

200 

210 

220 

230 

9,4281 

9,4575 

9,4853 

9,5118 

9,5370 

9,5611 

9,5842 

9,6064 

9,6279 

4331 

4622 

4898 

5161 

5411 

5650 

5879 

6100 

6314 

4381 

4669 

4943 

5203 

5451 

5689 

5917 

6136 

6348 

4430 

4716 

4987 

5245 

5491 

5727 

5954 

6172 

6383 

4479 

4762 

5031 

5287 

5531 

5766 

5991 

6208 

6417 

4527 

4808 

5076 

5329 

5571 

5804 

6028 

6243 

6452 

24» 

9,^86 
&530 
6553 

6587 
6620 
6654 


250 

260 

270 

280 

290 

300 

310 

320 

330 

0' 

9,6687 

9,6882 

9,7072 

9,7257 

9,7438 

9,7614 

9,7788 

9,7958 

9,8125 

10 

6720 

6914 

7103 

7287 

7467 

7644 

7816 

7986 

8153 

20 

6752 

6946 

7134 

7317 

7497 

7673 

7845 

8014 

8180 

30 

6785 

6977 

7165 

7348 

7526 

7701 

7873 

8042 

8208 

40 

6817 

7009 

7196 

7378 

7556 

7730 

7902 

8070 

8235 

50 

6850 

7040 

7226 

7408 

1 

7585 

7759 

7930 

8097 

8263 

340 

9,^90 
8317 
8344 
8371 
8396 
8425 


0' 
10 
20 
30 
40 
50 


350 

36« 

370 

380 

390 

400 

410 

420 

430 

9,8452 

9,8613 

9,8771 

9,8928 

9,9084 

9,9238 

9,9392 

VfoCrx^ 

9,9697 

8479 

8639 

8797 

8954 

9110 

9264 

9417 

9570 

9722 

8506 

8666 

8824 

8980 

9135 

9289 

9443 

9595 

9747 

a533 

8692 

8850 

9006 

9161 

9315 

9468 

9621 

9772 

8559 

8718 

8876 

9032 

9187 

9341 

9494 

9646 

9798 

a586 

8745 

8902 

9058 

9212 
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1,0381 

1,0669 
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7013 

10 

029 

10 

1736 

1763 

0154 

55 

8192 

4281 

7434 

11 

a0032 

11 

0,1908 

0,1944 

1,0187 

56 

0,8290 

1,4826 

1,7883 

12 

036 

12 

2079 

2126 

0223 

57 

8387 

5399 

8361 

13 

038 

13 

2260 

2309 

0263 

58 

8480 

6003 

88n 

14 

041 

14 

2419 

2493 

0306 

69 

8572 

6643 

d416 

15 

044 

16 

2588 

2679 

0353 

60 

8660 

7321 

2,0000 

16 

0,0047 

16 

0,2756 

0,2867 

1,0403 

61 

0,8746 

1,8040 

2,0627 

17 

049 

17 

2924 

3057 

0457 

62 

8829 

8807 

13U1 

18 

062 

18 

3090 

3249 

0515 

63 

8910 

9626 

2027 

19 

066 

19 

3256 

3443 

0576 

64 

8988 

2,0503 

2812 

20 

068 

20 

3420 

3640 

0642 

65 

9063 

1446 

3662 

21 

0,0061 

21 

0,3584 

0,3839 

1,0711 

66 

0,9136 

2,2460 

2,4586 

22 

064 

22 

3746 

4040 

0785 

67 

9205 

3558 

5593 

23 

067 

23 

3907 

4245 

0864 

68 

9272 

4751 

6695 

24 

070 

24 

4067 

4452 

0946 

69 

9336 

6051 

7904 

26 

073 

26 

4226 

4663 

1034 

70 

9397 

7475 

ihOR 

26 

0,0076 

26 

0,4384 

0,4877 

1,1126 

71 

0,9456 

2,9042 

3»0716 

27 

079 

27 

4540 

5095 

1223 

72 

9511 

3,0777 

2381 

28 

081 

28 

4695 

5317 

1326 

73 

9663 

2709 

42Q3 

29 

084 

29 

4848 

5543 

1434 

74 

9613 

4874 

«281) 

30 

087 

30 

5000 

5774 

1647 

75 

9669 

7321 

8637 

32 

0,0093 

31 

0,5150 

0,6009 

1,1666 

76 

0,9703 

4,0108 

4,1,'i36 

34 

099 

32 

5299 

6249 

1792 

77 

9744 

3315 

4454 

36 

106 

33 

5446 

6494 

1924 

78 

9781 

7046 

8U97 

38 

111 

34 

5592 

6745 

2062 

79 

9816 

6,1446 

5,2408 

40 

116 

35 

5736 

7002 

2208 

80 

9848 

6713 

7588 

42 

0,0122 

36 

0,5878 

0,7265 

1,2361 

81 

0,9877 

6,3138 

6,3925 

44 

128 

37 

6018 

7636 

2521 

82 

9903 

7,1154 

7,1853 

46 

134 

38 

6167 

7813 

2690 

83 

9925 

8,1443 

8,2066 

48 

140 

39 

6293 

8098 

2868 

84 

9945 

9,6144 

9,56^ 

60 

145 

40 

6428 

8391 

3054 

86 

9%2 

11,4301 

11,4737 

62 

0,0151 

41 

0,6561 

0,8693 

1,3250 

86 

a9976 

14,3007 

14,3366 

54 

157 

42 

6691 

9004 

3456 

87 

9986 

19,0811 

19,1073 

66 

163 

43 

6820 

9325 

3678 

88 

9994 

28,6363 

2a6537 

68 

169 

44 

6947 

9657 

3902 

89 

9998 

57,2900 

57,2987 

60 

176 

46 

7071 

1,0000 

4142 

90 

1,0000 

oo 

oo 

Tl.  SehnentafeL 

(r  =  10000) 
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a 


a 

CO 


c2 


a 

9 
Od 


A4 


CQ 


a 

(l4 


9 
OO 


C3 


1« 

2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 
10 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

21 
22 
23 
24 
25 

26 
27 
28 
29 
30 

31 
32 
y  33 
34 
35 

36 
37 
38 
39 
40 

41 
42 
43 
44 
45 


175 
349 
524 
698 
872 

1047 
1221 
1395 
1569 
1743 

1917 
2091 
2264 
2437 
2611 

2783 
2956 
3129 
3301 
3473 

3645 
3816 
3987 
4158 
4329 

4499 
4669 
4838 
5008 
5176 

5345 
5513 
5680 
5847 
6014 

6180 
6346 
6511 
6676 
6840 

7004 
7167 
7330 
7492 
7654 


0 
2 
3 
6 
10 

14 
19 
24 
31 
38 

46 
55 
64 
75 

86 

97 
110 
123 
137 
152 

167 
184 
201 
219 
237 

256 
276 
297 
319 
341 

364 
387 
412 
437 
463 

489 
517 
545 
574 
603 

633 
664 
696 
728 
761 


46» 

47 

48 

49 

50 

51 
52 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 

66 
67 
68 
69 
70 

71 
72 
73 
74 
75 

76 
77 
78 
79 
80 

81 
82 
83 

84 
85 

86 
87 
88 
89 
90 


7815 
7975 
8135 
8294 
8452 

8610 
8767 
8924 
9080 
9235 

9389 
9543 
%96 

9848 
10000 

10151 
10301 
10450 
10598 
10746 

10893 
11039 
11184 
11328 
11472 

11614 
11756 
11896 
12036 
12175 

12313 
12450 
12586 
12722 
12856 

12989 
13121 
13252 
13383 
13512 

13640 
13767 
13893 
14018 
14142 


795 

829 
865 
900 
937 

974 
1012 
1051 
1090 
1130 

1171 
1212 
1254 
12% 
1340 

1384 
1428 
1474 
1520 
1566 

1613 
1661 
1710 
1759 

1806 

1859 
1910 
1961 
2014 
2066 

2120 
2174 
2229 
2284 
2340 

23% 
2453 
2510 
2569 
2627 

2686 
2746 
2807 
2867 
2929 


91» 

92 

93 

94 

95 

% 
97 
98 
99 

100 

101 
102 
103 
104 
105 

106 
107 
108 
109 
110 

111 
112 
113 
114 
115 

116 
117 
118 
119 
120 

121 
122 
123 
124 
125 

126 
127 
128 
129 
130 

131 
132 
133 
134 
135 


14265 
14387 
14507 
14627 
14746 

14863 
14979 
15094 
15208 
16321 

15432 
15543 
15652 
15760 
15867 

15973 
16077 
16180 
16282 
16383 

16483 
16581 
16678 
16773 
16868 

16961 
17053 
17143 
17233 
17321 

17407 
17492 
17576 
17659 
17740 

17820 
17899 
17976 
18052 
18126 

18199 
18271 
18341 
18410 
18478 


2991 
3053 
3116 
3180 
3241 

3309 
3374 
3439 
3506 
3572 

3639 
3707 
3775 
3843 
3912 

3982 
4052 
4122 
4193 
4264 

4336 
4408 
4481 
4554 
4627 

4701 
4775 
4850 
4925 
5000 

5076 
5152 
5228 
5305 
5383 

5460 
5538 
5616 
5695 
5774 

5853 
5933 
6013 
6093 
6173 


136» 

137 

138 

139 

140 

141 
142 
143 
144 
145 

146 
147 
148 
149 
150 

151 
152 
153 
154 
155 

156 
157 
158 
159 
160 

161 
162 
163 
164 
165 

166 
167 
168 
169 
170 

171 
172 
173 
174 
175 

176 
177 
178 
179 
180 


Wolf,  Haadbmh.    L 


18544 
18608 
18672 
18733 
18794 

18853 
18910 
18%6 
19021 
19074 

19126 
19176 
19225 
19273 
19319 

19363 
19406 
19447 
19487 
19526 

19563 
19598 
19633 
1%65 
1%% 

19726 
19754 
19780 
19805 
19829 

19851 
19871 
19890 
19908 
19924 

19938 
19951 
19963 
19973 
19981 

19988 
19993 
19997 
19999 
20000 

80 


6254 
6335 
6416 
6498 
6580 

6662 
6744 
6827 
6910 
6993 

7076 
7160 
7244 
7328 
7412 

74% 
7581 
7666 
7750 
7836 

7921 

8006 
8092 
8178 
8264 

8350 
8436 
8522 
8608 
8695 

8781 
8868 
8955 
9042 
9128 

9215 
930? 
9390 
9477 
9564 

9651 
9738 
9825 
9913 
10000 


466 


TU*.  Tafel  der  B«genliagen  flr  r  =  1. 


a 

aif :  180 

1 

a«:  180.  60 

a»:  180.60* 

a  .  180  .  60  :  « 

tt 

=  a  Are  V 

=  a  Are  1' 

=  a  Are  1" 

=  a  :  Are  1' 

1 

0,0174533 

0.0002908.882 

0,0000048.4814 

3437,7468 

2 

0349066 

05817.7&4 

096.9627 

687Md35 

3 

0523599 

08726.646 

145.4441 

10313,2403 

4 

0698132 

11635.528 

193.9256 

1375a9871 

5 

0872665 

14544.410 

242.4068 

17188,7338 

6 

1047198 

17453.292 

290.8882 

20626,4806 

7 

1221730 

20362.175 

339.3696 

24064,2274 

8 

1396263 

23271.057 

387.8509 

27501,9742 

9 

1570796 

26179.939 

436.3323 

30939,7209 

n  =  3,14159  265a5  89793  23846  26433  83279  50288  41971  69399 
1 : «  =  0,31830  98861  83790  67153  77675  26745  02872  40689  19291 
vT  =  1.77245  38509  05516  02729  81674  83341  14518  27975  49456 
yrn  =z  0,56418  95835  47756  28694  80794  51560  77258  58440  60629 
n*  =  9.86960  44011        1 :  »«  =  0.10132  11836 
plT  =  1,46459  18876        f^  =  2,14502  93971 
180 :«  =  57,29577  95131  =  57»  17'  44",806 
log  n  ==  0,49714  98727    log  Sin  1"  =  4,68557  48668 


TIP.  Tafel  der  Logarithmen  von  a .  Are  1''. 


a 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

_ 

4.6856 

4,9866 

5,1627 

5,2876 

5,3845 

5,4637 

5,5307 

5,5887  1 5,6396 

10 

5,6856 

5,7270 

5,7648 

5,7995 

5,8317 

5,8617 

5,8897 

5,9160 

6,9406 

5,9643 

20 

5,9866 

6,0078 

6,0280 

6,0473 

6,0658 

6,0835 

6,1005 

6,1169 

6,1327 

6,14ä) 

30 

6,1627 

6,1769 

6,1907 

6,2041 

6,2171 

6,2296 

6,2419 

6,2538 

6,2654 

6,2766 

40 

6,2876 

6,2984 

6,3088 

6,3190 

6,3290 

6,3388 

6,3483 

6,3577 

6,3668 

63756 

50 

6,3845 

6,3931 

6,4016 

6,4099 

6,4180 

6,4259 

6,4338 

6,4414 

6,4490 

6,4564 

60 

4637 

4709 

4780 

4849 

4918 

4985 

5051 

5116 

5181 

5244 

70 

5307 

5368 

5429 

5489 

5548 

5606 

5664 

5721 

5777 

5832 

80 

5887 

5941 

5994 

6047 

6099 

6150 

6201 

6251 

6301 

6;^ 

90 

6398 

6446 

6494 

6541 

6587 

6633 

6678 

6723 

6768 

6812 

100 

6,6856 

6,6899 

6,6942 

6,6984 

6,7026 

6,7068 

6,7109 

6,7150 

6,7190 

6,7230 

110 

7270 

7309 

7348 

7387 

7245 

7463 

7500 

7538 

7575 

7611 

120 

7648 

7684 

7719 

7755 

7790 

7825 

7859 

7894 

7928 

7962 

130 

7995 

8028 

8061 

8094 

8127 

8159 

8191 

8223 

8255 

8288 

140 

8317 

8348 

8379 

8409 

8439 

8469 

8499 

8529 

8558 

8568 

150 

6,8617 

6,8646 

6,8674 

6,8703 

6,8731 

6,8759 

63787 

6,8815 

6,8842 

6,8870 

160 

8897 

8924 

8951 

8978 

9004 

9031 

9057 

9083 

9109 

9135 

170 

9160 

9186 

9211 

9236 

9261 

9286 

9311 

9335 

9360 

9381 

180 

9408 

9433 

9456 

9480 

9504 

9527 

9551 

9574 

9597 

963IJ 

190 

9643 

9666 

9689 

9711 

9734 

9756 

9778 

9800 

9822 

Qftli 

200 

6,9866 

6,9888 

6,9909 

6,9931 

6,9952 

6,9973 

6,9994 

7,0015 

7,0036 

7»0CI57 

210 

7,0078 

7,0099 

7,0119 

7,0140 

7.0160 

7,0180 

7,0200 

7,0220 

7,0240 

7/1260 

220 

7,0280 

7,0300 

7,0319 

7,0339 

7,0358 

7,0378 

7,0397 

7,0416 

7,0435 

7,f>4M 

230 

7,0473 

7,0492 

7,0511 

7.0529 

7,0548 

7,0566 

7,0685 

7,0603 

7.0622 

7,0610 

240 

7,0658 

7,0676 

7,0694 

7,0712 

7,0730 

7,0747 

7,0765 

7,0783 

7,0800 

7,0818 

TD*.  BedoetifliisUfel  fUr  Bogen  und  Zeit 


S  I  --Ä 1  M"'""'**''!^  ilA^  drehnngenl*  g  La  5  drebnnKenljJ  j   - 


IS' 

1- 

0.000694 

IS' 

87" 

0,025694 

IS' 

73"° 

0,060694 

IG' 

109" 

0,075694 

M 

2 

1389 

38 

26389 

30 

74 

61389 

110 

76389 

n 
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2083 

4S 

39 

27083 

75 

52083 

111 

7708S 

1« 
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8778 

10« 

40 

87T78 

19' 

76 

62778 

28» 

112 

77778 

IB 

5 

0,003478 

IG 

41 

0,088478 

IS 

77 

0,053472 

IG 

113 

0.078472 

SO 

6 

4167 

SO 

48 

89167 

30 

78 

54167 

114 

79167 

16 

7 

4861 

n 

43 

29861 

79 

54861 

116 

79861 

2 

8 

5656 

11 

44 

30556 

20 

80 

55556 

29 

116 

80556 

16 

9 

0.006250 

IB 

46 

0,031250 

IS 

81 

0.056250 

IG 

117 

0.081250 

SO 

10 

6944 

30 

46 

31944 

so 

82 

56944 

118 

81944 

u 

11 

7639 

46 

47 

32639 

4S 

83 

57639 

119 

82689 

3 

13 

8333 

12 

48 

33333 

21 

84 

58333 

30 

120 

83333 

u 

13 

0.009028 

IS 

49 

0,034028 

16 

85 

0,059028 

IS 

121 

0.084028 

so 

14 

09722 

50 

34783 

86 

59722 

so 

122 

84728 

» 

15 

10417 

n 

51 

35417 

87 

60417 

123 

85417 

4 

16 

Hin 

13 

62 

36111 

22 

88 

61111 

31 

124 

86111 

1» 

17 

0,011806 

m 

63 

0.036806 

16 

89 

ü,061806 

16 

125 

a086806 

so 

18 

12Ö00 

30 

54 

37500 

so 

90 

62500 

126 

87500 

n 

19 

13194 

IG 

55 

38194 

91 

63194 

127 

88194 

5 

20 

13889 

14 

56 

38889 

23 

63889 

32 

128 

88889 

IS 

21 

0.014583 

IE 

57 

0.039583 

IS 

93 

0,064583 

16 

129 

0.089583 

»0 

28 

15278 

30 

58 

40878 

so 

94 

65278 

130 

90278 

u 

23 

15973 

59 

40972 

46 

95 

66978 

131 

90972 

6 

24 

16667 

15 

60 

41667 

24 

96 

66667 

33 

132 

91667 

la 

25 

0.017361 

IS 

61 

0,042361 

16 

97 

0,067361 

16 

133 

a092361 

30 

26 

18066 

43056 

98 

68056 

30 

134 

93(B6 

4B 

27 

18750 

63 

43750 

99 

68760 

135 

93760 

7 

28 

19444 

16 

64 

44444 

25 

100 

69444 

34 

136 

94444 

IS 

29 

a03O139 

IB 

65 

a045139 

16 

101 

0.070139 

IG 

137 

0,096189 

30 

20833 

SO 

66 

45833 

102 

70833 

30 

138 

95833 

« 

31 

31528 

46 

67 

46528 

103 

71628 

4S 

139 

96528 

6 

83 

32222 

17 

68 

47828 

86 

104 

72222 

36 

140 

97222 

IS 

33 

0,022917 

IE 

69 

0.047917 

IS 

105 

0,072917 

IS 

141 

0.097917 

so 

34 

23611 

80 

70 

48611 

so 

106 

73611 

142 

09861! 

35 

24306 

W 

71 

49806 

107 

74306 

46 

143 

099306 

9 

36 

25000 

18 

73 

60000 

27 

108 

75000 

36 

144 

100000 

1 

4 

aooo 

1 

0,07 

0,0000008 

15 

1 

0.0000116 

0,1 

36 

144-  2  24 

2 

8 

2 

13 

15 

30 

2 

0231 

ft2 

72 

888      448 

3 

12 

3 

20 

23 

45 

3 

0347 

0,3 

108 

432      7  13 

4 

le 

4 

27 

81 

60 

4 

0463 

a4 

144 

576      9  36 

5 

20 

5 

33 

■38 

75 

5 

0578 

0,6 

180 

780    12  0 

6 

S4 

6 

40 

46 

90 

6 

0694 

0,6 

216 

864     14  84 

7 

88 

7 

47 

64 

105 

7 

0810 

0.7 

252 

1008     16  48 

8 

32 

8 

53 

120 

8 

0.8 

286 

1168     19  18 

9 

86 

9 

60 

69 

135 

9 

1041 

0,9 

334 

1396    21  36 

468 


Tin.  Cheniseh«  TtfeL 

(H  =  10) 


■ 

1 

1 

a 
2 

k 

• 

a 
« 

1 

Elemen 

te.       ;S 

0^ 

1' 

Elemente. 

ja 

o 

Elemente. 

1 

0^ 

11 

Alnmininm 

AI 

136 

Iridium    .     . 

Ir 

986 

Rntheninm   . 

Rh 

m 

Antimon    . 

.    .       Sb 

1220 

Kalium     .    . 

K 

392 

Sauerstoff    . 

0 

80 

Arsen    . 

.    .      As 

750 

Kiesel .    .    . 

Si 

140 

Schwefel .    . 

S 

160 

Baiinm  • 

.    .       Ba 

685 

Kobalt     .    . 

Co 

295 

Selen  .    .    . 

.      8e 

3% 

Beryllium  . 

.    .       Be 

70 

Kohlenstoff  . 

C 

60 

Silber .    .     . 

.      Ag 

1060 

Blei  .    .    . 

.    .       Pb 

1035 

Kupfer     .    . 

Cu 

317 

Stickstoff     . 

.      N 

140 

Bor  .    .    . 

B 

110 

Lanthan  .    . 

La 

460 

Strontium 

Br 

438 

Brom     .    < 

.    .       Br 

800 

Lithium    .     . 

Li 

70 

Tantal      .    . 

Ta 

1830 

Cftdmiom  . 

Cd 

560 

Magnesium  . 

Mg 

120 

Tellur.    .     . 

Te 

m 

Calcinm 

.    .       Ca 

200 

Mangan    .     . 

Mn 

276 

Thallium .     , 

Tl 

m 

CiBsinm 

.    .       Cs 

1330 

Molybdlin 

Mo 

480 

Thorium  .     . 

Tb 

6% 

Cerinm .    . 

.    .       Ce 

460 

Natrium  .     . 

Na 

230 

Titan  .     .     . 

Ti 

250 

Chlor    .    . 

.    .       Cl 

355 

Nickel      .     . 

Ni 

295 

Uran    .    .     . 

U 

m 

Chrom  . 

.    .       Cr 

262 

Niobium  .     . 

Nb 

940 

Vanadium 

V 

513 

Didym  .    . 

.    .       Di 

480 

Osmium  .     . 

Os 

996 

Wasserstoff 

H 

10 

Eisen     . 

.    .       Fe 

280 

Palladium 

Pd 

530 

Wismuth 

B 

m 

Erbium . 

.    .       Eb 

563 

Phosphor 

P 

310 

Wolfram .     . 

Wo 

9» 

Fluor    . 

.    .       F 

190 

Platin .    .    . 

Pt 

990 

Yttrium    .     . 

Yt 

306 

Gold      . 

.    .       Au 

1970 

Quecksilber . 

Hg 

1000 

Zink    .    .     . 

Zn 

325 

Jod  .    . 

.    .       J 

1270 

Rhodium .     . 

Rh 

520 

Zinn     .     . 

8n 

SSO 

Indium  . 

.    .       In 

720 

Rubidium 

Rh 

854 

Zircon      .     . 

Zr 

Braunstein 

Mn  0«. 

Natron      .    . 

NaO. 

Chlorsäure 

8  Kali   KO  +  CIO«. 

Oxalsäure 

C«0». 

Eisenvltrlo 

1    .       (Fe  0  +  SO»)  +  7  HO. 

Pottasche 

KO  +  CO 

'». 

Olaubersal 

B    .       NaO  +  8O»  +  10nO. 

Salmiakgeist 

H»N  +  H 

O. 

Gyps     .    . 

.    .       (Ca  0  + SO») +  2  HO. 

Salpeter    .    . 

KO  +  NC 

>». 

HöUensteii 

1    .       AgO  +  NO*. 

Salpetersäure 

NO». 

Kali.    . 

.    .       KO. 

Salzsäure .    . 

HCl. 

Kalk      . 

CaO. 

^auerkleesalz 

(K0  +  2< 

[3«O»)4-H0. 

Kochsalz 

.     .       Na  Cl. 

Schwefelsäure 

SO». 

Kohlensftui 

re  .       CO». 

Soda    .    .    . 

NaO  +  C 

o«  4- 10  Ha 

Kreide  . 

.    .       CaO  +  CO«. 

Wasser     .    . 

HO. 

Kupfervitr 

lol        (CuO  +  eO»)  +  5HO. 

Zinkoxyd 

ZnO. 

Musivgold 

.       Sn  S«. 

Zinkvitriol    . 

(ZnO  +  g 

JO»)+7H0. 

Argentan  =  8  Kupfer  -f  3,5  Zink  -f  3  Nickel.  (Gew.) 

Atmosphärische  Luft  =  0,21  O  +  0,79  N.  (Vol.)  =  0,23  O  +  0,77  N.  (Gew.) 

Königswasser  =:  Salpetersäure  -f-  3  Salzsäure.  (Vol.) 

Messing  =  71,5  Kupfer  -f  28,5  Zink.  (Gew.) 

Schiesspulver  =  1  Salpeter  +  1  Schwefel  -f  3  Kohle.  (Gew.) 

Rose'sches  Metall  ==  8  Blei  -f  8  Wismuth  -f  3  Zinn.  (Gew.) 


K.  PbriiUUicbe  TaM. 


Alcobol 
AntlmoD  (geg. 

Atmoiph.  Loft 
BanmOl    . 
BergkrisUU 
BeraBtein . 
Blei  (gegou. 
Buohenholt 
Butter  ,    . 
Chlor    .    . 
CrowDglks 
Diamant   . 
Ebenliols  . 
EicbeoholE 
Eicilenkohle 
Eia  .    .    . 
Eisen  (neich)  . 
Eisenvitriol  . 
Elfenbein  . 
Erde    .    . 
EsaigBinre 
Feldapath 
Fllniglas  . 
FlusBBpath 
OluiBkobla 
Gold  (gehlmm.) 

Oueseleen 
Jod  .    .    . 
Kalium      . 
Kanonengnt . 
Knocben 
Kobalt  (geg.) 
KochealB  . 
Kohleusüate 
Korh 
Kupfer  (geg.) 


0,00129 
0,91 


2,470 
2,4  bis  2,9 


134 


1,4  bU  2,4 

1,061 
2.6  I 
3,2  bis 
3.11 
1.» 
19,36  I 
2,58  bLB  2,96 
7,2 


2,06 
0,24 


ftlS 
0,108 
0,147 

0,570 
0,241 
0,51 
0,114 


a459 
ftlOl 
0,190 


1,40 
1,536 
1,6  bis  2,0 
1,43     2070 

1466 
897 
1110 


0,054 
0,170 


0,107 
0,214 
0,321 


1,000449 
1717 


IX.  nriiklllnke  TiftL 


^ 

^fl 

f 

^ 

1. 

"— ^^ ■ 

is 

"  s 

'S 

'b 

i .    = 

. 

11 

s 

1^  i 

ä. 

£ 

m'' 

* 

Plsiin  (geh.) 
Porisellaii  (chin.) 

Puttasche      .  . 

Queebailbei  .  . 
Rabln  .... 

Salpeter    .     .  . 

Sftlpetersätire  . 

SaUsture .    .  . 

SaDdsteln      .  . 

Sauerstoff     .  . 

Scbnee      .     .  . 

Schwefel  .    .  . 

Sohwefeläther  . 

Schwefelsäure  . 
Schwerepath 

Silber  (geh.) 
Smaragd  (grün) 

Suhl  (weich)  . 

Steinkohle     .  . 

Stickstoff.     .  . 

TanneoholE   .  . 
Tannenkohle 

Terpentindl  .  . 

Turmalin  ■     .  . 

Wachs      .     .  . 

Wasser     ,     .  . 

Wasaeratoff .  . 
Wisniuth  (geg.) 

Zink  (free.)   .  . 

Zinn  (geg.)   .  . 


21.4 


0.216 
0.033 


0.184 
0.521 


0.116 
0,301 


3.405 
0.031 
0,0% 
0.056 


X  FastIgkflttstafeL 
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Elasücit&ts- 

Zug-Festigkeit. 

Druck- 

Festigkeit. 

Material. 

Modul. 

Grenze. 

Festig- 
keits- 

Trag- 

Festig- 
keits- 

Trag- 

modul. 

modul. 

modul. 

modul. 

Basalt     .... 

•         • 

• 

«        • 

•        • 

... 

9 

... 

Blei 

600 

1  : 

477 

1,3 

1 

5 

... 

Bleidraht     .     .    . 

600 

1  : 

1500 

1,4 

a4 

•    • 

... 

BuchenbobE      .    . 

930 

1  : 

570 

8 

1.6  (0.6) 

5     . 

13  (0,5) 

Eichenholz  .     .    . 

1200 

1  : 

600 

7 

2     (0,6) 

5 

1,8  (0.5) 

Eisen  in  Stäben  . 

20000 

1  : 

1300 

40 

15     (6,0) 

22 

15     (4.5) 

Eisenblech  .     .     . 

17000 

• 

•        • 

32 

... 

•        • 

•                •               • 

Eisendraht  .     .    . 

30000 

1  : 

1000 

70 

20      (10) 

•        • 

•                •               • 

Eschenholz .    .     . 

1120 

1  : 

885 

12 

1,3  (0,6) 

5 

1»  (0,5) 

Glockengut      .    . 

3200 

1  : 

1590 

•        • 

2 

.    • 

... 

Gneis 

•    « 

• 

•        • 

•        • 

•        •        • 

8,5 

... 

Granit     .... 

.    . 

• 

•        • 

•        • 

• 
•        •        • 

8 

(0,35) 

Ousseisen    .    .    . 

10000 

1  : 

1300 

11 

7,5  (2,0) 

63 

15     (5,0) 

OusBStahl,  gebärt 

30000 

1  : 

450 

100 

65 

•        • 

•                •                • 

Hanfseile     .    .    . 

•    • 

• 

•        • 

4,5 

(3,0) 

•        • 

•                •                • 

Kalkstein     .    .    . 

.    • 

• 

•        • 

0,3 

(0,015) 

5 

(0,40) 

Kupfer,  geh&mm. 

11000 

• 

•        • 

25 

... 

.    . 

•               •                • 

gegossen 

.         « 

• 

•        • 

.    . 

«        .        • 

70 

•               •               • 

Kupferdraht    .    . 

13100 

1  : 

1000 

40 

13 

•        • 

•                •                • 

ir  Kalkstein   .    . 

•    • 

• 

•         • 

•    « 

... 

5 

•                *               • 

0-  Sandstein  .     . 

.    . 

• 

•          • 

.    • 

... 

1,5 

•               • 

^  l  Ziegelstein 

•    « 

• 

•          • 

•    . 

... 

0,4 

•                •                • 

Messing  .... 

6500 

1  : 

1320 

12 

4,8 

110 

*                • 

Messingdraht  .    . 

10000 

1  : 

742 

50 

13 

.        . 

•                •                • 

Mörtel     .... 

•        • 

• 

.    . 

0,04 

(0,002) 

35 

(0,018) 

Quarz      .... 

•        • 

• 

«    • 

•    • 

.    *    . 

12 

•        •        • 

Sandstein    .    .    . 

•        • 

• 

«    • 

.    . 

... 

7 

•        • 

Stahl 

20000 

1  : 

835 

80 

25 

.    • 

•        •        • 

Tannenholz      .    . 

1300 

1  : 

850 

8^ 

2,2  (0,6) 

5 

1,8  (0,5) 

Ziegelstein  .     .    . 

•        • 

• 

•        • 

•        . 

... 

0,6 

(0,08) 

Zinn 

•        • 

• 

•        • 

.        « 

... 

11 

•               •               • 

NB.  Die  unter  Elasücitäts-Grence  eingeschriebenen  Zahlen  geben  das  Ausdeh* 
nungsverhältniss  an  der  Elasticitftts-Qrenze ,  —  die  übrigen  bezeichnen 
Kilogramme  auf  Quadratmillimeter.  —  Bei  Rechnungen  auf  Zugfestigkeit 
führt  man  als  zulässige  Spannung  pro  Quadrateinheit  y,  bis  y,  des  Trag- 
moduls ein.  —  Bei  Rechnungen  auf  Druckfestigkeit  setzt  man  die  zulässige 
Spannung  bei  Holz  und  Steinen  yjQ,  bei  Metallen  y^  des  Tragmoduls.  *<- 
Die  eingeklammerten  Zahlen  bezeichnen  übliche  Maximiilbellistungen,  welche 
ausgeführten  Bauwerken  entnommep  sind. 
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ZI*.  Tafel  flr  WuserdUBpf. 


-atur.        1 

• 

1 

• 

B 

«8 

1 

• 

u 

B 

• 

S 

• 

f 

• 

t 

• 

5 

«8 

• 

M 

9 

M 

9 

M 

« 

M 

%* 
o 

M 

M 

M 

Q* 

^ 

0 

P« 

a 

mm 

Q4 

g 

P4 

B 

§ 

08 

a 

s 

a 

s 

S 

s 

s 

13 

o 

P< 

o 

P4 

0) 

P4 

» 

PU 

9 

cu 

H 

QQ 

6-1 

(fi 

^ 

OQ 

H 

OD 

H 

Ob 

mm 

mm 

miB 

mm 

^ 

—  20» 

0,93 

27» 

25,50 

67» 

204,37 

98,^ 

707,17 

120» 

1491,28 

—  15 

1,40 

28 

28,10 

68 

213,59 

1 

709,74 

121 

1539,25 

—  12 

1,78 

29 

29,78 

69 

223,15 

2 

712,32 

122 

1588,47 

-10 

2,09 

30 

31,55 

70 

233,08 

3 

714,91 

123 

1638.96 

—   9 

2,26 

31 

33,41 

71 

243,38 

4 

717,50 

124 

ie9a76 

—   8 

2,46 

32 

35,36 

72 

254,06 

98,5 

720,10 

125 

1743,86 

—   7 

2,67 

33 

37,41 

73 

265,13 

6 

722,71 

126 

1798,35 

—    6 

2,89 

34 

39,56 

74 

276,61 

7 

725,31 

127 

185M0 

-   5 

3,13 

35 

41,83 

75 

288,50 

8 

727,93 

128 

1911,47 

—   4 

3,39 

36 

44,20 

76 

300,82 

9 

730,56 

129 

1970.15 

—   3 

3,66 

37 

46,69 

77 

313,58 

99,0 

733,19 

130 

2090.28 

—   2 

3)96 

38 

49,30 

78 

326,79 

1 

735,83 

131 

3091,90 

—   1 

4,27 

39 

52,01 

79 

340,46 

2 

738,48 

132 

2155.08 

0 

4,60 

40 

54,91 

80 

354,62 

3 

741,14 

133 

2219,68 

1 

4,94 

41 

57,91 

81 

369,26 

4 

74332 

134 

2285.9S 

2 

5,30 

42 

61,05 

82 

384,40 

99,5 

746.49 

135 

2353.73 

3 

5,69 

43 

64,34 

83 

400,07 

6 

749,17 

136 

2423,16 

4 

6,10 

44 

67,79 

84 

416,26 

7 

751,86 

137 

249U3 

5 

6,53 

45 

71,39 

85 

433,C0 

8 

754,57 

138 

2567,CJ 

6 

7,00 

46 

75,16 

86 

450,30 

9 

757,28 

139 

2&41,44 

7 

7,49 

47 

79,09 

87 

468,17 

100 

760,00 

140 

2717.63 

8 

8,02 

48 

83,20 

88 

486,64 

101 

787,59 

141 

2795,57 

9 

8,57 

49 

87,50 

89 

505,70 

102 

816,01 

142 

2875^ 

10 

946 

50 

91,98 

90 

525,39 

103 

845,28 

143 

2956,86 

11 

9,79 

51 

96,66 

91 

545,71 

104 

875,41 

144 

3040.:i6 

12 

10,46 

52 

101,54 

92 

566.69 

105 

906,41 

145 

31%j» 

13 

11,16 

53 

106,63 

93 

588,33 

106 

938,31 

146 

3212,74 

14 

11,91 

54 

111,94 

94 

610,66 

107 

971,14 

147 

3301,87 

15 

12,70 

65 

117,47 

95 

633,69 

108 

1004,91 

148 

3392,98 

16 

13,54 

56 

123,24 

% 

657,41 

109 

1039,65 

149 

3486,09 

17 

14,42 

57 

129,25 

97,0 

681,93 

110 

1075,37 

150 

35813 

18 

15,36 

58 

135,50 

1 

684,42 

111 

1112,09 

155 

4QH&56 

19 

16,35 

59 

142,01 

2 

686,92 

112 

1149,83 

160 

4651,62 

20 

17,39 

60 

148,79 

3 

689,43 

113 

1188,61 

165 

5274^ 

21 

18,50 

61 

155,83 

4 

691,94 

114 

1228,47 

170 

5961,66 

22 

19,66 

62 

163,16 

97,5 

694,46 

115 

1269,41 

175 

6717,43 

23 

20,89 

63 

170,78 

6 

696,98 

116 

1311.47 

180 

7546,39 

24 

22,18 

64 

178,71 

7 

699,51 

117 

1354,66 

185 

8453,23 

25 

23,55 

65 

186,94 

8 

702,05 

118 

1399,02 

190 

9442,70 

26 
NB.    F 

24,99 
fir  die  A 

66 
inwendi 

195,49 

ixxv  clieRfii 

9 

•  Tafel 

704,60 

119 
1  die  R] 

1444,55 

2ii0 
md  5tfU 

116894) 

ZI*.  Taftl  fir  Wasserdanpt 
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Dampfspannung  in 

Temperatur  in 
Cent-Graden 

t. 

1 

'S 

Innere  latente 
W&rme 

Aeussere  latente 

Wärme 

L. 

Iti 

• 

^1 

Millimeter 
Queck- 
silber.      1 

Kilo- 
grammen 
pro  V^' 

Gewicht  ei] 

Kubikmetc 

in  Kilogram] 

0,1 

76 

• 

1033 

46,21 

46,282 

538,848 

35,464 

0,0687 

0,2 

152 

2067 

60,45 

60,589 

527,584 

36,764 

0,1326 

0,3 

228 

31C) 

69,49 

69,687 

520,433 

37,574 

0,1945 

0,4 

304 

4ia4 

76,25 

76,499 

515,086 

38,171 

0,2553 

0,5 

380 

5167 

81,71 

82,017 

510,767 

38,637 

0,3153 

0,6 

456 

6200 

86,32 

86,662 

507,121 

39,045 

0,3744 

0.7 

532 

7234 

90,32 

90,704 

503,957 

39,387 

0,4330 

0,8 

608 

8267 

93,88 

94,304 

501,141 

39,688 

0,4910 

0,9 

684 

9301 

97,08 

97,543 

498,610 

39,957 

0,5487 

1,0 

760 

10334 

100,00 

100,500 

496,300 

40,200 

0,6059 

1,1 

836 

11367 

102,68 

103,216 

494,180 

40,421 

a6628 

1,2 

912 

12401 

105,17 

105,740 

492,210 

40,626 

0,7194 

1*3 

988 

13434 

107,50 

108,104 

490,367 

40,816 

0,7757 

1,4 

1064 

14468 

109,68 

110,316 

488,643 

40,993 

0,8317 

1.5 

1140 

15501 

111,74 

112,408 

487,014 

41,159 

0,8874 

2,0 

1520 

20668 

120,60 

121,417 

480,005 

41,861 

1,1631 

2,5 

1900 

25835 

127,80 

128,753 

474,310 

42,416 

1,4345 

3,0 

2280 

31002 

133,91 

134,989 

469,477 

42,876 

1.7024 

3,5 

2660 

36169 

139,24 

140,138 

465,261 

43,269 

1,9676 

4,0 

3040 

41336 

144,00 

145,310 

461,496 

43,614 

2,2303 

4.5 

3420 

46503 

148,29 

149,708 

458,103 

4^918 

2,4911 

5,0 

3800 

51670 

152,22 

153,741 

454,994 

44,192 

2,7500' 

5,5 

4180 

56837 

155,85 

157,471 

452,123 

44,441 

3,0073 

6,0 

4560 

62004 

169,22 

160,938 

449,457 

44,667 

3,2632 

6,5 

4940 

67171 

162,37 

164,181 

446,965 

44,876 

3,5178 

7,0 

5320 

72338 

165,34 

167,243 

444,616 

45,070 

3,7711 

7,5 

5700 

T7505 

168,15 

170,142 

442,393 

45,250 

4,0234 

8,0 

6060 

82672 

170,81 

172,888 

440,289 

45,420 

4,2745 

8,5 

6460 

87839 

173,35 

175,514 

438,280 

45,578 

4,5248 

9,0 

6840 

93006 

175,77 

178,017 

436,366 

45,727 

4,7741 

9,5 

7220 

98173 

178,08 

180,408 

434,539 

45,868 

5,0226 

10,0 

7600 

103340 

180,31 

182,719 

432,775 

46,001 

6,2704 

10,5 

7980 

108507 

182,44 

184,927 

431,090 

46,127 

5,5174 

11,0 

8360 

113674 

184,50 

187,065 

429,460 

46,247 

5,7636 

11,5 

8740 

118841 

186,49 

189,131 

427,886 

46,362 

6,0092 

12,0 

9120 

124008 

188,41 

191,126 

426,368 

46,471 

6,2543 

12,5 

9500 

129175 

190,27 

193,060 

424,8% 

46,576 

6,4986 

13,0 

9880 

134342 

192,08 

194,944 

423,465 

46,676 

6,7424 

13,5 

10260 

139509 

193,83 

196,766 

422,080 

46,772 

6,9857 

14,0 

10640 

144676 

195,53 

198,537 

420,736 

46,864 

7,2283 

NB.    Für  das  Verst&ndniss  dieser  Tafel  vergleiche  Sats  306. 
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ZP.  Psyt^ometer -Tafel. 


-19 

t,  — t, 

0.2 

88., 

0.4 

76, 

0.6 

65.4 

0.8 

54, 

1.0 

44.« 

1,2 

34.8 

14 

24, 

1.« 

1.8 

2.0 

12Ä* 

124* 

2.. 

a. 

-18 

89.J 

78., 

67.4 

57, 

48.« 

38.7 

28., 

18., 

2.2 

4^ 

6^ 

-17 
-16 

89., 
90., 

79., 
81., 

70, 
72, 

60, 
63.4 
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Alchymie  250 
d'Alembert  4,  227,  239,  281 


Algebra  5 

Algorithmus  12 

Alhydade  221 

Alligationsrechnung  21 

Almamun  2 

Alsop  211 

Amid  294 

Amortisation  27 

Ampere  60,  72,  319,  320 

Amsler  140 

Analogien,  Neper'sche  161 

Analysis  5 

Aneroidbarometer  273 

Anfangspunct  77 

Anger  206 

AngstrOm  294 

Anker  311 

Ansatz  der  Gleichungen  24 

Antinori  4 

Antiphon  122 

Anzahl  der  Lebenden  40,  — 

der  n-£cke  81,  —  der 

regelmässigen    Polyeder 

181—182 
Anziehung  245—246,   — 

chemische  250 
Apertur  285 
Apollonius  2,  135 
Apothema  111,  120 
Applicate  77,  191 
Aräometer  269 
Arago  247, 286, 297, 298, 307 
Arbeit,    äussere   303,    — 

mechanische  264 


Arbeitsequivalent,   calori- 

sches  306 
Archimedes   2,    122,   152, 

187,  204,  205,  259,  268, 

269,  307 
ArdOser  214,  215 
Argand  271,  308 
Aristoteles  2,  lÄ,  251,  273 
Arithmetioa,    analytica   9, 

—  numerosa  5,  —  spe- 
ciosa  5 

Arithmetik  1—72 
Ars  major  5,  —  minor  5 
Aspirator  280 
Astrolabium  221 
Asymptote  147 
Atwood  251 
d'Aubuisson  267 
Aufgabe  von  Lambert  217, 

—  Malfatti  127,  —  My- 
dorge  137,  —  Pothenot 
217,  —  der  Würfelvcr- 
dopplung  150 

Aufriss  206 
Auge  291 
Angpunct  293 
August  305 

Ausdehnbarkeit  245,  247 
Ausdehnung  245,  301 
Ausfluss  271 

Ausdruck,  unbestimmter  62 
Ausgleichung  224 
Ausschlag  260 
Autenheimer  45 
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Aazometer  293 

Axe  77,  136,  198,  —  con- 

jügirte  136,  143,  197,  — 

optische  289,  297 
Axonometrie  206 
Asimuthalquadrant  221 

Babinet  5,  206,  275 

Bachet  4 

Baco  285 

Baeycr  199,  207,  284 

BaUy  40 

BaUleux  40 

Baldi  3 

Balancier  307 

Pallistik  258 

ralthasar  292 

Baltser  5,  34 

Barfuss  211 

Barlaam  2 

Barometer  273,  —  stati- 
scher 273 

Baros2i  105 

Barrow  3,  283,  285,  289 

Bartholinus  3,  297 

Base  250 

Basilius  Valentinus  250 

Basis  9,  84,  88,  215 

Basisapparat  213 

Bataille  307 

Batterie  317 

Bauer  288 

Bauernfeind  211,  214,  275 

Banmgartner  4,  245 

Baur  211 

Becher  250 

Beck  269 

Becqnerel  283,  309 

Bedingungsgleichung  21, 
194 

Beer  249,  283,  309 

Beha-Eddin  132 

Beharrungsvermögen  245 

Benedetti  263 

Benteli  269 

Berg  272 

Bergery  73 

BemouUi  3,  4,  31,  35,  52, 
55,  64,  66,  70,  110,  150, 
152,  154,  228,  234,  245, 


254,  267,  285,  307,  311, 

313 
BerthoUet  250 
Berthoud  257 
Bertrand  45,  73 
Berzelius  250 
Beschleunigung  235,   239, 

—  der  Schwere  251 
Bessel  189,  206,  217 
Bestimmungsdreieck  121 
Beugung  296 
Beugungspunet  148 
Bevis  316 

Bewegung  73,  —  beschleu- 
nigte 237,  —  drehende 
75,  —  fortschreitende  74, 

—  gleichförmige  236,  — 
gleichf(5rmig  beschleu- 
nigte 237 

Beweglichkeit  245 
Beweis  84 
Bezout  5,  21 
Biegungsfestigkeit  249 
Bierens  69 

Bifilarmagnetometer  313 
Bild  284,  289,  —  fingirtes 

284 
BUdweite  285,  289 
Billet  283 
Billion  13 
Binet  (442) 
Binomialcoefficient  41 
Biörnsen  114 
Bion  214 

Biot  131,  245,  275,  297,  298 
Birch  3 

Birnbarometer  273 
Bisectrix  111 
Black  303 
Blum  206 
Blumberger  116 
Bodendruck  268 
Böklen  191 
Boerhaave  250 
Böschung  266 
Bohnenberger  45,  103,  256 
Bolley  250 
Bolyai  73 
Bombelli  9 
Boncompagni  4 


Borda  213,  222,  251 

Bordoni  211 

Borel  293 

Boscovich  154 

Böse  316 

Bossut  3,  4,  154,  267,  271 

Bouguer  4,  213»  283 

Bouniakowaky  76 

Bour  227 

Bourdon  273 

Boussole  314,  320 

Boyle  3,  274,  276,  296,  315 

Brachystochrone  154,  254 

Bradley  208 

Brftndli  137 

Bramah  267 

Brander  217,  221,  225 

Brandes  131 

Brasseur  (442) 

Brechung  283,  —  doppelte 
297,  —  ungewöhnliche 
297,  298 

Brechungsexponent  283 

BrechungsvermÖgen  283 

Breguet  247 

Breite  eines  Paares  232 

Bremiker  14 

Brennecke  103 

Brennlinie  285 

Brennpunct  137,  289 

Brennweite  285^  288,  290 

Breton  211 

Brewster  4,  283,  284,  289, 
291,  294,  298 

Brianchon  109 

Briggs  3,  14,  315 

Brioschi  34 

Briot  283,  299 

Brooke  247 

Brouncker  3,  28 

Bruch,  ächter  5,  —  syste- 
matischer 12,  —  an- 
ächter  5 

Brückenwaage  260 

Brune  113 

Brunner  270,  280 

BOchner  19 

Bttrgl  3,  11 

BUrja  73 

Buffon  39 
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Bunsen  25a  279,  294,  317 
Burekhardt  7,  247,  283 
Burg  82 
Burnier  275 

C^agnlard  de  la  Tour  281 

Cagnoli  103 

Callet  14 

Calorie  302 

Camera  lucida  288,  —  ob- 

scura  291 
Cantor  2,  5 
Capillarit&t  270 
Cardano  3,  19,  20 
Gardioide  150,  154 
Carl  4 
Carlisle  319 
Carnot  4,  79, 109, 116, 133, 

299,  306 
Carrö  150 
Cassini  150,  213 
Cassinoide  150 
Castillon  150 
Catacaustica  285 
Catalan  73 
Cauchoix  295 
Cauchy  4,  5,  9,  34,  45,  53, 

207,  2% 
Caus  307 
Cavaleri  205 
Cavallo  278 
Cayley  34 
Celsius  247 
Census  9,  15 
Centesimalwaage  260 
Centralbewegung  263 
Centrifugalkraft  263 
Centrum   111,    119  —  121, 

123,   182—183,   —   der 

Ecken  111,  119,  182,  — 

Kanten   182,   —   Seiten 

111,  120.  182 
Ceva  110 
Chapotot  212 
Chappe  320 
Charakteristik  14,  203 
Charles  278 
Chasles  73,  131,  135 
Chelini  131 
Chemie  250 


Cherbuliez  283 
ehester  295 
Chevreul  250 
Chladni  4,  281,  282 
Choisy  63 
Choquet  5 
Chordale  127 
Chorde  129 
Chorographie  211 
Christoffel  315 
Chronometer  257 
Chronoskop  320 
CisBoide  149 

Clalrault  4,  70, 73,  201, 270 
Clapeyron  306 
Classe  31,  33,  34 
Clausius  4,  299,  306 
Clebsch  249 
Coercitivkraft  310 
Coh&sion  248 
CoUadon  281 
CoUectlvlinse  293 
Collimation  222 
CollineaUon  175 
Collins  55 
Columbus  3,  313 
Combes  299 
Combination  33 
Combinationslehre  31—^ 
Commandino  2 
Comparation  21  ^ 

Compass  314 
Compensation  301 
Complanation  204 
Complement  75 
Componente  227 
Compressionspumpe  276 
Conchoide  147,  150 
Condensator  307 
Condorcet  35 
Conductor  315 
Congruens  7,  82,  86,  170 
Conoid  198 
Conormale  143 
Conus  175-176 
ConvergenE  53 
Convezspiegel  285 
Coordinaten  77,   191,   — 

rechtwinklige     77 ,     — 

schiefwinklige  77 


Copemicus  103 

Correlaten  224 

Cosa  9 

Cosecans  94 

Cosimo  3 

Cosinus  94,  129,  —  hyper- 
bolischer 146 

Cosinus  versus  94,  129 

Coss  15 

Cossall  2 

Cotangens  94 

Couple  232 

Cournot  45 

Cousin  45 

Cousinery  73 

Cramer  4,  34,  55 

Crelaenach  27,  155 

Crelle  4,  7,  8,  73,  211 

Cremona  201   - 

Crousac  73 

CrUger  103 

Cubatur  205 

Cubus  7,  9,  177 

Cugnot  307 

Culmann  14,  89,  116,  129, 
134,  229 

Cunnns  316 

Curven,  adiabatische  306, 
—  algebraische  131,  134 
bis  137,  142—147,  149 
bis  150,  —  doppeltge- 
krümmte 202,  —  dritten 
Grades  149,  —  isother- 
mische 306,  —  transcen- 
dente  131,  151—154,  — 
vierten  Grades  150,  — 
zweiten  Grades  134  bis 
137,  142-147 

CusanuB  122 

Cycloidalpendel  255 

Cycloide  154,  254,  —  ge- 
meine 154,  —  verkürzte 
154,  —  verlängerte  154 

Daguerre  4,  291 
Daguerreotyp  291 
Daguet  295 
Dalencö  247 
Dalton  250,  279 
Dampfdruck  306 
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Dampfkefisel  307 

Dampfmaschine  307 

DanleU  905,  317 

Dase  7,  122 

Dasypodius  3,  257 

Davy  250,  306 

Daxhelet  250 

Decimalbruch  12->13,   — 
periodischer  13 

Decimalsystem  12 — 13 

Decimalwaage  260 

Declioation  313 

Dedekind  8,  35 

Delabar  206 

Delambre  161,  223 

Delarive  285,  315 

Delaunay  227 

Deluc  247,  273,  275 

Densler  20V,  218 

De  Presle  235 

Desaguliers  245 

Desargues  116»  175 

Descartes  3,  9,  20,  149, 
181,  281,  283 

Deschales  3 

Deschwanden  227 

Desormes  315 

Determinante  21,  34 

Develey  73,  131 

Diacaustica  290 

Diagonale  79 

Diamagnetismus  312 

Dichte  246,  269,  278 

Dicke  der  Linse  289 

Diderot  4 

Dienger  103,  207 

Dietrich  311,  313 

Differential  55,  —  partiel- 
les 58,  —  totales  58 

Differentialgleichungen  59, 
70-71 

Differentialquotient  55 

Differentialrechnung  55-63 

Differentialthermometer 
317 

Differenz  6,  25,  55 

Diffusion  270,  279 

Dignitas  9 

Dimension  92 

Dinostrates  151 


Diocles  149 
Dionis  du  S^jour  131 
Diophant  2,  9,  22 
Diopter  214 
Diopterlineal  214,  215 
Direcüonswinkel  223 
Directrix  144 
Dirichlet  4,  8,  267 
Dirksen  72 
Dlsgregation  306 
Dispersion  294 
Distanzmesser  218 
Divergenz  53 
Dividend  7 
Division  7—8 
Divisor  7 

Dodecaeder  171,  181 
Döbereiner  308 
DoUond  295 
Doppelstrich  311 
Doppeltbrechung  297 
Dosenlibelle  212 
Dove  4,  283 
Dragma  9 
Drebbel  247 
Drehungsfestigkeit  249 
Dreieck,   ebenes  83—112, 

—  gleichschenkliges  84, 

—  pythagoräisches  93,  — 
rechtwinkliges  91— 94,  — 
sphärisches  188 

Dreiecksnetz  224 
Dreikant  166 
Drobisch  20 
Druckfestigkeit  249 
Druckpumpe  277 
Drammond  250 
Dub  315 
Dubois  257 
Duchayla  228 
Duc-la-Chapelle  212 
Dufay  4,  315 
Duhamel  45,  227 
Dulong    247,    273,    301, 

302 
Dumas  250 
Duodecimalsystem  12 
Dupin  131 
Dur^  45 
Dutrochet  270 


Dynamik   227,    235-244, 

251—282 
Dynamometer  293 

Ebene  73,  164,  193,  — 
diametrale  197,  —  paral- 
lele 164,  —  schiefe  254, 

—  tangirende  183,  200, 

—  unveränderliche  242 
Eberhard  215 
Echappement  257 
EcheUe  arbitralre  247 
Echo  281 

Ecke  7a-79 
Edleston  55 
Sggers  89 
Eigengewicht  246 
Eigenschaften  der  Materie 

245 

Eigenwärme  302 

Einheit  5 

Einlothzange  215 

Eintheilung  der  n-Ecke 
81,  —  der  Linien  zweiten 
Grades  137,  —  der  Flä- 
chen zweiten  Grades  196 

Elsenlohr  245 

Eisenstein  45 

Elasticität  248 

Elasticitätsgrenze  249 

Elasticitätsmodul  249 

Electricität  315—320,  — 
negative  316,  —  positive 
316 

Electrisirmaschine  315, 
316,  320 

Electromagnet  320 

ElectromagnetismuB  320 

Electrophor  316 

Electroscop  316 

Elemente  250,  —  zugeord- 
nete 116,  —  galvanische 
317 

Elevation  9—10 

Elimination  21 

Ellipse  137,  142—143 

EUipsoid  198—199 

Ellis  4 

Eisner  301 

Emission  283 
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Empfindlichkeit  2G0 

Emsmaim  245 

Encke  207,  208,  283 

Endosmose  270 

Energie  306 

Engelbreit  211 

Engelmann  4 

Entropie  306 

Epicycloide  154 

Equivalent  250 

Erdbatterie  317 

Erdmagnetiernns  313 

Ereignisse,  oontr&re  37 

Erfahrnngs  wahrscheinlich  - 
keit  38,  206 

Ergänzung,  decadische  14 

ErgänzuDgsbrach  28 

Ernst  140 

Erwartung  39 

Erweitern  8 

Eschmann  106 

Eschweiler  73 

Esp6rance  39 

Ettingshansen  4,  5,  31, 
245,  320 

Eudiometer  316 

Euklid  2,  76,  115,  283 

Euler  4,  5,  20,  28,  31,  45, 
50,  52,  70,  72,  94,  lOft 
103,  112,  113,  181,  201, 
227,  239,  243,  244,  245, 
260,  267,  281,  283,  289, 
295 

Evans  307 

Evolute  139,  149 

Evolvente  139 

Excentricität  137,  223 

Excess  167 

Exosmose  270 

Explement  75 

Exponent  9 

Exponentialgleichung  23 

Exponentialreihe  46 

Extraction  9—10 

Eytelwein  227,  267 

Faik207 

Factor7,  —  integrirender70 
Factorentafel  7 
Facult&t  32 

Wolf,  HawiWwMih.    L 


Fagnano  150 

Fahrenheit  247,  269 

Fall,  freier  251 

Fallmaschine  von  Atwood 
251 

Fallversuche  251 

Faradey  4,  250,  282,  312, 
315,  319,  320,  (442) 

Farbenabweichung  295 

Faujas  de  Sainl^Fond  278 

Federuhr  257 

Fehler  208,  —  des  Mittels 
208,  —  mittlerer  208,  — 
wahrscheinlicher  208 

Fehlerdreieck  217 

Fehlergleichungen  163 

Feingehalt  21 

Feldmessen  211—226 

Feller  5 

Ferdinand  3,  247 

Fermat  3 

Femrohr  293,  —  gebro- 
chenes 221,  —  hoU&ndi- 
sches  293 

Ferrari  20 

Ferrerius  220 

Ferro  19 

Festigkeit  248 

Festigkeitsmodul  249 

F6tis  281 

Feuchtigkeit,  absolute  305, 

—  relative  305 
Feuerbach  83 
Feuerzeug,  pneumatisches 

308 
Fibonacci  2,  7,  15 
Fiedler  73 
Figur,  eingeschriebene  126, 

—  umgeschriebene  126, 

—  von  Lichtenberg  316 
Finck  73»  227 

Finke  94 

Fischer  4,  140,  24^^  27Q, 
275 

Fläche  73,  92,  —  conische 
2QSf  _  des  Dreiecks  105, 
107,  —  des  Vielecks  117, 

—  developpable  203,  — 
einhiUlende  203,  —  wind- 
schiefe 203,  —  zweiten 


Grades  197—198,  —  zy- 
lindrische 203 

Flschenprojection  165 

Flächenwinkel  155 

Flaschenzug  262 

Fleck,  gelber  291,  —  Mar- 
riotte'scher  291 

Fliedner  245 

Flüssigkeit,  wässerige  291 

FlOssigkeitswärme  306 

Fluorescenz  294 

Fluxion  55 

Focalsehne  142 

FoUum  Gartesii  149 

Formeln  von  Cardan  19, 
—  Gauss  161,  —  gonio- 
metrische  96—100 

Fort  131 

Fortin  273 

Foucault  283,  295 

Fourcroy  4,  250 

Fourier  4,  20,  299 

Francoaur  5 

Franklin  4,  316 

Fraunhofer  4,  294,  295,  2% 

Freeden  207 

Freuet  45 

Fresnel  4,  296,  297,  298 

Fries  35 

Frisch  3 

Fuhrmann  227 

Fulton  4,  307 

Function  45,  —  algebrai- 
sche 45,  56,  —  con- 
tinuirliche  131,  —  ellip- 
tische 69,  —  gonio- 
metrische  95 — 100,  — 
hyperbolische  146 ,  — 
irrationale  45,  —  ratio- 
nale 45,  —  transoen- 
dente  45,  57 

Fuss  4 
Fusspunctencurve  150 

Gabba  4 

Galüel  3,  32, 154,  234,  247, 

251,  255,  273,  293 
Gallen  278 
Galvani  4,  815,  317 
Galvanismus  317-^320 

81 
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Oalyanoplasük  819 

Oanses  5 

Garnier  4 

Gauss  4,  8,  9,  11,  20, 
28,  161,  201,  207,  222, 
224,  283,  284,  289,  313, 
320 

Gavarret  315 

Gay-Lnssac  250 

Geber  250 

Geburtsregister  40 

GeflLssbarometer  273 

Gegenecke  79 

Gegenpaar  232 

Oegenresultante  228 

Gegensats  6 

Qegenstandsweite  285,  289 

Gegenvlerflach  172 

Gehalt  21 

Gehler  4,  11 

Gehren  129 

Gehörorgan  281 

GeUer  116,  (442) 

GeUsler  278 

Gellibrand  75 

Gemma  Frlsins  5 

Geodäsie  211 

Geodynamilc  251—266 

Geometrie  1,  73—226,  — 
analytische  131 —154, 191 
bis  205,  —  darstellende 
oder  descriptive  206,  — 
neuere  116,  —  prakti- 
sche 211—226 

Geostatik  251—266 

Gerade  73,  76,  89,  181, 
194,  —  gebrochene  78, 
—  parallele  76,  —  senk- 
rechte 76,  —  seilige  76 

Gerding  250 

Gergonne  4 

Gerhardt  3,  45,  55,  250 

Gerllng  103, 143,  207,  208, 
209,  217 

Gerono  4 

Gerwien  107 

Gesammtw&rme  806 

Geschichte  der  Mathematik 
und  Physik  2—4 

Geschwindigkeit  285,  236, 


239,  —  der  Electricitftt 
319,  —  des  Lichtes  283, 

—  des  Schalles  281,  — 
mittlere  236,  —  virtuelle 
234 

Gesetz  von  Hutton  305,  — 
Mariotte  274,  301,  — 
Ohm  318 

Gessner  3,  250 

Gewicht  208,  —  absolutes 
246,  —  specivisches  246, 
269,  278 

Oewichtuhr  257 

Oe Wichtearäometer  269 

Gewichtsthermometer  301 

Gewissheit  87 

Gib  94 

Giesel  72 

Glffhom  5 

Gilbert  4,  809,  815 

GiUy  226 

Gioja  814 

Girard  6,  20,  81 

Oirtanner  250 

Glaselectricität  316 

Glasfeuchtigkeit  291 

Glauber  250 

Gleichgewicht  227,  —  la- 
biles 252,  —  stabUes  252 

Gleichgewichtsbedingungen 
234 

Gleichheit  5,  15 

Gleichungen  15  —  24,  — 
algebraische  16,  101,  — 
der  Ebene  193,  —  der 
Geraden  131, 194,  —  des 
Kreises  134,  —  dritten 
Grades  19, 101,  —  ersten 
Grades  16,  21,  —  höhere 
20,  —  mit  mehreren  Un- 
bekannten 21,  —  nume- 
rische 20,  21,  23,  — 
transcendente  16, 28, 102, 

—  überschtlssige  21,  210, 

—  unbestimmte  22,  — 
von  Riccati  70,  —  «wei- 
ten Grades  18,  101 

Glied  6,  —  erstes  und  letz- 
tes 25,  26 
Glockenlinie  149 


Gmelin  250 
Göthe  283 
Goldschmid  273 
Goniometrie  95—100 
Goudin  131 
Goulier  218 
Grad  75 
Gräffe  20,  72 
Graffenried  6,  15 
Graham  250,  279,  301 
Gramm  246 
Grandi  8 
Grashof  249 
s'Gravesande  245 
Gray  4,  315,  816 
Gregory  47,  295 
Gren  4 
Gretschel  116 
Grimaldi  3,  296 
Grosninglus  154 
Grösse  8 
Grovc  817 
Grundriss  206 
Grunert  4»  108,  147,  288 
Grynäus  8 
Gua  131,  178 
Gudermann  183 
Guerike  3,  276,  315 
Guido  Ubaldi  234 
Guinand  295 
Guldin  81,  185 
Gunter  14,  94,  151 
Guyton  de  Morvean  250 

Hachette  807,  815 
Hadley  222 
Hagen  85 

Halbkugeln,   Magdeburgi- 
sche 276 
Haller  817 

Halley  2,  222,  247,  275 
Hamberger  2 
Hamilton  135 
Hansch  8 
Hansen  207 
Harriot  8,  5 
Harrison  801 
Harüng  290 
Hartmann  8,  811,  313 
Hartner  211 
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Hanelectrieit&t  816 

Hasler  318 

Haspel  261 

HasBler  5,  TS,  103,  213 

Hanptaze  136, 197, 248, 297 

Hanptkreis  183 

Hauptponot  289 

HauptBchnitt  175,  297 

Hauptstrahl  285 

Hansen  316 

Haut,  harte  291 

Hawksbee  315 

Hasardspiele  89 

Hebel  259 

Heber  277 

Heberbarometer  273 

Heilbronner  4 

Heinen  263 

Heia  5*  73 

Hele  257 

HeUotrop  222,  284 

Helmholts  281 

H^rigone  9 

Hermann  14Q,  227,  247 

Hero  105,  247,  277,  807 

Heronsball  277 

Herschel  283,  295,  298 

Hertel  73 

Hertz  257 

Hesse  131,  182,  191 

Hessler  245 

Heussl  245 

Hexaeder  171,  181 

Hexagrammnm    mysticnm 

126 

Hindenburg  4,  31 

Hipp  257,  320 

Hirn  299 

Hirsch  5, 45, 68, 73, 247, 273 

Hoare  14 

Hochdruck  807 

Höfer  250 

Höhe  88 

Höhenhreis  221 

H5henmes8ung225, 226, 275 

Höhenpunct  112 

Höhenwinkel  225 

HofTmann  115,  250,  294 

HofineiBter  245 

Hohl  171 


Hohlspiegel  285 
Holts  816 

Holtsmann  227,  270 
Hommel  220 
Hooke  222,  296,  320 
Horisont,  künstlicher  225, 

—  scheinbarer  225 
Homer  213,  217,  273,  275 
Hornhaut  291 
Horrebow  8 

l'Hospital  45,  135 

Housel  5,  73,  131 

Hubbard  40 

Huber  76 

Hfilsse  27 

Hufeisenmagnet  311 

Hugens  3,  35,  151,  154, 
204,  254,  255,  256,  257, 
263,  283,  285,  293,  295, 
297,  298 

HuU  307 

Hun&us  211 

Hutton  4,  211,  805 

Hydraulik  267—272 

Hydrostatik  267—272    • 

Hygrometer  280,  805 

Hygroskop  280 

Hyperbel  137,  146—147, 

—  gleichseitige  146 
Hyperboloid  198 
Hypocydoide  154 
Hypotenuse  91 
Hypsometrie  275 

Jacobi  4,  8,  34,  45,  227, 
228,  315,  319 

Jaoqmin  807 

Jallabert  315 

Jamin  245 

Jansen  3,  293 

Jelinek  20 

Ikosaeder  171,  181 

Inclinaüon  313 

Inductionsstfom  319 

Inflexionspunct  148 

Integral,  allgemeines  70,  — 
besonderes  70,  —  be- 
stimmtes 69 

Integralrechnung  64—72 

Intensit&t  313 


Interferenz  272,  296 
Interpolation  54 
Interpolationsformel,  loga- 
rithmische 49 
Inversion  34 
Involution  109,  116 
Involviren  82 
Joachimsthal  181 
Jouffroy  807 
Joule  4,  803 
Isochrone  154,  254 
Isolator  315 

Isoperimetrie  63,  90,  108 
JUrgensen  247,  257 
JuUien  227,  273,  807 

KfUtemischungen  804 
Kämtz  805,  806 
Kästner  4,  19 
Kahl  245 
Kaleidoskop  284 
Kammrad  261 
Kanalwaage  212,  268 
Kante  155 
Kantenwinkel  155 
Karat  21 
Karsten  4,  5,  245 
Kater  256 
Kathete  91 
Kathetometer  275 
Kegel  175-176 
Kegelrad  261 
Kegelschnitte  176 
KeU  155,  253 
Kellner  290 
Kennziffer  14 
Keppler  3,  288,  298 
Kern  226 
Kettenbruch  28—30,  208, 

—  periodischer  80 
Kettenlinie  151,  234 
Kettenregel  17 
Kilogrammeter  264 
Kimmtiefe  225 
Kircher  292,  809 
Kirchhoff  4,  294 
Klangfiguren  282 
Kleist  816 
EUngenstiema  295 
mügel  4,  208,  288 

81* 
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Knapp  40  Eondt  282  99,  —  PtolemSiu  126,  — 

Enotenlinie  155  Kunze  73  Pythagoras  93,  115,  — 

Knotenpimct  289  Ennzek  245,  283  Btarm  20,  —  Taylor  60 

Eochanski  123  Leibnitz  3,  7,  27,  31,  34, 

KQrper  171,  248,  —  amor-  LacaUle  283  52,  55^  82,  234,  %4,  264 

phe  248,  —  anisotrope  La  Condamine  213  Leiter  315 

283,  —  athermane  300,  Lacroiz  5,  35,  45,  73,  103,  Leitlinie  144 

—  dehnbare  248,  —  dia-       211  Leitstrahl  77 
magnetische  312,  —  dia-  Laden  316  Lemniscate  150 
thermane  300,   —   ela-  Ladomns  73  Lemoch  211 
Büsche   248,    249,   265,  Länge  74  Lenoir  213 

—  expansible   248,   —  LängeDabweichnng285,290  Leonardo  da  Vinci  291 
feste  248,  —  harte  248,  Längenmessung  213  Leopold  3 

—  isotrope  283,  —  kry-  Läutwerk  320  Lepaute  257 
BtaUlnische  248,   —   H-  Lafr^moire  73  Leroy  206 

qnide  248,  —  paramag-  Lage,  perspectivische  116,  Lesage  4,  299,  320 

netische  312,  —  spröde       175,  —  schiefe  116  IjesbroB  267,  271 

24g,  _  weiche  248  La  Goumerie  206  Leslie  299,  317 

Eonon  152  Lagrange  4,  20,  45,  46,  47,  Leupold  307 

Eopp  250                                 60,  61,  72,  75,  192,  227,  Lexell  118,  190 

Eoppe  180                                234  Leydnerflasche  316 

Eräfte,  parallele  231  La  Hire  135,  226  Lhuilier  5,  43,  45, 106, 118, 

Eräftenpaar  232-233  La  Lande  14,  270  131,  167,  173 

Er&ftenparallelogramm  228  Laianne  209  Liagre  35,  40 

Erafft  131  Lambert  4,  206,  207,  217,  Libelle  212 

Eraft  227,   —  brechende       283,  289,  299,  305  Libri  2 

283,  —  lebendige  264  Lamö  73,  245,  249,  (442)  Licht  283 

Eramp  278  Lamont  313  Lichtenberg  316 

Ereis   123—130,   134^,   —  Lana  278  Lichtstrahl  283 

concentrischer    127,    —  Lang  245  Liebig  250 

excentrischer    127,    —  Langsdorf  267  Lielegg  294 

getheilter   219 ,   —  von  Laplace  4,  35,  36,  61,  207,  Ligowski  146 

Lexell  190                            208,  242,  270,  275,  301  Limbns  221 

Ereissector  129  La  Roche  9  Limes  55 

Ereissegment  129  Last  246  Limpricht  250 

Erelstheilung  219  Latema  magica  292  Lindemann  283 

Erenzscheibe  214  Latus  rectas  225,  —  versus  Lindenan  275 

Erüger  273                               225  Line  274 

Erümmung  201  Laugier  286  Linie  73,  —  der  gleichen 

Erümmungskreis  139  Lavoisier  4,  250,  301  Potenzen  127,  -—  dritten 

Erystalllinse  291  Lebensdauer  40  Grades   149,    —    ersten 

Euen  115  Lebon  308  Grades  131—132, 194  bis 

Kugel  183—190,   —   Ab-  Lecointe  5  195,  —  Frannhofer'sche 

schnitt    und   Ausschnitt  Lef^bure  5,  131,  206  294»  296,  —  gebrochene 

187,  .  Dreieck  188  bU  Legendre  4,  8,  45,  73,  76,  78,  —  geodätische  199, 

190,  —  Inhalt  187,  —       90, 167, 188, 189, 190, 207  —  gerade  73,  —  höhere 

Oberfläche  und  Zone  186  Lehmann  217  149—154,  —  krumme  TE, 

Euhn  294  Lehrsatz,   binomischer  41  — logarithmische  151, — 

Eulenkamp  217                        bis  44,  —  polynomischer  transoendente  151— 154)> 

Eulik  227                                 41,  —  von  Moivre  50,  —  vierten  Grades  16(X 
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—  Bweiten  Grades  134 
bis  137,  142-147 
Linienwinkel  165 

Linse  289—290,  —  achro- 
matische 295,  —  des 
Auges  291 

Liouville  4 

Lippershey  3,  293 

Listing  289 

Littrow  5,  35,  40, 131, 136, 
275,  283 

Lobatschevsl[ji  73,  76 

Löwig  250 

Logarithmen  11,  —  Gauss*- 
sehe  11,  —  gemeine  oder 
Brigg'sche  14,  49,  — 
hyperbolische  147,  — 
natttrliche  oder  Neper'- 
sche  48 

Logarithmiren  23,  26 

Logistik  6,  151 

Lohmeyer  278 

Lommel  45 

Loth  212 

Lotto  39 

Loupe  291 

Lucmm  39 

Lodolph  5,  122 

Lübsen  5 

Lüders  2 

Luftballon  278 

Luftfemrohr  293 

Lufthelsung  300 

Luftpumpe  276 

Luftthermometer  301 

Lullin  315 

LuUius  250 

IHaclaurin  tö,  61 
Mästlln  3 

Magelhaens  247,  273,  293 
Magister  matheseos  93 
Magnet,  künstlicher  311 
Magneteisenstein  309 
Magnetismus  309—314 
Magnetoelectricität  320 
Magnetometer  313 
Magnus  131,  267 
Mftlerspiegel  285 


Malfatü  127 

Malus  4,  297,  298 

Manget  250 

Manometer  274 

Mantel  175 

Mantisse  14 

Marcet  245 

Marco  Polo  314 

Mariotte  3»  274 

Martens  257 

Martin  291 

Marx  298 

Mascheronl  73 

Masse  246 

Mathematik  1—244 

Matteucci  4,  309 

Matska  129 

Mauduit  169 

Maximum  63 

Maximumthermometer  247 

Mayer  4,  5,  210,  211,  216, 
222,  299,  306 

Mayr  45,  70,  72 

Mechanik  1,  227-244^  251 
bis  282 

Meinert  226 

Meissner  300 

Meister  117 

Melloni  317 

Menelaus  109 

Menge  der  Bewegung  264 

Mensel  215 

Mensing  101 

Mercator  3,  47 

Merlan  209 

Mers  295 

Messkette  213 

Messtisch  215 

Metallthermometer  247 

Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate 207—210,  —  von 
Bezout  21 

Metius  122,  293 

Meusnier  203 

Meyer  40 

MicheU  247 

Mikroskop  292 

Milliarde  35 

Million  35 

Minimum  63 


Minimumthermometer  247 
Minotto-Elemente  317 
Minuend  6 
Minute  75 

Mischungsgewicht  250 
Misohungsrechnung  21 
Mitis  226 
Mitscherlich  250 
Mittel,  anisotropes  283,  — 
arithmetisches    11 ,    17, 
207,  —  geometrisches  11, 
17,  93,  —  harmonisches 
17,  93,  —  isotropes  283 
Mittelpunct  136,  197,  — 
der  Ecken  119,  —   der 
Linse   289,  —   der  pa^ 
rallelen  Er&fte  231,  — 
der  Seiten  120 
Mittelpunctawinkel  124 
Mocnik  14 
Modulus  7,  9,  49 
Möbius  28,  73,  227 
Mölllnger  169 
MOndchen  186 
Mohammed  ben  Musa  2,  94 
Mohs  248 
Moigno  4,  227 
Meinet  257 
Moivre  3,  35,  50,  99 
Moll  293 

Mollweide  104,  161 
Molyneux  280 
Moment  einer  Kraft  230, 

—  eines  Paares  232,  — 

—  eines  Punctes  133,  — 
magnetisches  313 

Monckhofen  291 
Monge  4,  131,  201,  206 
Montferrier  4 
Montgolfier  4,  271,  278 
Montmort  35 
Montuda  4 
Morin  '249,  267 
Morland  273,  281 
Morse  320 
MortaUtilt  40 
Mortalit&tscurve  40 
Moser  4 

Mossbrugger  191 
MosBotti  227,  245 
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Monsson  346,  294,  909 
Mouzln  14 

MUler  4,  5,  28,  181,  815 
Mflnater  224 
MnltipUeand  7 
MnltipUcation  7—8,  —  ab- 

gekfirzte  13 
Mnltiplicator  7,  —  electro- 

magnetischer  820 
Mnncke  245 
Mnrdoch  250 
Mnrhard  4,  72 
Mnrray  807 
MnsBchenbroek  245,   270, 

809 
Mydorge  187 

IVSgeli  292 

Näherangsbraoh  28—29 

Nagel  155 

Napier  8,  11,  161 

Kavier  45,  227 

Nebel  305 

Nebenwinkel  75 

Negaüf  291 

Neigungswinkel  155 

Neu  149 

Nenner  5,  —  gemeinscbaft- 
licber  8 

Nesselmann  2 

Netto  217,  226 

Netzhaut  291 

Nenmann  298,  315 

Nennerprobe  13 

Neweomen  307 

Newton  3,  41,  45,  46,  50, 
54, 55, 149, 150, 222,  228, 
263, 283, 293, 294, 296, 315 

Nicholson  269,  319 

Nichüeiter  315 

Nicol  298 

Ni^pee  291 

Nikomachos  25 

Nikomedes  147,  150 

Nivellirinstmment  226 

Nobüi  317 

Nörremberg  298 

NoUet  245,  270,  315,  316 

Nonins  220 

I^orm  9 


Normale  138,  201 

Normalebene  202 

Normalform  131 

Normann  313 

Nfirnberger-Eyer  257 

Nnllpnnct  des  Thermo- 
meters 247,  —  absoluter 
801 

Obelisk  180 
OberflSche  175 
Objecüv  292,  293 
Objectivdiopter  214 
Octacder  171,  181 
Ocnlar  292,  293,  —  nega- 
tives 293,  —  positives  293 
Ocnlardiopter  214 
Odermann  5 
Oeri  213 

Oersted  4,  315,  320 
Ohm  72,  315,  318 
Olivier  206 
Omar  5 
Oppikofer  140 
Optik  283—298 
Ordinate  77 
Orelli  24 
Oriani  169 
OrienÜrboussole  217 
Ort  73 

Oscillation  255 
Osculationsebene  202 
Otho  100 
Oughtred  5,  7 
Osanam  3,  5 
Oson  250 

Pacioli  de  Burgo  2,  6 
Painvin  131 
Pambour  307 
Pantograph  115 
Papin  4,  306,  307 
Pappos  2,  116,  147,  185, 

253,262 
Parabel  137, 144—145,  258, 

—  Neil'sche  149,  254 
Paraboloid  198 
Paracelsns  250 
Parallele  76,  89,  157 
Parallelkreis  184 


Parallelepipedon  177 
Parallelogramm  118,  115, 

—  der  Bewegungen  288, 

—  der  Krifte  228,  — 
von  Watt  807 

Parameter  131,  187 
Parrot  115,  270 
Partialbrfiche  66 
Pascal  3,  31,  41,  126,  154, 

273 
Pastenr  4 
Pancker  78 
Paulus  116 
Peacock  4 
P^clet  299 
Pendel  255—256 
Pentadik  12 
Perimeter  121 
Periode  13 
Peripherie  123 
Peripheriewinkel  124 
Perkins  300 
Permutatton  31,  82,  88 
Perspective  175 
Peters  4 
Petit  301,  302 
Petsval  70 
Peyrard  2 
Pfäffli  140 
Pfaff  61,  116 
Pfeil  129 
Pferdekraft  264 
Pfleiderer  103 
Phasenceit  283 
Phlogiston  250 
Phosphorescens  294 
Photographie  291 
Photometrie  283 
Physik  1,  245-320 
Picard  213,  226 
Pictet  104 

Pilatre  de  Rosier  278 
Piria  4 
Pisco  281 
Pistor  222 
Pitiscus  100 
Pizii  320 
Place  255,  290 
Plana  315 
Planimeter  140 
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Planta  316 

Plantamonr  256,  275 

Plato  2,  147 

Plinius  d09,  315 

PlöBsl  295 

Plttcker  131,  191 

Pneumatik  273—280 

Poggendorf  4,  250,  313, 
315,320 

Pohl  275 

Poinsot  81,  227 

Poidson  4,  35,  227,  228, 
234,  258,  270,  299 

Pol  77, 128, 184,  —  magne- 
tischer 309,  311 

Polarcoordinaten  77 

Polardraht  317 

Polardreieck  167—168 

Polardreikant  167 

Polare  128 

Polarisation  298 

Polarisationeebene  298 

Polarisator  298 

Polariskop  298 

Polarkreis  184 

Polarplanimeter  140 

Polarprojection  206 

PoUak  5,  24 

Polyeder  171, — centrisches 
182,  —  convezes  181,  — 
regelmässiges  182 

Polygonisiren  215 

Polygonometrie  118 

Poncelet  4, 116,  228,  (442) 

Porosit&t  245 

Porro  213 

Porta  291 

Position  77 

Potens  9,  —  der  Hyperbel 
147,  —  eines  Ponctes  125 

PotensenflaschenEiig  262 

Potestas  9 

Pothenot  217 

Potter  307 

Pouce  d'eau  271 

PouiUet  245,  273,  301 

Prändel  5 

Prätorins  215 

Prechtl  283 

Prediger  275 


Presse  Ton  Bramah  267 

Prevost  299 

PriesUey  260,  283,  315 

Primsahl  7 

Prindp  der  Erhaltung  der 
Fl&chen  241 ,  —  der 
Erhaltung  des  Schwer-* 
punctes  240,  —  der  Mul- 
tiplication  216,  —  der 
virtuellen  Geschwindig- 
keiten 234,  —  von  d'A- 
lembert  239 ,  —  von 
Button  305 

Prisma  177,  288,  295,  — 
achromatisches  295,  — 
von  Nicol  298 

Prismenkreuz  214 

Prismoid  179 

Product  7 

Progression ,  absteigende 
26,  —  arithmetische  2b^ 

—  geometrische  26 
Projection  88,   156,   158, 

206,  —  axonometrische 
206,  —  isometrische  206, 

—  monodimetrische  206, 

—  orthogonale  206,  — 
perspectivische  206,  — 
polare  206 

Prony  14,  271 
Proportion ,    arithmetische 
17,  —  geometrische  17, 

—  stetige  17 
Proportionale,  mittlere  17 
Psychrometer  280,  305 
Ptolemäus  94,  126,  212 
Puissant  211 

Pumpe  277 

Punct  73,  —  besonderer 
148,  —  coqjugirter  148, 

—  der  mittlem  Entfer- 
nungen 133,  —  entspre- 
chender 76,  —  harmo- 
nischer 116,  —  isolirter 
148,  —  reciproker  128, 

—  vielfacher  148 
Purbach  12,  100,  225 
Pyramide  175, — gerade  175 
Pyrometer  301 
Pythagoras  93,  115 


Quadrat  7,  113 
Qnadratrix  151 
Quadratum    geometrionm 

225 
Quadratur   140,  —    des 

Kreises  123 
Quadratwurzel  8 
Quecksilbercompensation 

301 
Querschnitt  179,  180 
Quetelet  4,  35 
Quotient  7,  26 

Raabe  45,  52 

Rad  261 

Radau  273 

Radicalaxe  127 

Radicalcentrum  127 

Radicke  283 

Radius  111,  119,  123,  — 

Vector  77 
Radix  9,  15 
Rahn  7,  9 
Ramend  275 
Ramsden  213,  221,  293 
Ramus  5,  73 
Rankine  306,  307 
Raum,  pyramidalisoherl75, 

—  prismatischer  177,  — 

schädlicher  276 
Raumcoordinaten  191 
Raumdreieck  155—170,  -*• 

rechtwinkliges  169 
Raumeck  155 
Raumeckenwinkel  155 
Raumgebilde  1 
Rauminhalt  173—174 
Raumtrigonometrie  160  bis 

163,  167—169 
Röaumur  247 
Rebstein  2lt 
Rechenschieber  14,  218 
Rechnen,  graphisches  89 
Rechnnngsvortheile  13 
Rechteck  113 
Redproke  7 
Recknagel  283 
Recorde  5 
]^ctiflcation   141,  -^  des 

Kreises  123 
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RecQTsion  67 
Redtenbacher  227 
Reduction  auf  Centrum  223, 

—  Horizont  223,  —  Meer 
213 

Reflexion  283,  —  totale  286 
Refiraction  287 
Refractor  293 
Regel  von  Gnldin  185,  — 

Simpson  145 
Regen  305 

Regenbogenfarben  294 
Regenbogenbaut  291 
Regiomontan  6,  34,  100 
Registrirapparate  247,  273, 

280 
R^gle  k  Calcul  14 
Regnault  250,  278,  305, 306 
Regula  Falsi  20,  21,  23, 

44,  132,  134 
Regulator  257,  307 
Reibung  266 
Reibungscoefficient  266 
Reibungswinkel  266 
Reichenbach  213,  221 
Reif  305 
Reihe,  arithmetische  25, 42, 

—  exponentiale  46,  — 
goniometrische  50,  100, 

—  logarithmische  47,  — 
umgekehrte  51,  —  von 
Maclaurin  61,  —  Taylor 
60 

Reinhold  100,  226 
Rentenrechnung  27,  40 
Repsold  213,  256 
Res  15 
Rest  7 

Resolvente  20 
Resultante  227 
Reuleaux  89,  ^ 
Reuss  4 

Reversionsformel  61 
Reversionspendel  256 
Reye  116 
Rhäticus  94,  100 
Rheostat  318 
Rhomboeder  177 
Rhombus  113 
Jliccaü  70 


Richer  220 

Richmann  316 

Richter  250 

Richtung  73,  —  horizontale 
246,  —  verticale  246 

Riemann  4,  45,  73 

Riese  5 

Riess  315 

Rlttenhouse  289 

Ritter  207 

Robert  278 

Roberval  154 

Robinson  273 

Roe  14 

Römer  3,  154 

Rogg  4 

Rofaault  245 

Rolle  262 

Rolllinien  153 

Romershansen  214 

Roscoe  294 

Rose  250 

Rosse  295 

Rostcompensation  301 

Rotationsaxe,  augenblick- 
liche 244 

Roulette  154 

Rosier  4 

Rudolff  2,  6,  7,  9,  13,  15, 
24,  25,  26 

Rückwärtsabschneiden  215 

Rtthlmann  267,  275 

Rumford  299,  303 

Rutherford  247 

8äule ,  thermoelektrische 
317,  -  von  Volta  317, 
—  Zamboni  315 

Säure  250 

Sagredo  247 

Saite  282 

Salmon  45,  135,  149,  191 

Salvino  degli  Armati  289 

Sal2  250 

Sammellinse  289 

Sanctorius  247 

Sanduhr  257 

Santbech  100 

Bantini  283 

Sats  von  Archimed  187,  — 


Oeva  HO,  —  Euler  181, 

—  Qua  173,  —  Lcgendre 
189,  —  Steiner  133,  180, 

—  Stewart  HO 
Säugpumpe  277 
Saussure  280, 305,  313,  315 
Savacorda  12 

Savart  282 
Savary  315 
Bav^rien  4 
Savery  307 
Sawitsch  207 
Bcalenaräometer  269 
Schabus  275 
Schall  281 
Scheele  250 
Bcheffler  5,  267 
Scheibel  4 

Scheibeninstrument  215 
Scheibner  28 
Scheinbruch  5 
Scheiner  115 
Scheitel  75,  137 
Scheitelwinkel  75 
Schell  202 

Schellbach  45,  135,  227 
Scheuen  294,  315 
Schenkel  75,  84 
Schering  315 
Schilling  320 
Schinz  140,  152 
Schlilfli  61,  192 
Schlesinger  206 
Schlömilch  4,  45,  73,  131 
Schmelzpunot  247 
Schmidt  283 
Schnee  305 
Schneebeli  249 
Schneitier  211 
Schnellwaage  260 
Schnitt,  goldener  121 
Schnuse  45 
Schönbein  250 
Scholfleld  73 
Schoner  100 
Schooten  3,  146 
Schott  5,  276 
Schraube  254 
Schreibapparat  von  Morse 
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SchrQn  14 
Schröter  116 
Bchubarth  4,  250 
Schulz  14 
Schulze  14 
Schumacher  213 
Schwarz  8 
Schweins  27,  73 
Schwendener  2d2 
Schwenter  215 
Schweraxe  133,  231 
Schwerd  2% 
Schwere  246 
Schwerpunct  112, 138, 140, 

141,  196,  204,  205,  231 
Schwimmen  269 
Schwingung  255,  282 
Schwingungsaxe  256 
Schwingungspunct  256 
Schwungrad  307 
Secans  94,  129 
Seoante  124,  125 
Secchi  273 
Sector  129 
Seebeck  298,  317 
Segment  129 

Segner  17a  243,  245,  267 
S^in  4,  307 
Sehne  124,  129,  —  con- 

jugirte    136,   -~    ideale 

124 
Sehweite,  291 
Seidewitz  116 
Seüpolygon  229 
Seite  78,  —  homologe  107, 

—  innere  78 
Seitenabweichung  285,  290 
Seitenverhältnisse  94 
Sekunde  75 
Sekundenpendel  255 
Sella  14 
Sönarmont  4 
Senkrechte  76,  88,  156 
Senkrechtenwinkel  159 
Senkwaage  269 
Serret  4,  45 
Setzwaage  212 
Sezagesimaltheilung  12 
Seyffer  315 
Shaifher  315 


Sharp  14 

Sicherheitslampe  306 

Sidler  258 

Siedepunct  247 

Simms  211 

Simonoff  313 

Simpson  5,  35,  40,  73,  103, 

145,  207 
Simson  2,  135 
Sinus  94,  129,  —  hyper^ 

bolischer  146 
Sinnsboussole  320 
Sinusoide  151 
Sinus  totus  94 
Sinus  versus  94,  129 
Siz247 

Sliding  Rule  14 
Slomann  55 
Smith  283 
Snellius  3,  108,  217,  224, 

283 
Sni^decki  169 
SOmmering  320 
Sohncke  4,  45,  131 
Sonnenmikroskop  292 
Sonnet  4 

Spannungsreihe  318 
Sparks  4 
Spektroskop  294 
Spektrum  294 
Sphäroid  199 
Spiegel  284—285 
Spiegelkreis  222 
Spiegelseztant  222 
Spiegelteleskop  293 
Spiel,  ehrliches  39 
Spirale,  Archimedische  152, 

—  hyperbolische  152,  — 

logarithmische    152,    — 

parabolische  152 
Spitz  73 
Spitze  84,  148 
Spur  155 
StabUität  252 
SUdia  218 
Stahl  250 
Stampfer  226 
Standlinie  215 
Statik  227-234,  251-282 
Staudigl  206 


Staudt  116 
Stegmann  (442) 
Steiner  4,  106,  116,  133, 
150,  153,  175,  180  181 
Steinhauser  291 
SteinheU  4,  284^  295,  320 
Stephenson  4,  307 
Stereoskop  291 
Stern  5 
Steuerung  307 
Stevin  8,  9,  12,  254 
Stewart  73,  110 
Stifel  2,  24,  41 
Sümrad  261 
Stöckhardt  250 
Stöhrer  320 
Storchsohnabel  115 

StoBs  265 

Stossheber  271 

Strahlen ,  aussergewöhn- 
liche  297,  —  chemische 
294 ,  —  entsprechende 
76,  —  harmonische  116 

Strahlbttschel  75,  76 

Strauch  70,  72,  285 

Strich  311 

Stmadt  257 

Strömer  247 

Strom,  galvanischer  317  bis 
320,  —  inducirter  319 

Strutt  300 

Stuart  307 

Studer  245 

StQtzpunct  des  Hebels  259 

Stufe  75 

Sturm  4,  5,  20,  45,  227, 

281,  317 
Subnormale  138 
Subsütution  21,  65 
Bubtangente  138 
Subtractton  6 
Subtrahend  6 
Sue  315 
SüssmUch  40 
Suhle  305 
Sulzer  317 
Summand  6 
Summe  6,  —  algebraische 

6 
SummenlogarithmuB  IX 
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Bnpplement  75 
Symmetrie  87,  170 

Tacquet  73 

Tafel  der  hyperbolischen 
Sinus  und  Cosinus  146, 
—  der  Wahrscheinlich- 
keiten 206,  — -  Frank- 
lln'sche  316,  —  I  bis  XU 
(443-476) 

Talbot  291 

Tangens  94 

Tangente  124»  125,  138 

Tangentenboussole  320 

Tara  260 

TartagUa  3,  19 

Taster  320 

Tautochrone  154,  254 

Taylor  60 

Telegraphie  320 

Teleskop  293 

Telometer  218 

Terqnem  4 

Tetraeder  171, 174»  181, — 
abgekürstes  174»  180 

Tetraedralzahl  42 

Tetragonometrie  114 

Thal  272 

Thau  305 

Thebit  2 

TheÜ  5,  75 

TheUbarkeit  7,  13,  245 

Theiler  7,  —  grösster  ge- 
meinschaftUoher  13 

TheÜregeln  13 

Theilnng,  harmonische  116 

Th^nard  250 

Theodolit  221 

Theon  268 

Theorie  der  Fehler  208 
bis  209 

Thermoelectricit&t  317 

Thermometer  247 

Thermomultiplicator  317 

Thibaut  5,  80 

Thompson  4 

Thomson  306 

Tilscher  206 

Tobisch  5 

Todhunter  35,  72 


T5pler  316 

Topf,  Papinianischer  306 

Topographie  211-226 

Torelli  2 

ToriceUi  3»  271,  273 

Torsionsfestigkeit  249 

Tortolini  4 

Townley  274 

Trftgheit  245 

Trägheitsmoment  243,  264 

Tragmodttl  249 

Tralles  269 

Transformation    der    Co- 

ordinalen  97,  137,  192, 

198 
Transporteur,  geradliniger 

216 
Transversale  109,  110 
Transversalensati  109 
Transversaltheilung  220 
Trapes  113 
Tredgold  303,  307 
Triangulation  224 
Trigonalsahl  42 
Trigonometrie,  ebene  103 

bis  106,   —   sphftrische 

160-163,  167-169,  188 
Trisection  147,  151 
Trochoide  154 
Trunk  140 
Tschirnhausen  285 
Turmalinsange  298 
Tyndall  281,  299,  (442) 
Tycho  219,  220,  221 

Uhr  257,  —  sympatische 

320 
Ulrich  103 
Ulugbegh  219 
Umdrehung  75 
Umpfenbach  211 
Unbekannte  15 
Undulation  283,  2%— 298 
UndurchdringUchkeit  245 
Unendlicheck  122 
Ungleichheit  5 
Unifllarmagnetometer  313 
Unruhe  257 

Vall^  206 


Vandermonde  84 

Van  Swlnden  73»  247 

Variation  31,  38 

Variationsrechnung  72 

Varignon  3,  227,  228»  230, 
259 

Vega  5,  14 

Venatorius  2 

Venturi  283 

VentnroU  227 

Verbrennen  308 

Verdampfangswirme  306 

Verdunstung  304 

Verdunstungsk&lte  304 

Vergrösserung  293,  297 

VergrÖsserungsglas  291 

VerjOngung  213 

VerhUtniss ,  anharmoni- 
BChes  116,  —  arithme- 
tisches 17,  —  geometri- 
sches 17 

Vomier  220 

VerUieüung  310 

Verwandtschaft^  chemiBcbe 

250 

Vieleck  79,  117»  —  cen- 
trisches  119—121,  128. 
—  coordinirtes  79,  — 
eingeschriebenes  126, — 
gemeines  81,  —  regel- 
mässiges 81,  —  sub- 
ordinirtes  79,  —  ttbcr- 
schlagenes  81»  —  um- 
geschriebenes 126 

Vielflach  171,  —  centrl- 
sches  181 — ^182,  —  regel- 
mässiges 182 

Vielheit  5 

Vielkant  165 

Vielseit  79 

Viereck  113—116 

Vierflach    171  —  174,    — 
rechtwinkliges  173 

Vierseit  116 

Vieta  3,  5y  9 

Vitale  3 

Vitruv  262,  307 

Vlacq  14 

Vogel  291 

Volkssählung  40 
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Volte  4,  81^  Sie»  817 

Yolnmen  von  Ellipsold  S06» 
—  Kegel  176,  —  Kugel 
187,  —  Obellflk  180,  — 
Prisma  177,  —  Priamoid 
179,  —  Pyramide  175,  ^ 
RotetioDBkOrper  186,  — 
Vicrflaoh  173-174,  — 
Zylinder  178 

Vorw&rtoabBchneiden  215 

YosBiuB  8,  270 

Waagbarometer  278 

Waage,  hydrostetisobe  289, 
--  physikaliBche  260 

Wärme,  freie  808,  —  ge- 
bundene 808,  —  latente 
808,  806,  —  speoiflsche 
802 

W&rmeeqnivalent  808 

Wftrmeersengnng  808 

Wftrmelebre  299—808 

Wftrmeleiter  800 

Wftrmestrahlen  294 

Wftrmetheorie ,  mechani- 
sche 299,  806 

Wahrscheinlichkeit ,  ma- 
thematische 85,  —  rela^ 
tlve  87 

Wahrscheinlichkeiterech- 
nnng  85  -  89,  207-210 

Wallerins  260 

Wallis  8,  5,  149,  205 

Waise  177-178 

Wand  249 

Wartmann  819 

Wasserdampf  806 

Wasserheisung  800 

Wasserrad  von  Segner  267 

Wassemhr  267 

Wasserwaage  212,  268 

Wassersersetsnng  817,  819 

Wassersoll  271 

Watt  4,  807 

Weber  272 ,  281 ,  818, 
820 

Wechselwinkel  76 

Wedgewood  801 

Weg  285,  289 

Weingirtner  81 


Weisbach  206,  227,  267» 

271 
Weisse  288 
Weissenbom  46 
Welle  288 

Wellenbewegung  272,  288 
Wellenlänge  288 
WeUrad  261 
Wendepunct  148 
Wens  218 
Werk  306 
Wemebnrg  12 
Westphal  228 
WetU  140 
Wette  89 
Weyer  217 
Wheatstone  291,  818,  819, 

820 

Whewell  4,  227 

Whitworth  181 

Wick  267 

Widerstand  des  Büttels  266 

Wiedemann  815 

Wiegand  165,  (442) 

Wiener  171 

Wüd  27,  218,  247 

WUde  288 

Winde  261 

Windkessel  277 

Wingate  14 

Winkel  75,  78,  —  com- 
plementärer  75,  —  con- 
caver  75,   —  convexer 

75,  —  correspondirender 

76,  —  ebener  155,  — 
ezplementirer  75 ,  — 
gerader  7b,  —  rechter 
75,  —  spiteer  75,  — 
stumpfer  76^  —  supple- 
mentärer 75 

Winkelgeschwindigkeit 

236 
Winkelhebel  269 
Winkelspiegel  214 
Winkelsumme  80 
Winkler  214,  249 
Wittotein  11,  14,  40 
Witeschel  116 
Woepcke  (442) 
Wöckel  78,  166 


W6hler260 

Wolf  8,  88,  78-82,  92, 
96,  104,  110,  116,  117, 
160,  172,  178,  182,  192» 
207,  208,  209,  288,  268 

Wolfram  14 

WoUe805 

Wollaston  4,  288^  294 

Woltman  271 

Worcester  807 

Wüllner  245,  804 

Würfel  177 

Wttrfelversuohe  88,  208 

Worte  260 

Wnrfbewegung  268 

WurfhOhe  268 

Wnrflinie  268 

Wurfweite  268 

Wursel  9,  15,  44 

Xylander  4 
Young  4,  245^  296 

flBählen  5 

Zähler  5 

Zahl  5,  —  BemouUi'Bche 
52,  —  complexe  9,  — 
co^jugirte  9,  —  cossi- 
sohe  15,  —  dreieckige 
42,  —  Euler'sche  52,  — 
flgurirte  42,  —  imagi- 
näre 9,  —  incommen- 
surable  8,  —  irrationale 

8,  —  laterale  17,  — 
Ludolph*sche  29,  51,  52, 
122,  209,  —  negative  6, 
—  positive  6,  —  sur- 
dische  8,  —  unmögliche 

9,  —  wahnsinnige  9 
Zahlenlehre  8 
Zahlenlotterie  89 
Zahlsystem  12 
Zamboni  815 
Zambra  245 
Zauberlaterne  292 
Zech  181 

Zehme  154 
Zeichen  6 
Zeiehenregel  7i  9 
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ZeUeck  113 
Zeilflaoh  177 
Zeit  227 
Zentreuting  283 
ZentrenuDgslinse  289 
Zeuner40,299,306, 307,(442) 
Ziegler  206,  306 
Ziffer  5,  12,  (442) 


Zinsfactor  27 
ZinsfuBB  27 
ZinBrechnung  27 
Zöllner  283 
Zollmaxm  215 
Zabler  215 
Zucohins  3,  293 
Znchold  4,  250 


Zündlampe  308 
Zugfestigkeit  249 
ZiuainmeDBetEiing  der 

Kräfte  228—229,  — 

der  Paare  233 
Zylinder  177—178 
Zylindroid  198 
ZylinderBChnitt  178 
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